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Introducción 


El gato no cuenta los ratones que ha capturado, ni el cerdo las bellotas que ha comido. Los animales 
buscan el alimento mientras tienen hambre; cuando estan saciados reposan, juegan o duermen, hasta que 
el hambre se haga sentir de nuevo, en una existencia de este tipo, entre comer todo lo que se pueda y dormir 
hasta que se despierte el hambre, no hay ninguna necesidad de contar; pero tampoco existe posibilidad 
alguna de eludir los mecanismos biológicos ni asumir el control de las situaciones, nada garantiza que se 
alcance puntualmente la saciedad y con ella el reposo; la vida se desarrolla en un nivel establecido por 
el equilibrio entre las posibilidades de la especie y las del ambiente, y tal equilibrio acompaña a todas las 
perturbaciones, inerme ante las carestías, las epidemias y las variaciones climáticas accidentales. Ni tan 
siquiera la fabulosa previsión de la hormiga serviría de mucho para afrontar perturbaciones que se apartan 
del normal alternarse de las estaciones. Para defenderse y afianzarase, las especies animales no tienen 
otro recurso que el de adaptase al ambiente a través del lento mecanismo de la evolución; no puede adaptar 


a ellos el ambiente. Es muy posible que la existencia del hombre ha sido totalmente similar a ésta durante 
milenios, ` : 


Pero en un cierto momento se produjo, distinguiendo al hombre de los demás seres vivientes, el 
esfuerzo para liberarse de la presión de esta necesidad sin tregua. Entonces se plantearon entre otros 
problemas como estos; si la caza de ayer fue suficiente, ¿lo será también la de hoy?; o bién, ¿bastará esta 
simiente para una buena cosecha?. 


Para responder con seguridad, es necesario comparar entre sí, de modo preciso e independiente de 


las apreciaciones personales, determinados grupos de objeios, como los animales objetos de caza y las 
vasijas de simientes. 


La operación que permite compararlos en el CONTAR..- 


Puede suponerse que un día, al volver de caza se haya tratado de poner en un montón una piedra 
por cada pieza cobrada. De esta manera el montón terminará por respresentar el botín de caza, y poder 
constituir una muestra con la que comparar cazas futuras. Acoplando por parejas un animal y una piedra, 
o como se dice también poniéndolos en correspondencia biunívoca, puede decirse los dos grupos contienen 
el mismo número de objetos, y si no, cuál es el mayor. Puede empezarse aquellos menos en parte, a 
responder a la pregunta: ; cuánta comida tenemos? Aquel día, si pudiera saberse cuando se produjo, sería 
el nacimiento de las matemáticas. 


Sin embargo un montoncito de piedras no se puede decir todavía en cuánto un grupo es mayor que 
otro; para responder a esta pregunta que constituye el verdadero problema del contar, se necesita otra 
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operación; es necesario constituir una serie ordenada de montoncitos de muestra, obtenidos cada uno del 
precedente con la adición de un nuevo elemento. Bastará para ello colocar las piedras una después de otra 
en vez de hacerlo en un montón desordenado en una serie de casillas con una contraseña; éste es el 
principio del ábaco, el más antiguo elemento del cálculo. Como una serie de muestra puede servir cualquier 
sucesión de elementos que pueden ser asociados a los objetos que se cuentan en un orden establecido de 
una vez por todas sin equívocos: partes del cuerpo, o signos como las letras del alfabeto, o palabras como 
los nombres de los números. 


La matemática, como todas las ciencias tuvo un origen exclusivamente experimental. Las primeras 
adquisiciones matemáticas de los antiguos Egipcios y Caldeos y de los comerciantes Fenicios, tuvieron 
un carácter práctico, reduciéndose a un conjunto de reglas inconexas sobre hechos aritméticos o 
geométricos observados, todos de utilidad inmediata. 


Varios siglos después estos conocimientos dispersos pasan a los Griegos quienes agregaban otros 
muchos, producto de su propia observación y terminarán por sistematizarlos racionalmente en forma 
científica, en una de las más características manifestaciones del genio Heleno: "Los elementos de 
Euclides". 


Como ha dicho Picard, a los Griegos corresponde el honor de haber creado la ciencia racional y 
desinteresada. 


La matemática parece difícil porque si no se la comprende no deja juego libre a la imaginación. No 
es posible distraerse con relatos de experiencias o exploraciones, ni con fotografías pintorescas, ni burdas 
analogías. 

Montesquieu, dijo sabiamente: "No soy una de las veinte personas que saben esas ciencias en París, 
ni una de las cincuenta mil que creen saberlas”. 


Constituyendo la aritmética la parte más genuina y característica de la matemática, es necesario 
que quien pretenda aprender matemática, empiece por la parte más elemental -y fundamental- de este co- 
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nocimiento, ésto es, por artimética; dentro de este contexto, las cuatro operaciones fundamentales, 
constituyen la parte medular del conocimiento aritmético; cabe destacar que el enfoque. moderno del cono- 
cimiento matemático, nos lleva a desarollar conceptos de lógica, conjuntos, relaciones y funcio- 
nes.Trabajaremos con el conjunto de los números naturales, incluyendo el cero. 


Gran parte de los fracasos que sufren los alumnos en los primeros años de las carreras científicas 
y técnicas de nivel universitario, son atribuibles a falta de preparación matemática sólida al nivel 
intermedio. 


Al publicar esta obra pretendemos poner a disposición de profesores y alumnos un texto que sirva 
de enlace entre la matemática elemental de los institutos y centros preuniversitarios y las matemáticas 
superiores que se cursan en las universidades. 


El objeto de este texto es revisar y complementar conceptos básicos sobre las operaciones 
aritméticas elementales, buscando que el lector comprenda los enunciados y a partir de ellos resuelva 
razonada y ordenadamente los problemas 


EL AUTOR 
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Aritmética, la Ciencia del Contar 


RESEÑA HISTORICA 
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Los contables chinos continúan aficionados al Abaco, el instrumento con el que la humanidad ha aprendido a contar. 


1. CRONOLOGIA DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO 
(Basicamente aritmético) 


Desdé los comienzos hasta el siglo VI a.c. 


3 200-3 000. Círculos trazados con mucha precisión sobre huesos y arcilla, atestiguan el 
uso de compases en el Asia anterior. 


Hacia 2 000. La adición, sustracción, multiplicación y división de fracciones son conocidas 
en Egipto. 
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Hacia 1 800 tablillas babilónicas muestran series completas de tablas de cuadrados 
hasta el nümero 3 600 y de cubos hasta 32 768; tablas para la suma de cuadrados y 
potencias enésimas de un nümero. 


Hacia 1 800 - 1 500, es conocida por los babilonios la solución de numerosos problemas 
geométricos, como el cálculo de áreas y volumenes elementales y el cálculo de la raíz 
cuadrada de 2 ó de 3 por medio de un método similar al del Teorema de Pitágoras. 


Hacia 1 650, el papiro de Rhind, encontrado en Luxor (probablemente una copia del texto 
de 1 850 redactado por el escriba Amos), contiene reglas prácticas para facilitar los cálculos 
de la administración pública, es decir, fórmulas para calcular el área de cuadrados, 
rectángulos, triángulos, trapecios, círculos y volúmenes de algunos sólidos, y la descripción 
de operaciones con fracciones. 


т e 
"ez? mb) ' 


T 
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Fragmento del Papiro de Rhind, que fue hallado en 1858, por un joven anticuario escosés, Henry Rhind, en las 
ruinas de un edificio en Tebas. A su muerte lo compró British Museum, el documento estaba roto y le faltaba 
algunos fragmentos que luego aparecieron en los archivos de la Historic Society, de Nueva York). 


Hacia 1 100, según el libro sagrado de la Aritmética, de desconocido autor chino, se 
desprende que el teorema de geometría, llamado de Pitágoras, era ya conocido por los 
chinos, un milenio a.c. 


Tx 


ciencia grieg: 


ga clásica (600-150 ас.)- 
Hacia el siglo VI, Pitágoras de Samos (572? - 500?) funda en Croton una escuela matemática 


en la que el estudio de la aritmética se eleva por encima de la práctica comercial común y 
adquiere autonomía de ciencia. 


Pitágoras utiliza el ábaco para realizar sus cálculos.De éste instrumento realizaremos un 
análisis especial: 


IA 


Comienzos s.V. Teodoro de Cirene Pitagorico, maestro de matemáticas de Platón demues- 
tra la irracionalidad de las raíces cuadradas de los nümeros del 3 al 17 que no sean 
cuadrados perfectos. 


Hacia 400, Arquistas de Tarento encuentra la solución del problema geométrico de duplicar 
el cubo, uno de los más famosos problemas de la antigüedad. 


Siglos III y IV. Los mayas inventan un sistema de numeración posicional de base vigesimal 
que comprende el concepto y el uso del cero. 


Comienzos s.III. Euclides (320 - 275), compone Los Elementos, que contienen la exposición 
sistemática de las proporciones geométricas elementales y de la teoría de los nümeros, 
patrimonio de la cultura matemática Griega de la época. 


Mientras Boecio - izquierda- calcu- 
la mediante signos numéricos, 
Pitágoras - derecho- lo hace va- 
liéndose de un ábaco. Ambos re- 
presentan las corrientes alge-ritrni- 
cos y obocistos, respectivamente. 
Reproducción de un antiguo gra- 
bado dela Margarita Philosophica. 


Desde la Conquista Romana de Grecia hasta el nacimiento de la cultura Arabe 
(150ac.-750d.c)- .J | . x DAN A pure y o 


Siglo I. Nicómaco de Gerasa (50 - 110) estudia en su obra Aritmética, las propiedades de 
los números y sus relaciones. 


1ra. mitad del siglo Ш. El matemático chino Sun-Tsu conoce el modo de resolver ecuaciones 
indeterminadas de primer grado; usa el sistema de numeración decimal. 


2da mitad del siglo IV. Teón de Alejandría expone un sistema de extracción de la raíz 
cuadrada, muy similar al actual. 


Año 550. En el Tratado de Aritmética de Han-Yang, chino, los problemas planteados se 
resuelven con operaciones aritméticas que llegan hasta la extracción de raíz cuadrada. 
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2da. mitad del siglo VH. La primera alusión a los nueve numerales indios, fuera de la India; 
se debe alfilósofo y científico Severo Sebokht de Nisibe, el cual aprecia plenamente su valor. 


Siglo IX. Al Khwariznní ( ? - hacia 850 ), árabe, compone el tratado titulado: 
Al-gebr wa'l mukabala (del que deriva el nombre de Algebra), con el que se introduce en 
Occidente el sistema arábigo-indio de numeración decimal. 


1 247. En las nuevas secciones de matemáticas, el astrónomo chino Chin-Chiu Shao 
representa el nümero cero con un circulito, (La notación se encuentra en algunos textos del 
siglo IX). 


Hacia el siglo XHI. En algunos manuscritos franceses de Aritmética aparece el signo (.) para 
indicar la multiplicación de dos nümeros. 


2da. mitad s.XIII. La difusión en Occidente del sistema de numeración arábiga es gradual, 
pero lenta, y, a veces, incluso obstaculizada; se sabe que su uso fue prohibido en Padua y 
en Florencia. 


1341. El bizantino Nicolás Artavasde, en su Epístola Arítmética, expone reglas para realizar 
las operaciones aritméticas, hasta la extracción de la raíz cuadrada. 


1 343. Jean de Meurs, matemático y músico francés, explicando un modo de extraer la raíz 
cuadrada de 2, y después de haber dado el resultado en números sexagesimales 1*24 50", 
afiade que si se dice que 1 414 es laraíz cuadrada de 2, debe considerarse la primera unidad 
como entero, el 4 siguiente como décimas y así sucesivamente. Esta es la más clara 
anticipación de la idea de fracciones decimales hasta la de Stevin, aproximadamente dos 
siglos y medio más tarde. 


1 410. Prosdocimo de Baldomandi, compone un tratado de aritmética en la que aparece la 
suma de una progresión geométrica. 


1 484. La más antigua notación del signo de las raíces cuadradas y cúbicas con el índice 
que las determina, aparece en el tratado de Nicolas Chuquet (1 445 - 1 500) francés titulado 
Le Triparty en la Science des nombres. Aparece también la primera idea del logaritmo como 
confrontación. 


Comienzos de la ciencia moderna ( S. XVI - XVII ) 


1527. Eltriángulo aritmético de los coeficientes de las potencias del binomio se halla impreso 
en la portada de la primera edición de una Aritmética del matemático alemán Petrus Apianus. 


1 539. Girolamo Cardamo, en la Practica Arithmetical, estudia las operaciones con números 
enteros, fraccionarios e irracionales. 


1 544. El alemán Michael Stifel (1 487 - 1 567) en su Aritmética Integra, introduce la 
denominación de exponente, adopta símbolos para más números generales y sus potencias 
e indica el cálculo logarítmico fundado en la confrontación entre dos progresiones, una 


aritmética y otra geométrica; construye también una tabla de coeficientes binomiales, hasta 
el 17? orden y expone las reglas para elevar a potencia un binomio. 


1 556. Las dos primeras partes del Tratado general de números y medidas de Nicolo 
Tartaglia, se publican en Venecia. Contienen el triángulo aritmético de Tartaglia para calcular 
las segundas potencias del binomio. 


1557. En el Tratado de Aritmética The Whetstone of Witte el inglés Robert Recorde ( 1 510 
- 58) introduce el uso del signo (=) para indicar la igualdad de dos cantidades “ya que nunca 
dos cosas pueden ser más iguales que dos paralelas". 


1 575. Francisco Maurolico ( 1 495 - 1 575), en el Arithmeticorian libri duo, aplica por primera 
vez el principio de inducción matemática, demostrando que la suma de los primeros n 
nümeros impares es igual al cuadrado de n. 


1 592. Galileo Galilei abandona la cátedra de matemáticas de Pisa ante la hostilidad de sus 
colegas y su escasa retribución. Es nombrado profesor de Matemáticas en la Universidad 
de Padua, donde pasará 18 años, los más felices y fecundos de su vida. 


1 612. Claude Bachét de Meziriac (1 581 - 1 638), francés, describe en un tratado de 
aritmética el método para resolver el problema de los restos, o sea, de determinar un nümero 
conociendo los restos que se obtíenen de su división por otros nümeros dados. 


1 631. En la obra Artis analyticae praxis, Thomas Harriot (1 560 - 1 621), inglés, introduce 
los signos > y < para indicar mayor y menor. Los signos *,, , 2, €, etc., son mon in 
anteriores introducidas ulteriormente. 


1 642. Blaise Pascal construye la primera máquina para realizar mecánicamente cálculos 
aritméticos, basada en el sistema de ruedas dentadas unidas entre sí. Con esta máquina 
podían obtenerse totales hasta las centenas de millar. 


1 652. Samuel Morland inventa una máquina calculadora, capaz de sumar y restar. 
1 670. En la Matheis biceps vetus et nova, Juan Caramuel ( 1 608 - 82 ), español, afirma la 
posibilidad de los sistemas de numeración con base diferente de 10 e ilustra su desarrollo 


tomando como base otros nümeros. 


1 675. Wilhelm Leibniz inventa y hace construir la primera máquina de cálculo capaz de 
realizar las cuatro operaciones fundamentales. 


1 684. En una memoria publicada en Acta eruditorium, Wilhelm Leibniz usa el signo (:) para 
indicar la división. 


1 692. Por obra de Leibniz se introduce en matemáticas la palabra FUNCION en su sentido 
modemo. 


3. La Ciencia de la Ilustración ( S. XVIII) 


1 720. El francés Caze construye una máquina de sumar graduada de modo que puede 
efectuar sumas hasta mil millones. 


ме 


1 728. Bernard Le Boyer de Fontanelle ( 1 657 - 1757 ), estudia el concepto de un número 
realmente infinito indicando con el signo ee , con el que puede operarse como si fuere un 
nümero ordinario. 


1 742. El alemán Christian Goldbach ( 1 690 - 1 764 ) propone a Euler demostrar que todo 
número par es la suma de dos números primos, enunciado que en la teoría de los números 
quedará como "hipótesis de Goldbach". 


1 749. Leonard Euler establece la célebre relación que une entre sí los nümeros más 
famosos de las matemáticas: e л, -1 ylaunidad imaginaria (Fórmula de Euler). 


1 776. En las Medilatiories aralyliticae, Edward Warning formula el teorema sobre la 
descomposición de todo nümero entero positivo en la suma de no más de cuatro cuadrados, 
de no más de nueve cubos, y de no más de diecinueve cuartas potencias, teorema que no 
se demostrará hasta 1909 por Hilbert. 


1 791. Кап Friedrich Gauss ( 1 777 - 1 855 ) de catorce años, alemán, sugiere la fórmula de 
la distribución asintótica de los nümeros primos. 


1797.KarlFriedrich Gauss, demuestra rigurosamente, en su tesis de doctorado, el Teorema 
Fundamental del Algebra. 


1798. Adrien Marie Legendre, en el Ensayo dela Teoría de los nümeros, formula en el campo 
de la aritmética superior el teorema de la reciprocidad cuadrática, definido por Gauss 
como "La joya de la aritmética". 


SIGLO XIX: 


1 801. Karl Friedrich Gauss expone en las Disquisitiones arithmeticae sus primitivos estudios 
sobre la “teoría de los números”, relativos a las congruencias, a las raíces de la unidad y la 
posibilidad de dividir un círculo en л partes iguales. 


1 808. En una serie de trabajos. Karl F. Gauss desarrolla la teoría de las funciones 
doblemente periódicas, de las que determina sus propiedades. 


1 813. Augustín Cauchy demuestra en La Démostratiori du Theoréme de Fermat sus les 
riombres poligoriales, la descomponibilidad de cualquier número poligonal, determinando 
sus características. 


1 820. El francés Xavier Thomas de Colmar pone a punto al aritmómetro, máquina 
calculadora basada en el principio de la multiplicadora de Leibniz. 


1 837. En un trabajo aparecido en Berlin Abhande, Gustav Lejeune Dirichlet demuestra la 
existencia de infinitos números primos en cualquier progresión aritmética, en la que el primer 
término y la razón sean números primos entre sí. 


1 844. Joseph Liouville demuestra que existen infinitos números trascendentes, o sea, que 
no son raíces de ninguna ecuación algebráica. 
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1847. Enlalógica formal o cálculo de la deducción, el inglés Augustus De Morgan 
(1 806 - 71) pone de relieve la analogía existente entre las operaciones lógicas y las opera- 
ciones con nümeros enteros, fundando la moderna "Lógica matemática". 


1 850. En el campo de la Teoría de los números, Ernest Eduard Kummer, enuncia la ley de 
reciprocidad de los residuos de las potencias. 


1863. En la obra póstuma sobre la Teoría de los números, Peter Gustave Dirichlet enuncia 
el teorema sobre la existencia de infinitos números primos en toda progresión aritmética en 
la que sean primos entre sí el primer término y la diferencia. 


1 868. En los Proceedings de la Royal Society, John Smith estudia los teoremas relativos 
ala representación de los nümeros mediante cuatro cuadrados y otras formas cuadráticas. 


1872. Enla obra Contiriuidad y números irracionales, el alemán Richard Dedekind ( 1 831 
- 1 916 ) sistematiza vigorosa y definitivamente la teoría de los números irracionales. 


1872. Enla memoria Sobre los elementos de la teoría de las funciones, Georg Cantor habla 
de la teoría de los números irracionales. 


1 873. Georg Cantor define los conceptos de numerabilidad y potencia de un conjunto. 


1877. En la memoria titulada Contribución a la teoría del múltiplo, Georg Cantor demuestra 
que un segmento contiene tantos puntos como un cuadrado o cubo, definiendo el concepto 
de potencia de lo continuo. 


1882. Georg Cantor define los números transfinitos de modo independiente de la teoría de 
los conjuntos, en cuyo contexto habían sido introducidos por él. 


1 884. En un intento para reducir la aritmética a lógica, el alemán Gott lob Frege ( 1 848 - 
1 925), en sus Fundamentos de Aritmética, formula un sistema de notaciones ideográficas, 
encaminado al análisis de las nociones fundamentales de la teoría de los conjuntos y de los 
números. 


1 889. En la obra Aritméticas Priricipia, Guisepe Peano formula una serie de axiomas 
aritméticos , de los que deduce la aritmética conocida. 


1 895. En una memoria aparecida en los Matematischen Annalen, Georg Cantor expone 
en forma completa y exacta la "Teoría de los conjuritos". 


1 895. Leon Bollée, francés, construye el aritmógrafo, aparato basado en la regla de Neper 
que permite ejecutar las cuatro operaciones casi automáticamente. 


1897. La llamada paradoja de Burali-Forti, enunciada por Cesare Burali-Forti ( 1 861 - 1 931), 
evidencia dificultades en la formulación de la teoría de los conjuntos. 


1900. El alemán Kurt Hensel (1 861 - 1 941 ) estudia la “Teoría delos números” y demuestra 
que todo nümero primo puede representarse por una serie de potencias positivas integrales. 


— GE ————— 


Nuevas perspectivas ( S. XX ) 


1 902. El francés Henri Lebesgue ( 1 875 - 1 941 ) introduce una nueva integral que lleva 
su nombre, más extendida que la Riemann y fundada en la teoría de conjuntos. 


1 904. El alemán Zermelo ( 1 874 - 1 953 ) formula el conocido y discutido postulado, “Е! 
postulado de Zermelo", que admite la posibilidad de elegirsucesivamente infinitos elementos 
de un conjunto infinito, sin fijar a priori la regla de la elección. 


1905. Diksore, formula los postulados de la "Teoría del sistema de números hipercomplejos”, 
en la cual las coordenadas son números racionales. 


1 909. Maurice Frechet, francés, extiende la “Teoría de los conjuntos” a la geometría, 
introduciendo el concepto de espacio abstracto como un conjunto de elementos de la 
misma naturaleza, asimilados a los puntos del espacio ordinario. 

1 910. En la obra Principia Mathematica, Beltrand Russell y Alfred Nort Whitehed estudian 
los fundamentos de la lógica matemática y enuncian los postulados de la lógica de los 
enunciados y de la teoría de los tipos. 


1 937. El ruso Igor M. Vinogradov demuestra que todo número impar, además de un cierto 
valor, es la suma de tres números impares aproximándose a la demostración de la hipótesis 
de Goldbach enunciada en 1 742. 


1 938. El francés Louis Couffignal obtiene una patente para una calculadora electrónica de 
sistema binario de numeración. 


1 939. Bajo el seudónimo colectivo de Nicolás Bourbaki, un grupo de matemáticos 
franceses publica Elementos de matemáticas, con la intención de presentar todo el edificio 
matemático con rigor absoluto, poniendo en evidencia los elementos simples y las 
estructuras comunes a las más diversas teorías matemáticas, mediante un método 
axiomático y abstracto que va desde la generalidad al detalle. 


1 951. Los Ingleses Turing y Williams construyen un robot electrónico capaz de resolver en 
poquísimo tiempo, complicados problemas matemáticos. 
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Capitulo 1 


INTRODUCCION A LA LOGICA MATEMATICA 


Flujo del contenido de este capitulo 


IE 


Proposición 
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Nociones de Lógica Proposicional 


Objetivo General 


Interpretar y utilizar correctamente el lenguaje simbólico de las proposiciones, 
conectivos y cuantificadores, y relacionar estas nociones con la matemática. 


Objetivos Específicos 


Reconocer y diferenciar las proposicio- 
nes simples y compuestas 


Utilizar correciamente los diferentes 
conectivos lógicos en la estructuración 
de las proposiciones compuestas y 
manejar con soltura las tablas de ver- 
dad. 


У, Contenidos MI 


Proposición 
Tipos: simple y compuestas. variable 
proposicional. 


Composición proposicional, conectivos 
lógicos. 
Tablas de verdad. 


Evaluar correctamente las fórmulas 
lógicas y reconocer los esquemas 
tautológicos, contradictorios y contin- 
gentes. 


Fórmulas o esquemas lógicas. Evalua- 
ción de fórmulas. Tautologías, contra- 
dicción y contingencia. Fórmulas lógi- 
camente equivalentes. 

Principales leyes lógicas. 


Utilizar los cuantificadores en la forma- 
ción de proposiciones a partir de fun- 
ciones proposicionales. 


Función Proposicional o enunciado 
abierto. . 


Cuantificadores: Universal y existencial. 
Cuantificación de funciones propo- 
sicionales y su negación. 


| Problemas Resueltos sobre Lógica - Matemática 
(Ver leyes lógicas) 


| Observaciones previas 
Para resolver los problemas sobre fórmulas lógicas, debemos conocer las principales leyes 


lógicas. 
En muchos casos, no es necesario conocer el valor de verdad de todas las proposiciones 


(variables proposicionales) que intervienen en una fórmula lógica. 


Debemos conocer, la operación de cuantificación; negación de una proposición cuantificada 
de modo existencial o universal. 
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Determinar las caracteristicas de los siguientes enunciados indicando cuales son: proposi- 
ciones, enunciados abiertos o funciones proposicionales, no son ni proposiciones ni 
funciones proposicionales: 


1. Recoge ese papel 
Н. 6+4 < 18 
Ш. х-у = 5 
IV. Hace mucho calor 


Solución 


1. “Recoge ese papel”, es un mandato que no tiene valor de verdad, luego, no es 
proposición ni función proposicional. 

ll. "6 +4 < 18” es una proposición cuyo valor de verdad es Y 

lll. "x-y = 5”, es una función proposicional, porque contiene variables ( x, y ). 

IV. “Hace mucho calor”, es una oración que no tiene un valor de verdad, luego, no es una 
proposición ni función proposicional. 

Si se sabe que: p ^ q es falso; q>t es falso. Determinar los valores de verdad de p y. 

q. 

Solución 

q=>t=F, entonces V(q)=Y ; V(t )sI Por definición de condicional. 

Rpta. .. V(q)=Y V(t)=F 

Sise sabe que: sc» t es verdadero; г As esfalso; p=q esfalso y q v r es verdadero. 

Determinar los valores de verdad de: р, q, г, S y t. 

Solución 


о у entonces s y t tienen el mismo valor de verdad 
р z»tgisb entonces V(p)=Y yV(q)sF 

qvrzev como V(q)sF , el V(r)=Y 

И 55 сото М (г) = „entonces V(s)=F 


además сото s у t tienen el mismo valor de verdad, entonces V (ї) =Е 
Rpta. V(p)s V; V(q)t; V(r)=V; V(s)=F ; V(t)=F 
Si: x © y es falso; x = у es verdadero; determinar los valores de verdad "x" e "y" 


Solución 


xe» y=F, ello indica que х ё y tienen distinto valor de verdad. 
x= у= У, сото tienen distinto valor de verdad, sólo cumple: 
Rpta. V(x)= V V(y)sF 


23 


5. Determinar el tipo de fórmula proposicional en las siguientes proposiciones compuestas o 
moleculares: 


L [F= (-рл 9)]л г) e- (r2 p) 
IL (pq) e [Ca у) л-р] 
ll. -(peq)^ -(q-r) 


Solución 
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Rpta. 1. Tautología І. Contigencia Ш. Contradicción 


De las proposiciones: 


p: "Mario es comerciante” 
q: "Mario es un próspero industrial” 
r: "Mario es ingeniero” 


Dar como respuesta (simbolizando) ,el enunciado: "Si no es el caso que Mario sea un 
comerciante y un próspero industrial ,entonces es ingeniero o no es un comerciante ". 


Solución 


La proposición: “no es el caso que Mario sea un comerciante y próspero industrial” 
se simboliza: 


“(р ла). 

La proposición: "Mario es ingeniero o no es comerciante", se simboliza: 
(тутр) 

Uniendo estos dos esquemas соп el conectivo "=" (entonces) se tiene: 


Rpta.-(p^q) > (rv-p) 
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Dadas las proposiciones siguientes: 


t: “Algunos profesores tienen casa propia” 
u: “Algunos profesores son solteros" 
r: "Algunos profesores no ejercen la docencia” 


¿Cuál es la simbolización de la siguiente proposición compuesta?: 


"Algunos profesores son solteros y notienen casa propia, entonces todos los profesores 
ejercen la docencia". 


Solución 


"Algunos profesores son solteros y по tienen casa propia , entonces 
( u ^ 511 ) 3 


todos los profesores ejercen la docencia”. 
~r 


Rpta. La simbolización será: (u A-t)--r 


"Juan que nunca miente, ha confesado a su amigo Pedro lo siguiente: 


"Amo a María o a Isabel", pero no a ambas. Además, si amase a María , amarla también 
a Isabel”. Decir (simbolizando) a quién ama Juan". 


Solución 

Consideremos que sea: 

p: Juan ama a María" q: "Juan ama a Isabel” 

Simbolizando: 

"Amo a María o a Isabel ", pero , no a ambas. además si amase a María , 


P v q ^ - ^ P 
amaría también a Isabel ". (eoi 


^ (poq) 


Rpta. El enunciado sólo es verdadero si Juan ama a Isabel. 


10. 


Demostar que P y Q son lógicamente equivalentes, si: - 


Р: ~ (paq) 
Qu =~ pye q 


Solución 


Se sabe que dos fórmulas son lógicamente equivalentes, si al unirlas con el conectivo 
+, resulta una tautología. En efecto: 


Rpta. .. Comoelresultado es una Tautolo- 
gía, entonces P y Q, son lógica- 
mente equivalentes. 


Si es verdadera Іа negación del esquema: 
(paq) > (svt) 
Hallar el valor de verdad de los esquemas: 


i) "(t9 x)a~ (paqa s) 
i) ~ 61-0991) 5 (S ^ м) 


й) ~ Крл 9) 1] о (xv-x) 


Solución 


Podemos establecer: 
- Крл 9) = (5 v t)] =Y (verdadero) 


Significa que la expresión mostrada dentro del corchete es falsa, y сото esta expresión 
es una implicación, el antecedente ( p ^q) debe ser verdadero (entonces v (p)= V 
y V (q) = V) y el consecuente ( s vt) debe ser falso (entonces v (s)=F y v (1) = Р). 
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De:) > 


ET wA = Sa 


Ld 


Dei) ~i~ [02 Ф) (Ф л v) 
UAR] 


Pw 160 
De: iii) SY 
Rpta. NO ii) © ii 


Si: [pv ~ 4) эг] v [((q—r)^-r] esfalsa. 
determinar el valor de verdad de: 

) [p2^(a vr)] a q 

i (paq)e-r. 

Solución 


La disyunción de dos proposiciones esfalsa cuando ambas son falsas. Significa entonces 
que: 


a [а implicación es falsa cundo el antecedente 
(р у а) э г es falsa es verdadero у el consecuente falso.] 


por lo tanto res falso y (p v ~ q) es уегбабего.................................... (1) 
se deduce también que : 


q эг esfalsa 


* q es verdadera en (1) 


—— р 


AAA AA 


También se deduce que “p” debe ser verdadero para que (p v - q)losea. Entonces 
de: Ч 


0 [рә ~ (qv r yaq s Falso 
F 


Pd 


V 


V 
Ж 


Le y 


i) (рла) ө ~r = Verdadero 


уб 
ў 
V 


Rpta. i)D DAY] 


12. St(p^q) > (~ q v г) esfalsa. Hallar el valor de verdad de: 
) (р a q)vr 
i) (peq)^(r > s) 
il) fr ^(p vsvt)] ^ [~ (rvs)] 
Solución 


Como:(p ^q) э (~ q vr) «D. (р ла) «Y; (~q vr) =Ф 
voy p" 1 


entonces: v(p) = Y v(q)=Y , tambien: v (q)=Y  v(r)=F 
por lo tanto: 


i) f + vr=0 


Y M 
p^ 
V 


S^ 


F 


29 


~ii) 


13. 
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(pe q)^ (r>s) =V 


ү ү F | 
SSA R 


SEE 


ii) [f ^(pvsvt)) ^ [~ (rvs)]=F 


ж. PA 
— 


(")No interesa el valor de verdad de (r v s) ya que el antecedente de la conjunción 


final es falso y porlotanto el resultado será falso. 


Rpta. i) V ii) V iii) F 
Si se sabe que: 

L (меу) = falso 

П. -(s-t) = falso 

IL -p^-*q = falso 


Determinar el valor de verdad de : 


“{[(р vq) > (s a~t] v (vew )) 


Solución 


Del: Se deduce que м y vtiene distinto valor de verdad. 


De Il: Aplicando ley del condicional y negación: 


=(s >) = -(-svt)ss»^-t 


De lil: Aplicando Ley de Morgan: 


~p л" д =~ (р vq) = Е (datos) ~. 


(1) y (2) en la expresión propuesta: 


14. 


~ (pvq)-(sa-t)v(v ew) 


V F 
Е 74 
Boc 
~ (Ff) = У 


Rpta. El valor de verdad de la expresión es V. 


Si - рж q 


pep ^N. y 


pO q= ~pe (pv- q) 


Entonces evaluar: 

{аж [bO0- (axb) ) = [(avb)ac] determinando las tablas de verdad de 
P*qypeOq 

Solución 


-рж9 = рә (рл- q) 


ржа = ~ р э (~p л = q), entonces: 
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15. 
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{а ж[ Ф - (а жь) ]} < [(avb)ac] 


Rpta. 


Si se sabe que: 
p*q=(p=>-q) 

р#д= ~ рл -q 

Evaluar la siguiente fórmula: 


(pe г) 4 (9% г) 


Solución 


Construyendo la tabla de valores de verdad de los conectivos propuestos: 


Evaluando la fórmula propuesta: 


Rpta. El resultado es una contradicción. 
16. Sise sabe que: 
P*qs (pq) eG(-p vq) 


(~p эд) л (реа) 


m 


pq 


Evaluar cada una de las siguientes fórmulas 
) =(=pe аж -( ЖОШ г) 


їй (рлал-г) L7 (pir) > (-q0r)) 
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Solución: 


p. LAN. 


р 9) л (р < 9) 


Mo ew 


(p^ qias en -_((ржг)»(-а et) 


! 
| 
t 
i 
| 
| 17. Dadas las siguientes equivalencias lógicas: 
і pOq=(p >q) a (-q v р). 
i ржа = (рл) У (-р >q) 
| ii. p &q = (p eq) > (р va) 
і Evaluar la fórmula: (p 2 г) Ө [(r*q)x* ~ p] "t . 
Cig ^ 
LI © «м > Ы 
| Solución og 
| т E 
E ()pGa-(paa ^(-а ур) sdb =) іар) = р © 9 
d Ж -$ A E 
| рж д “(рл q) v(-p>q)= (paq)v(pvq) = руд 
| ptq = (р oq) = (руд) = ~ (pe q) v(pvq) = (pvq)a- (paq) 
| v(pvq) =p vq 
| Entonces: 
| 
| Por lo tanto, en la fórmula: 
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18. 
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(por 6 Кг#а) ж ~p] 


Rpta. contingencia 


Si ржа =~ р a -q  Simplificar en términos de Ж la siguiente expresión: 

[^9 ~р] = [5р = ~9]) ^ [-(P ^ q) 

Solución 

Aplicando la ley del condicional obtendremos 

(^ (+ q)v -p]=>[- (-p)v- al^ [-(p^9] 

MENS palpe = ОЧ л [P p Ма ET ley de la doble negación 
e 09У p)y (pus дф} QA ley del condicional 
=> ala p) хрм uir [ROPA а ley de morgan 
= {ру QA [Е (Р NI MM ley asociativa y ley de absorsión 


= (pv-q) л [~ (P^a)] 
=p Y Qi) a (3 рау. е ier cms. ley de morgan 


(= айр LOAD 


-— ЧУ (pp... 9. 9 sc ы а ley destributiva 
= Е а. оаа. EE A o ley de complemento 
= 


| 

H 
a 
> 
t 
о 
Ill 
Те) 
+ 
a 


SS Д п A 
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20. 


Sisesabeque:-p a q es falsa, - г = ~t es verdadera y que 
Si? Ух е D, rex al> хх <y 


Hallar el valor de verdad de : 


[S a (P v-3)] = f(rv -t) => (xa-x)] 


Solución: 

Si ~pa q= F entonces la negación es verdadera esto es : 
-(-p^q)sV equivale a:p v ~ q «V 

-r -t = М pen:-r > -t =r sitz М „леу del condicional 


s = У (хез una fracción propia ‚дие elevada al cuadrado dará siempre 
una fracción menor que la original ) 


Reemplazando: 


Isn(p v-q) ә (ту – 1) > (xa- x) 
n Si | 
> Е = F 


Rpta. El valor de verdad es falso. 


[V ^ Vi 


Hallar el valor de verdad de: 
Кр= 9) л (а л-~ г)} el(aer)^(pv- a) 
si: 


p 3xe R:X+1<0 F 


q VxeR:xX -1 F 
E dxe R :X!-6 V 
Solución: 


(p > а) л (ал ~ г] e Ka er)^ (pv - 9) 


ч—„„—— 
=(F = Е) л (F af) © КЕ e У) л (F vV)] 
M ra _—_ — — a 
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Rpta. .. Es verdadera 


Se tiene 
р (х): “х es Piurano" 


а (х): “x es Latinoamericano" 


Determinar: 


(a) Simbolizar los cuantificadores y hallar sus valores: 


W: Todos los Peruanos son Piuranos 


Z: Algunos Peruanos son Latinoamericanos" 


(b) Negar los anteriores cuantificadores y simbolizarlos. 


Solución 


а): м : V x de М; p (x) 
ZAE 3xdeM; q(x) 


(D:- w-[ VxdeM; р(х) EL 


-Z -[ 3xdeM а(х) ]; 


Rpta. (a) V 
(0) F 


LEYES LOGICAS 


Ley de Idempotencia 


ру р= 
р лр=р 


һә) бе) 
DE 
о v 


tl 


M = (Los Peruanos) y los enunciados abiertos: 


dxide М; PO a er V 


VxdeM; -q(x) 


Cx о А o IT -— 


Ley Conmutativa 


qvp 
qap 


руа 
рл 


Ley Asociativa 


(pvq)vr=p ~ (q vr) 
(p^q)^r 


1 
© 
> 
dej 
> 
- 


Ley Distributiva 


Pv(q^r)s(pva)^(pvr) 


p^(q vr) &(ip^q)víp^r) 
Ley de Morgan 

-(pvq) = (-p a-q) 

- (paq) = (-pv-q) 


Ley del Condicional 


peqes-pvq 
-(p >= q) -(-p vq)=p .-9 
-(р = q) =P 2-9 


шош 


Ley del bicondicional 


реа =(р > 9) ^ (9 = р) 


(РОС) ОВ = РО (ОЧ В) 
(Р meni РИСО) 


РО (О GERDEESQGPEREMOOMONUP. UIR) 
РП(ООВ) = (РПО) Ч (РПА) 


(РИО) = 
(РП а) =PU Q 


l 
E 
E) 
o 


(-p vq) a (-q vq) =-(p v a)v(p a q) 


-(p S q) =p = - 9 


Ley de Absorción 


(руд)лр = 
(р ла) Ур = 
р л(- руя) = paq 
р v(-p ла) = руя 


Ley del Complemento 


-F=V 
-MgF 


PN(PUQ)=PNA 
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Pv-P=V Р ОР’ = О 
Рл- Р = Е РП Р’ = ф 
PvF=P РОфе Р 
Рл М = У РАО = 0 


dale]: E PROPUESTOS 


Sobre Lógica Matemática (con Clave) 


De las siguientes expresiones, ¿cuáles son proposiciones? 


1) 
D 
I) 


5esun nümero par 
El auto nuevo 
x+3=5 


a) Todas b) Sólo | y lll с) Sólo I y II d) Sólo I e) Sólo 1 $ 


Colocar en los paréntesis de la derecha el número que corresponda: 


1) 


Si 8 es impar, entonces es divisible por5 () Proposición Simple 
()  Disyunción 
()  Conjunción 

^) — implicación 

523 

Todos los humanos son mortales 

No es cierto que 2 = 1 + З 

El caballo blanco 


El cuadrado es equiángulo y equilátero 


Se se sabe que la negación de p = ( - q vr) es verdadera, entonces el valor de verdad 
де (q^r)2[(q-2r)^t) es 


la) V 


b)F c))vór 


Simbolizar cada una de las siguientes proposiciones en los espacios en blanco, utilizando 
variables proporcionales y conectivos lógicos siendo: 


р: 


a 


5+3>7 
5+3=7 
5=4 


5+3>7 

5+3>7, pero5+3=7 
5+3=7, si y sólo si 5 = 4 

Si 5+3=7y5=4, entonces 5 +3> 7 


=r cwm CHE A 


o ——— — = 


ce "GN, weg —— 9 


10. 


11. 


Los valores de verdad de las proposiciones 1, Il, IIt y IV de la pregunta anterior son 
respectivamente: 


a)Vvvr b) VFVV с) FVVV d) VFFV e)FFVV 


Evaluar las siguientes fórmulas: 


)  ((po(qv-)) e(poq) 
M) -(par) > (qv- г) 
Ш) {(р=9) л (рг) л(рл ~ г) 


Respecto de la pregunta anterior podemos afirmar que: 


a) Las fórmulas | y Il son tautologías 
b) Las fórmulas | y Ill son tautologías 
c) Ninguna de las tres es contradicción 
d) Sólo la fórmula Il es contingencia 

e) Todas son contingencia 


¿Cuáles de las siguientes fórmulas son equivalentes a ~r >-( pa-q) 


D) p=(qvr) 
I) -palqvr) 
Ш) -p=>(-p vr) 


a) Sólo | b) Ninguna с) Sólo Пу III а) Sólo 1 y III e) Todas 


Si definimos un nuevo conectivo "д" como p A qs (pv q)^ (~q у ~ p) entonces la 
fórmula (p ^-q) Ap equivale a: 


|" ap >q Б) -P A - q c) -p eq d)-q 


Escribir una fórmula de dos variables proporcionales cuyo resultado final en la Tabla de 
Verdad son: F 


F 
V 
f 


Si "p ? q' sólo es verdadero cuando p y q son ambos falsos, hallar el valor de verdad de 
RE CR MAL D 


si: p : 2esun número impar 
9: Мхє {1,2,3}, x+1>1 
r: dixe {2,4,6}, x* 9 


a) V b) F с) МОЕ d) No se puede determinar 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


El enunciado recíproco de la condicional "Si un nümero entero es divisible por 6, entonces 
es mültiplo de 3", es: 


a) Si un nümero entero no es divisible por 6, entoces no es múltiplo de 3. 
b) Si un número es múltiplo de 3, entonces es divisible por 6. 
с) Si un número no es múltiplo de 3, entoces no es divisible por 6. 


De las siguientes expresiones, ¿Cuáles son funciones proposicionales? 


1) x es un número par 
il) (2-3х+2)- (5х+2) 
Ш) Todos los gatos son negros 


a) Sólo! yll Ы) Todas c) Sólo I d) Sólo III e) Sólo II y III 


Halla el valor de verdad de las siguientes proposiciones ( en ese orden): 


p: 3xe A/2x «1-5, A=(0,1,2,3,4) 
q: VneZ',3nes divisible por 3 

ri dxeP/X45«0 

Ss: Ухє б, Xx 2x 


a) VFFV b) VFVV c) VVFF d) FFFV e) FVFF 


SiP=(0, 1,2, 3, 4, 5), Halla el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones 


P: VxeP, x+3>21x+1 «7 
ЗЕРИ Е 558-2 =й 
r: VxeP, х+2=3 = х- 1 = 0 


а) VFF b) VVF c) VVV d) FVF e) FFF 


Dadas las proposiciones: 


"p: -(VxeQ x+2>0) 


q: AxXEN/3 4314322117 


г: VxeZ xix=1 1 
mu 

Halla el valor de verdad de (p ^q) = г 

а) V b) F c) Tautología d) Contradicción e) Vó F 


Simboliza utilizando cuantificadores y notación de conjuntos numéricos la siguiente 
proposición: "Para todo número real x, existe un número entero n, tal que х" zx". 


Simbolización: 


18. Niega la proposición de la pregunta anterior 
Negación: 


Clave 


124) 2. (I) 3. b) 4-1) ру 5. 6) 
(n) ii) p ^q 
(Vl) Ш) 9 г. 


A) dd wo d 


— = = = € oto 


\ 
ү 
Ї 
f 
\ 
V 
Li 
І 


оте. 
De os... 
Deo... e 


э, 
D 
e 


o a alas гу 


==... 
= cm a 4 cm A 
Dia е — 2 2 < 


© 


7. d. 8.) 9. 9)  10.-(q-p)uorcequvalente 11.) 
12b) — 18.) d&c) 15-с) 16.0) 17. Vxeb апе; x =x 


43 


к. “Жы 


Capitulo 2 


TEORIA DE CONJUNTOS 


Flujo del contenido de este capítulo 


Conjuntos numéricos 
Operaciones con conjuntos 
Ejercicios y problemas 
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IDEA DE CONJUNTO 


El concepto conjunto, es una noción primitiva intuitiva y por consiguiente, no se puede 
En la vida diaria usamos palabras tales como colección, grupo, conjunto: 

- Una colección de libros 

- Оп conjunto de sillas 

- Un grupo de muchachos 

Estas palabras son usadas intuitiva y libremente sin ninguna idea de definirlas. Se usan 
como sinónimos. Es con esta actitud que los matemáticos usan la palabra "conjunto". La 
palabra debe ser usada para indicar una colección de objetos que llamamos elementos del 
conjunto. 

Notación 

Es convenio denotar los conjuntos con letras mayúsculas y sus elementos con letras 


minúsculas u otros símbolos. Para representar los conjuntos simbólicamente, se escriben 
sus elementos entre llaves y separados por comas o por un punto y coma. 
Ejemplos A 


(1) А={а;е; i; о; и } que se lee: 
“el conjunto A cuyos elementos son: a, e, i ,о, и". 
(2) В={4 x, # ,- ) 


(ОМС = 0 ‚А ‚л. mM 

También usamos la siguiente notación que se podría denominar "generador de conjunto" 
para indicar conjuntos: 

A = ( x/x tiene cierta propiedad] 


Que leemos: “A es el conjunto de todas las x tales que x tiene cierta propiedad". 


Relación de pertenencia.- 


El símbolo e recuerda la letra griega, inicial del verbo A”(el) es“ utilizado en el silogismo 
“Sócrates es un hombre”, s e H. 


La letra minúscula representa el elemento, la mayúsculas el conjunto. Pasar de un elemento 
al conjunto al que pertenece es elevarse en la escala de tipos. Cada uno de los tipos es sólo 
relativo, pues un conjunto puede ser también un elemento de un conjunto de tipo superior. 


En la famosa paradoja: 


Soy el hombre más hermoso de mi cuarto, 
Mi cuarto es el más hermoso de mi colegio, 
Mi colegio es el más hermoso de París, 
París es la más hermosa ciudad de Francia, 


=- ==" — e gr 


TEA 


1.2 


Francia es el País más hermoso del mundo. 
Luego, yo soy el hombre más hermoso del mundo. 


Todo es lógicamente correcto, salvo la conclusión: el cuarto es considerado como un 
conjunto de estudiantes, un colegio como un conjunto de cuartos, París como un conjunto 
de colegios; el mundo como un conjunto de países. Pero precisamente el mundo no es aqui 
considerado como un conjunto de estudiantes: la palabra "hermoso" a cambiado de sentido 
en cada cambio de tipo. Esto nos señala ya la necesidad de un estudio correcto de la teoría 
de conjuntos para la comprensión de los silogismos. 


En la relación de pertenencia, si "a" es un elemento del conjunto A, se denota a e A y se lee 
el elemento "a" pertenece al conjunto A. 


La relación de pertenencia se da sólo entre elemento y conjunto. 
La negación de "ae A"es "a є A" y se lee: "el elemento a no pertenece al conjunto A" 


Relación de Inclusión.- 


Sitodos los elementos de un conjunto A son también elementos de un conjunto B, entonces 
el conjunto A está incluido en el conjunto B; también se dice que A es subconjunto de B y 
se denota: Ac B 

AcBevx xeA = хє В 
La expresión "A c B" puede leete: 


"El conjunto A es el subconjunto del conjunto B" 
“El conjunto B incluye el conjunto A". 


Ejemplo 
A=(xeZ/x=2) Be-(xeZ/x-4) 


BcAexeB >xeA 
АсВе2 є А 22«eB 


Propiedades: 


Reflexiva 


AcA v conjunto A 
p:Xe A pop 


Transitiva 
[(AcB)A(BcD)] = (Ac 0) 


р: хєА 9: х eB rxec 
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Кр = 9) ^ (а = 0] = (por (Ley de silogismo hipotético) 
Subconjuntos Propios.- 


Sea el conjunto A = (1; 2;3), los subconjuntos propios de A serán: (1), (2), (3). (1,2). (1,3), 
{2,3}, no son subconjuntos propios de A : à y {1,2,3} 


La relación de inclusión, se da solamente entre conjuntos: 


Conjunto Conjunto 


B 5 "A está incluido en B" 
"A es subconjunto de B" 


“В incluye a A" 
"A no está incluido en W" 
"A no es subconjunto de W" 
"W no incluye a A” 


Representación Gráfica de un conjunto (Diagrama de Venn-Euler)'?.- 


Para representar graficamente los conjuntos se utilizan diversas figuras geométricas, 
pudiendo ser estas, óvalos, circunferencias, rectángulos, rectas, segmentos, etc. 


Los símbolos que representan los conjuntos pueden colocarse dentro o fuera del gráfico. 


Dentro de la representación gráfica pueden colocarse pequeñas marcas y las notaciones 
que representan a los elementos siempre que sea necesario. 


Los gráficos permiten expresartambién relaciones de inclusión entre conjuntos, ya sea pot 
Venn - Euler ó por los diagramas lineales. 


En los diagramas lineales o sagitales corno B — A significa que A incluye a B.o: 


Obsérvese los siguientes diagramas de Observemos los siguientes diagramas 
Venn - Euler: lineales que representan las mismas re- 
laciones dadas en los diagramas de Venn 
- Euler. 
Diagramas de Venn - Euler Diagramas Lineales o sagitales 
l. 
і. 
В 
В 
^ 
A 
AcB 
AcB 


Le 


~e 


(Diagramas de Venn - Euler) (Diagramas Lineales o sagitales) 


> —m-—(0 


MERO AcB yBcC 
iii. iii. 
C 
3 A B 
AcC yBcC AcCyBcC 
iv iv 
A B 


(9 


DEC y -CECA 
C c B. 


(1) Nota: Los diagramas fueron usados sistemáticamente por el lógico inglés John Venn (1834 
- 1923) en la teoría del silogismo, pero ya L. Euler (1707 - 1783) los usaba en 1770 “para que todo 
salte ala vista", también los emplea el francés J. Díaz Gergonne (1771 - 1859), precursor del principio 
de dualidad y la geometría proyectiva. 


DETERMINACION DE CONJUNTOS 


Existen dos formas de determinar un conjunto (algunos autores utilizan "definir un conjunto" 
como sinónimo de "determinar un conjunto"). 


a) Por Extensión o Forma Tabular (lista) 
b) Por Comprensión o Forma Constructiva (propiedad). 
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2.1 Forma tabular o por Extensión.- 


Un conjunto queda determinado por extensión cuando se presenta una lista completa de 
todos y cada uno de sus elementos. 


Ejemplos 

A = (lunes, martes, jueves, viernes, sábado) 
B = Mae u) 

C = (Venus, Tierra, Marte, Júpiter, Saturno) 
DL = {1-2,8 445; 6, 7, 8, 9, 10) 


Nota: Es evidente que el orden en el cual son listados los elementos o miembros de un 
conjunto, no afecta el hecho de que pertenezcan a él. De este modo, el conjunto de dígitos 
que hay en el año 1896 lo escribimos así (1, 8, 9, 6) o bien (1, 9, 8, 6). 

¡Ambas formas son correctas! De ahí que (1, 8, 9, 6} = (1, 9, 8, 6). 


No todos los conjuntos pueden ser determinados por extensión, entonces se recurre a otra 
forma de determinación: la determinación por comprensión. 


2.2 Forma construtiva o por comprensión.- 


Un conjunto queda determinado por comprensión cuando se enuncia una propiedad que 
caracteriza a todos los elementos del conjunto, de tal manera que cada objeto que goza de 
la propiedad pertenece al conjunto y todo elemento del conjunto goza de la propiedad 
mencionada. 


Ejemplos 


A = {xxes un mes del año). 
Se lee “El conjunto A está formado por todas las x, tal que x es un mes del año”. 
В = {xxes un número primo). 
C = {xxes un alumno de la Universidad de Lima}. 
D = (xxesun miembro del Cuerpo de Bomberos). 
(х/х se lee “todas las x tal que x"). 
3. CONJUNTOSESPECIALES 


3.4 Conjunto nulo o vacío.- 
Es el conjunto que carece de elementos. Se representa © б { }. 
Ejemplo 
А = (x eN/ x <0} Bz(xeZ /2«x«3) es A = B = Ø? 
Para decir si se cumple A = B = Ø, empezaremos: 
Suponiendo: A + B 


Entonces un х, talque xe A л Xe B, pero esto es falso. 


E 5 


Luego: A = B = Ø 
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* El conjunto nulo o vacío es único ( Ø ). 


* El conjunto nulo o vacío es considerado subconjunto de todos los conjuntos, es decir: 
О cA, V conjunto A. 


Conjunto Universal.- 


En nuestras conversaciones diarias por lo general tomamos en cuenta un universo de la 
discusión; es decir el conjunto de cosas acerca de las que hablamos. En lo referente a 
conjuntos, dicho universo recibe el nombre de Conjunto Universal. Así el conjunto 
universal se define como: 


"El conjunto de todos los elementos que habrá de analizarse en la discusión". 


Es muy útil, cuando se piensa y se habla acerca de conjuntos, saber que los miembros de 
un conjunto dado pertenecen a alguna población determinada. Por ejemplo, si deseamos 
hablar de conjuntos de alumnos es útil tener como referencia una población general de 
alumnos; los miembros de esta población son elegidos como miembros de nuestro conjunto. 
Quizá hayamos fijado nuestra atención en los alumnos de una escuela particular determi- 
nada o en todos los alumnos del tercer grado de esa escuela, o en todos los alumnos de las 
escuelas del Perú. 


Si especificamos un conjunto particular de alumnos al que nos limitamos para encontrar 
miembros para otros conjuntos que intervengan en la discusión o en el problema que se esté 
tratando, entonces este conjunto específico se llama conjunto universal, o simplemente el 
universo de nuestra discusión o problema; entonces en una discusión particular cualquiera 
que implique conjuntos, todo conjunto de esta discusión es un subconjunto del conjunto 
universal. 


Designamos el conjunto universal por el símbolo U. 


TIPOS DE CONJUNTOS 


Conjuntos iguales, disjuntos, comparables, finitos e infinitos 


Conjuntos iguales.- 


Dos conjuntos son iguales, cuando tienen los mismos elementos es decir: 
AzBe[AcBABcA] 


Ejemplo 1 
A-(a) Bela e A=B 
Ejemplo 2 
Si: A-(3n42/ne Z} у B=(3k-1/ke Z} 


entonces: A y B son iguales? 
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Para decir si se cumple: A = B debemos demostrar que: 


А cB ^ BcA 
хєА =x=3n+2 xe ВЕ Е31К 1 
ә х= Зп + 2+1 -1 > x=3k-14+2-2 
= х= 3(п+1)- 1 =» x =3(k-1)+2 
P» ри 
Luego: Ac B Luego: В c A 


entonces: A = B. 


Conjuntos disjuntos o ajenos *".- 
Dos conjuntos C y D, que no tengan elementos en comün son disjuntos o ajenos. 


Ejemplo 


A=(1,3,5) B=(2,4,6) 


disjunto 


Lo contrario a conjuntos ajenos o disjuntos, son los conjuntos que se “traslapan” es 
decir que tienen algún o algunos elementos comunes. 


(1) Nota: También se dice que dos conjuntos son disjuntos cuando su intersección es nula 
O vacía. 


Conjunto comparables.- 


Dados los conjuntos A y B diremos que estos conjuntos son comparables si uno de ellos 
es subconjunto del otro. 


Ejemplo 

БОЕ = КО: 1,2, 3.4/5) 
А = ONZAS } 
В = Co 1 2 3,4) 


> A y B son comparables ya que A c B. 


Gráficamente: 


4.4 Conjuntos finitos y conjuntos infinitos.- 


Si al contar el número de elementos que tiene el conjunto el conteo termina, se dice que el 
conjunto es finito; si el conteo no termina se dice que el conjunto es infinito. 


Ejemplos 

A = (X/xeN) conjunto infinito 
B = (x/xez) conjunto infinito 
@ = (017218149 conjunto finito 
D = (XeN/O0«x«1]) conjunto finito 

E = (XeN/0«x«5) conjunto finito 

F = (xeR/0<x<5)] conjunto infinito. 


5. CONJUNTO NUMERICOS 
Los conjuntos numéricos más importantes son: 


El conjunto de los números naturales (м) 

El conjunto de los números enteros (Z) 

El conjunto de los números racionales (Q) 

El conjunto de los números irracionales (1) 

El conjunto de los números reales (12) 

El conjunto de los números imaginarios puros (E) 
El conjunto de los números complejos (€) 


5.1 El conjunto de los números naturales (N).- 


Está formado por todos aquellos números que utilizamos en el proceso de contar, es decir 
por los números enteros positivos (incluyendo el cero). Este conjunto es infinito. 
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МЕ (0:15 2; 374; 5. — } 
El conjunto de los números enteros (7): 


Está formado por el conjunto de los enteros positivos ( Z* ), el cero y los enteros 
negativos (2°) 


# 21:3:22:-1;705 1:279: 7 } 
A 


z U(0]U zr 
E 


N (El conjunto de los números naturales es 
subconjunto del conjunto de los números ente- 
ros). 


El conjunto de los números racionales (().- 

Esta formado por todos aquellos números que pueden expresarse como una fracción, tal 
que el numerador y el denominador de la fracción sean números enteros, siendo el 
denominador diferente de cero. 


El conjunto de los números racionales se denota por Q 


Q= (S/me Z^neZ,nes0) 


Ejemplos 

2 ya que puede expresarse como 2/1 
-5 ya que puede expresarse como -5/1 
0.5 ya que puede expresarse como 1/2 
0.3 ya que puede expresarse como 3/10 
0.333... ya que puede expresarse como 1/3 
0.21 ya que puede expresarse como 7/33 
0 уа que puede expresarse como Оһ. 


ЕІ conjunto de los nümeros enteros es ип subconjunto del conjunto de los nümeros 
racionales. 


Entonces: TO 


El siguiente esquema te permitirá visualizar la ubicación de cada cor.junto numérico y la 
relación entre ellos. 


Nümeros c omplejos 
Números reales 
Números racionales Q 
Números enteros Z 


Números enteros 
no negativos 


м 


Nümeros de la forma a/b donde a y b 
son enteros y b +0 


Todos los nümeros racionales y todos 
los nümeros irracionales. 


A continuación se presenta el diagrama lineal que es otra forma de visualizar los 
conjuntos numéricos y sus relaciones. 


€ 
| 
| 
y [| 
v. 
T N 
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El conjunto de los Números irracionales.- 


Está formado por todos aquellos nümeros que tienen representación decimal infinita no 
periódica y, por otra parte, no pueden ser expresados como el cociente de dos nümeros 
enteros. 


El conjunto de los números irracionales se denota por 1 


[= { x/x no se puede obtener dividiendo dos enteros] 
Lala TT не | 


Nota: Es obvio que Je no es un número entero porque es imposible elevar al cuadrado 
cualquier número entero y obtener 2 como resultado. Sin embargo los pitagóricos creían que 
Ja debería ser un nümero racional, pero luego de un razonamiento sistemático llegaron 
a la conclusión que 45 no es un nümero racional. En otras palabras, 42 es un nümero 
irracional. El número EA puede representarse sobre la recta numérica colocando encima 
de ella un triángulo con lados de longitud І. 


[o 


El conjunto de los Nümeros Reales.- 
Está formado por la unión del conjunto de los nümeros racionales con el conjunto de los 
nümeros irracionales. 


El conjunto de los números reales se denota por R y se representa gráficamente por una 
recta llamada recta numérica real, o simplemente recta numérica. 


— ee e 4- oo 
R 


Sobre ella se puede representar los números reales, sean estos naturales, enteros, 
racionales e irracionales. 


R=QuI 


5.6 El conjunto de los Nümeros Complejos.- 


Está formado por todos aquellos nümeros de la forma a « bi, en la que a y b son nümeros 
reales e "i" representa a la raíz cuadrada de -1. 


El conjunto de los números complejos se denota por €. 


Entonces: C=(a+bi/aeRabeR, i-4-1] 
Ejemplos 

0 es un nümero complejo ya que es 0+0ї 

2 es un nümero complejo ya que es 240i 
-3 es un nümero complejo ya que es -3+0i 
1+/=1 es un número complejo ya que es 1+ 
п+у4 es un nümero complejo ya que es n42i 
1/2+ 4-9 es un nümero complejo ya que es 1/243i 
314 - J-16 es un nümero complejo ya que es 3/4-4i 
2 «3i es un nümero complejo ya que es 14 E 
sri es un número complejo ya que es - E 


Conju ntos Numéricos 
(Diagrama Sagital) 


Conjunto de los números complejos 
Conjunto de los números reales 
Conjunto de los núneros no reales ES 
Conjunto de los números racionales Imaginarios 
Conjunto de los números irracionales ja ШЕ nz " с, 
Ч і; 8; - Jai; 344-421; 8-1 


Fracciones 
Ordinarias 


9/4; 11/8; 6/7 3 - 
P «c. números primos 


Conjunto de los números racionales no enteros 

Conjunto de los números racionales enteros 

Conjunto de los números enteros negativos 

Conjunto de los números enteros positivos d А 

Conjunto de los námeros naturales K= c rines compuesta 
Conjunto de los números naturales-primos 

Conjunto de los números naturales-compuestos 
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OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS 


Las principales operaciones entre conjuntos son: unión o reunión; intersección, diferencia; 
diferencia simétrica; complementación; potencia de un conjunto y producto (cartesiano). 


Unión o Reunión ( suma conjuntista: U ).- 


Se llama unión de dos conjuntos A y B al conjunto formado por todos los elementos que están 
en A o en B o en ambos: 


Definición 

AUB-([xxeA vxe B] 
"Se lee: A unión B está formado por todos los elementos x, tal que, x pertenece a A o x 
pertenece a В o bien x pertenece a los dos conjuntos." (observar que v es el uso inclusivo 
de “o”). 
Ejemplo 


Consideremos -los siguientes conjuntos que se traslapan 


A=[a;t; г; =; A;O; 4) В={ D, 640, 4,6) ШАО B = fa; t; r; s; A; # O, 9,0, él 


Graficando: 


B)- І (А)+г (B)-n(AU U 8) (si los conjuntos se traslapan) 


Ejemplo: Consideremos los siguientes conjuntos disjuntos o ajenos: 


A- [8 &, i o И) 180 О) 


8.2. 


АОВ = СИ ТӨХ - Ис eb dO ] 


(si los conjuntos son disjuntos o ajenos) 


Consideremos los siguientes conjuntos disjuntos o ajenos: 
En generat: 


i. xe(AUB)exeAvxe B. 


ii Para 3 conjuntos: 


Propiedades de la unión: 


i.  Idempotencia ..... AUA=A 

ii Conmutatividad...AUB=BUA 

їй. Asociatividad ...... AU(BUC)-(AUB)UC $ 

iv. Distributividad......AU(B ПС) = (АОВ) N (AUC) 

v. Absorción ........... AU(ANB)=A ! 


Intersección.- 


Se lee: " R intersección con S es el conjunto formado por todos los elementos x tal que x 
pertenece a R y x pertenece a S". 


Definición 


RNsSs=[x/xeRnxes) 


‚ Ѕе lee: R intersección con S es el conjunto formado por todos los elementos x tal que x 


pertenece a H y x pertenece a S. 
Ejemplo 


Consideremos los conjuntos que se traslapan: 


R=(*; 6:0; <;v;3) Side m @ 
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6.3. 
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Graficando: 


En general: 


nns-[o x4] 
Ejemplo 


Consideremos los siguientes conjuntos disjuntos o ajenos 
E 0 
я П $=ф 

En genera: хє (А П 5) = х є Raxe 5 


Propiedades de la intersección: 


i. ldempotencia ............... ADNA=A 

ii. Conmutatividad ............ ANB=BNA 

iii. Asociatividad ................ Ал (Ве С) = (А ~ В) гс С 

iv. Distributividad .............. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 
М. AbscEGiÓ is AN(AUB)=A 


vi. Leyes de Morgan 


(ANB)=A'UB' 
(AUB)=A'NB' 


Diferencia.- 


Se llama diferencia entre un conjunto A y otro conjunto B, al conjunto formado por todos los 
elementos de А que no pertenecen a B. 


Definición 
A-B=(xxeA ^x € B) 


Se lee: “A diferencia con B es el conjunto de las x, tal que x pertenece al conjunto А y x no 
pertenece al conjunto B." 


Ejemplo 


Consideremos los conjuntos que se traslapan: 
Tec T s-L OI 
¡e | 


A-B«[ @® 


Graficamente: 


Ejemplo 
Consideremos los conjuntos disjuntos o ajenos: 


R=(0a;P;5;0) S = (6; 16; 26; 36 } 


R-S=R 
хє (А-В) a xeAnxeB 
хєА л хє В 
xe(ANB') 
~ X€(A-B) e xe(ANMB') 


Propiedades de la diferencia: 


i (A-B) 3yes única. 

ü. (A-Q)=A 

il. Фф -A=0 

iv. А-А=ф 

v. La diferencia de conjuntos no es asociativa: (А-В) - C x*A-(B-C) 
vi. La diferencia de conjuntos no es conmutativa: А - B = В - A. 
мі. (A-B)c A 

viii. (Ac B) = A-B=0 

іх. A-(A-B)=A ПВ 

х. Ley de paso al complementario: A - B = A N B’ 

хі. (AUB)-Cz(A-C)U(B-C) 

xi. (ANB)-C=(A-C)N(B-C). 
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6.4. Diferencias Simétricas: A 


Se llama diferencia simétrica de dos conjuntos A y B, al conjunto formado por todos los 
elementos de A y todos los de B, excepto los que están en la intersección de ambos 
conjuntos, es decir: 

Definición: 

AAB=(x/x e Av х є В л х є (A П B)) que es equivalente a: 
ААВ = {х/х e(AUB) axe (AN B )) es decir 
AAB=(AUB)- (AN B) 

También: 

AAB=(AN By 

Ejemplo: 


Sean los conjuntos que se traslapan: 


ASÍ v3 > YA Ду > ) 
e yw: 
^ ABI S a o iy ә. Му 8 | 


Gráficamente 


Nota: 
Si los conjuntos son disjuntos o ajenos, se cumple: 


A AB s АОВ 
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Propiedades de la diferencia simétrica ^ (дей): 


i, Conmutativa ....... AAB-BAA "'' 

ii Asociativa ..... (AA B) C SA A(BAC) 

iii. No cumple idempotencia ...... AAA=0 

iv. AAB=(ANB')U(A'MB) 

V. ААф=А 

М. (AAB)NC=(ANC)A(BNC) 

vi. AAB=0 e» A=B 

vii. (AAB)U(BAC)=(AUBUC)-(ANBNC) 


6.5. Complementación.- 


Sea A cU, donde U es el conjunto universal. Se llama complemento de A al conjunto 
formado por todos los elementos de U que no pertenecen a A. El complemento de A, se 


denota: 
СА, A^, A, A^ 
Definición 
A'- U-A=[x/xeUn x e A] luego 
XeA'e»xeUn^xe A. 
Gráficamente: 


Clases de Complemento: 


i. Complemento relativo: 


Si: AcB=>C¿=B-A 


ii. Complemento absoluto: (con respecto al universo) 


C =U-A=A" 
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Propiedades de la complementación: 


i. Relación con la lógica: 


En lógica: En conjuntos: 


Proposición verdadera: V =U (Universo) 
Proporción falsa: F =ф 
^ = N (intersección) 
. v &U (unión o reunión) 
Negación: f X on! (complemento) 
Implicación: Y .= АОВ Ҹ 
De la Tautología: = U >(p лу= р) = (Ал 0 = А) 


ii. A, Jy es única у. AUA = 0 Leyes de Morgan 
iii. U' 24 vi. АЙА!=ф viii.( AU B) =А'Г B' 
iv. Q'zU vii. ( A! ) A ix. (A ПВ) = АОВ! 


6.6. Potencia de un conjunto.- 


Dado un conjunto A, llamaremos potencia del conjunto A, al conjunto formado por todos los 
subconjuntos del conjunto A. Se representa P(A). 


Definición 
Р(А ) = {х/хсА }еѕ йесігхє P(A) Sx CA. 


Si el nümero de elementos de A es m, entonces el nümero de elementos de P ( A) está dado 
por 2" , ésto es: 


St: n( A) zm = п[Р(А)]=2" 
Ejemplo 
Sea el conjunto A = ( 1; 2; 3) los subconjuntos de A: 


(1E (25 (3), (1,2), (1,3; {2.3} (1,2,3); ф (ocho subconjuntos) si estos subconjuntoslos 
encerramos entre dos llaves, se habrá formado un nuevo conjunto potencia de A: 


P(A)={{1} {2} {3} 0,2 (35 {2,3 }; (023) 10 ) 
n[P(A)]=2%=8 


Nota: De los expuesto se deduce que el número de subconjuntos de un conjunto А es igual 
al número de elementos del conjunto potencia de A. 


Propiedades: 


i. V conjunto A, P (A) Зу es única. 


AI ч — GD p рч A p - ЈУ Р — 


6.7 


X e P(A) xcA 


феР(А); Ae P(A) 
iv. X eA е (x)e P(A) 
у. Ac B = Р(А)с P(B) 
v. P(A) U P(B)=P (AUB) 
Мі. Р(А)ПР(В)=Р(АПВ) 


Producto Cartesiano.- 


Conjuntos ordenados: 


Al dar un conjunto por extensión se señala cada uno de sus elementos. Esto debe hacerse 
por fuerza en orden, pero cualquiera sea el orden elegido para señalar los elementos, el 
conjunto es el mismo. Asi: 


{1,0} = (0, 1) 


Es decir los símbolos { 1, a.) y (a, 1) representan el mismo conjunto. Pero a veces interesa 
el orden en que se consideran los elementos de un conjunto. En tal caso, decimos que se 
tiene un conjunto ordenado. Un tal conjunto se indica encerrando sus elementos entre 
paréntesis y anotándolos en su orden. Así (1, с, B) es un conjunto ordenado de primer 
elemento 1, segundo elemento c , y tercer elemento В. 


Un conjunto ordenado de dos elementos se llama par ordenado. Con mayor precisión: 


"Se llama par ordenado a un conjunto formado por dos elementos (que pueden ser iguales) 
y un criterio de ordenación que establece cuál es el primer elemento y cuál el segundo". 


Consideremos los pares ordenados: 


(1.2) de primer elemento 1 y segundo elemento 2. 
(2,1) de primer elemento 2 y segundo elemento 1. 


Estos pares ordenados no son, pues, el mismo, esto es, son diferentes o no iguales, lo que 
se indica: 
(1.2) (2.1) 


El par ordenado ( a,b ), es igual al par ordenado ( с,а ), si los primeros elementos (аус) 
son iguales entre sí, y los segundos elementos ( b y d ) son iguales entre sí: 


(аюу (сау асс’ y b =d 
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Ejemplo 
(ab) (57) e a= Syb й 


Producto Cartesiano: 


Si “A” y “B” son dos conjuntos, entonces el producto cartesiano de A x B es el conjunto de 
todos los pares ordenados, con el primer componente perteneciente a A y el segundo 
componente perteneciente a B. 


Como todo conjunto, el producto cartesiano A x B , se puede representar por extensión y 
por comprensión. Así: 
AxB-í((ab)/aeAy be В} 

Consideremos los conjuntos: A = { a,b,c ) y B = { 1,2 }, entonces: 


AxBz((ai1)(a2)(b1)(b2),.(61)(c2)) 
BxAz((1,.),(1.b),(2a),(2b), (2,с), (1,c )) 


Se deduce: 

i. AxBxBxA 
i; n(A)=3 
ii. n(B)=2 


iv. n(AxB)yn(BxA)-6 


Representación gráfica del producto cartesiano: 


AxB=((a,1), (2,2), (61), (b,2), (c,1 ), (c,2)) 
B 


6.8 Propiedades del Producto Cartesiano.- 


i) Recordemos que el producto de dos números es cero sí y solo si por lo menos uno 
de estos números es cero: 
IDO SAO 010 DO 
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Para el producto cartesiano vale una propiedad análoga con referencia al conjunto i 
vacio: 


"El producto cartesiano A x B es vacío si y solo si, uno al menos de sus factores es vacio: 
AxB= $ € А=ф óB-6 


El producto A x A se indica también A? y se lee “A al cuadrado" o " cuadrado 
cartesiano de A”. 

Se llama producto cartesiano A, x A, x A, x ..... x А; de todos los conjuntos A, А,, 
A,......, A tomados en ese orden, al conjunto de todas las n uplas ordenadas 

(a, a, , &, .....a, ) tales que: a, e A, a, e A, a, € A,....,a, є A, esto es: 


B, xA, Xil Monos XA, ={(а„ а„а„....‚ а )/а є А para1<i<n) 


Este producto se indica también: 
n 

ПА 

[= 1 


i, que se lee "producto desde i = 1 hasta п de los conjuntos A. 


El concepto producto cartesiano se puede extender a 3 o más conjuntos: 


AxBxCz((xyz)/x eA^ yeB^zeC) 


Ejemplo 


SL AS (OB Y; "Heap" cr d 


Los elementos de A x B x C se obtienen mediante el diagrama del árbol siguiente: 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE TEORIA DE CONJUNTOS 


Observaciones IPrevias | 


La relación de pertenencia y la relación de inclusión, son conceptos básicos para poder resolver los problemas relativos 
a este capítulo. 

El manejo de los diagramas de Venn y los diagramas sagiiales nos permitirán un mejor panorama al plantear los 
problemas. 

Antes de resolverlos problemas sobre conjuntos numéricos, debemos conocer todos estos conjuntos, y dado un número 
cualquiera, poder indicar a quéconjunto corresponde. 


Enlos problemas sobre operaciones con conjuntos, al graficar es aconsejable colocar los datos en el gráfico, empezando 
por el último dato e ir retrocediendo, hasta el primero. 
También es muy útil la fórmula (para tres conjuntos A, B y C ): 


n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)n(ANB)-n(ANC)I-NBNC)+n(ANBNC) 


1. Si:A=(0,0, (5))y P(A) es el conjunto potencia de A. 
Decir si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas: 
і {Ф} є P(A) ійі. $cP(A) 
ii ((99)eP(A) iv. ġe P(A) 
v. "фе Р (А 


Solución 


i. {ọ}e P(A) Verdadero, porque { $) es subconjunto de A. 

i. Ф} e P(A) Falso, porque {{ф )) no es subconjunto de A. 

й. 6cP(A) Verdadero, porque $ es subconjunto de todo conjunto. 
iv. 6 є P(A) Verdadero, porque 6 es subconjunto de А. 

у. ([0)cP(A) Verdadero, porque ф es elemento de P (A). 

Rpta. VFVVV 


2. Demostrar que la proporción A с B es equivalente a decir que “existe un elemento a є A 
talquea e B. 
A B 
AB 
-(AcB) 


= (Valde A. — ac B) , 
За e А/- (ає A = ae B) 
За є AlaeA ^ ає В. 


Demostración: 


A cB 


M 


LQQD. 


Ы чеччи o — —H— | з= ча 


Demostrar la propiedad transitiva de la inclusión de conjuntos: 
AGB" у ВЕСА ЕС 


Demostración: 


Demostraremos que V x є А, хє А > xe C 
VxeA x eA-x e B(porqueAc B)y x e Bx e C (porque B c C) 
entonces, хє А =x є C por la ley transitiva de las proposiciones lógicas: (p — q) 


маэ r)2(po г) 
аар. 


¿Si se tiene: 


) © (xo MUNNP 


Ш) (X,Z) c M N PUN 


¿Cuántas son falsas?: 
Solución " 


x e PO (x3 2 MUNN P > (1) es falsa. 
ye POy eM(IPUN- (II) nose puede precisar. 
x €P yzeNo (x, zI)IzM(1PUN > (Ш) sí. 


Rpta. Es falsa al menos una. 
Sea el conjunto unitario: 


A = {т+п, 8, 2п - 2т + 4 } y los conjuntos: 
B (x/xsnk ke 2+ } 
С =, {х/х= пк, ke 2+ }. Hallar BN C. 


Solución 


Podemos establecer: ] 


Ое (2): DESEAN Ec A (3) A 
De(1)y(3): N=5AmMS3 


-.B=(x/x=5k, ke Z*)=(5,10,[15], 20, 25, [80]. E: ) 


C-(Xk-93k ke Z')=(3.6,9. 12, [15]. ....[30]N ..) 


Rpta. BNC=([x/x=15k, К eZ*) 
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Sean los subconjuntos de los enteros: 


A = (x/x(11-x)230] 

В = ([(x/5(X+4)=29x) 

C = (x/3x-22x+24=0) y las alternativas: 

) А= ВОС п В= АЧС Ш) C ZAUB IV) BzA-C У) С=АПВ 


¿Cuántas alternativas son verdaderas? 


Solución 

A : ж-11х+30=(х-5)(х-6) ex (0) > А= {5,6} 
В : 5х -29х +20 = (5x-4)(x-5) =0 E В= 05) 

C : Зх -22x + 24 = ( Зх- 4) (х-6) = 0 — C6} 


Rpta. ..Son verdaderas dos: (1) y (IV) 


P( A) es el conjunto potencia de conjunto A, si A + ф. Decir si las siguientes afirmaciones 
son verdaderas o falsas: 
(A)e P(A) € 
(AJ c P(A) to 
9 c P(A) 
ф e P(A) 2-27 yv 
{ф}є P(A) 1 
(O6) c P(A) 
Solución 
Si: 
[ A) e P(A) = falso ф e P(A) = verdadero 
(A) cP(A) = verdadero {ф} e P(A) = falso 
фсР(А) = falso . (O6) c (A)= verdadero 


Se define la operación: "Diferencia simétrica" de dos conjuntos A y B asi: 


А AB-(x/xe(A-B) v xe(B-A)] 
Si Uz(x/xeN^A x«10) (Recuerde que le cero es natural) 

A-(x/x =2n+1A neU} 

B = { х/ x es número primo } (Recuérdese que 1 no es prirno). 
Determinar el nürnero cardinal del cornplernento de: A AB 
Solución э 
u= f0 PASO б, 799591; 


A -(6.7,89 } ^ 


n 


= e TS fy ^ 


10. 


B-[1-9,5,7,9) | , 

A N B2(7,9) (A ПВ) (0, 1,2,3, 4,5, 6,8} 
АОВ = {1,3,5, 6,7, 8,9} > (АОВ) = {0,2,4} 
(ANB)-(AUB)=(1,3,5,6,8) 
n[(ANBY-(AUB)]=5 


El club "Dannon" consta de 80 rniernbros. De ellos 50 juegan fútbol, 32 básquet y 23 vóley. 
Además 6 juegan en los tres deportes y 10 no practican ningún deporte. Si “z” es el total de 
personas que practican exactamente dos deportes y "x" un solo deporte. Hallar x — z. 

U = 80 


Solución 


Podemos establecer: 


a+b+c=x (1) 
т+п+р= 2 (2) 
х+2+6=70 = х+2 = 64 (3) 
ЧҮ. También: 

| а+т+п=44 

Q J \ b+n+p=26 
| c+m+p=17 


(a+b+c)+2(m+n+p)=87 > X+2z=87 
Хх+2+7=87 5 2=23 л x=41 
E" 

Врќа. :. х- 2 = 18 


Se conoce que un grupo de 60 señoritas tienen las siguientes caracteristicas: Flaquitas, 
ojiverdes, altas, con experiencia, simpáticas, pelirrojas y además se sabe que: 15 son 
ojiverdes simpáticas, solamente; 10 son pelirrojas altas solamente; 7 son pelirrojas, altas, 
ojiverdes simpáticas, pero no flaquitas con experiencia; 6 son ojiverdes simpáticas flaquitas 
con experiencia pero no pelirrojas altas; 5 son pelirrojas altas flaquitas con experiencia pero 
no ojiverdes simpáticas; 4 son flaquitas, ojiverdes altas, con experiencia, simpáticas, 
pelirrojas. 


¿Cuántas flaquitas con experiencia hay en el grupo? 


Solución 

Las siguientes características van emparejadas: 
-  Ojiverdes simpáticas 

-  Pelirrojas altas 

-  Flaquitas con experiencia. 


Aplicando diagramas de Venn y de acuerdo a datos: 
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11. 


12. 
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Ojiverdes simpáticas => «- Pelirrojas Altas 


А 
АВ 


Flaquitas con experiencia — 


Por diferencia, flaquitas con experiencia solamente: 60 - 47 = 13. El conjunto de flaquitas 


con experiencia tiene: 13 + 6 + 4 + 5 = 28 elementos. 


Rpta. 28. 


rnujeres están casadas; 25 personas casadas tienen hijos; hay 25 madres solteras. 
¿Cuántos hombres solteros tienen hijos? "м 


" І 
Yo maai uj 


Del gráfico: x =30 


„№ 69 - Moa 


De un grupo de 1800 estudiantes; el número de los que sólo rindieron el 2do. exámen, es 
la mitad de los que rindieron el 1ro.. El número de los que rindieron sólo el 1er. examen es 
el triple de los que rindieron ambos exámenes e igual al de los que no rindieron ningún 
exámen. ¿Cuántos rindieron al menos un exámen.? 


Solución 


х=2п 
3n+n+x+3n= 1 800 200.. examen 
9n= 1 800 

п = 200 

Al menos rindieron un examen: 
180) 3n= 1 200 


Rpta. 1200 


mo 
En una reunión donde hay 100 personas se sabe que 40'tienen hijos, 60 son hornbres, 10 


bv 


4 


Mj 


L— 6 — o а 


14. 


15. 
Y 


A una reunión donde asisten 50 personas: n (О) = 


- 5 mujeres tienen 17 años 

- 14 mujeres no tienen 18 años. 

- 16 mujeres no tienen 17 años. 

- 10 varones no tienen ni 17 ni 18 años. 


¿Cuántos varones 
do tienen 17 o 18 años? 


Rpta. 19 з 
З tienen 17 tienen 18 no tienen 


años años ni 17 ni 18 


Una sección de nuestra Universidad está formada por 35 alumnos entre hombres y mujeres, 
se sabe que: 

- 7 hombres aprobaron Matemáticas l. 

- 6 hombres aprobaron Lenguaje. 

- 5 hombres y 8 mujeres no aprobaron ninguno de los dos cursos. 
- 5 aprobaron los 2 cursos. 

- 11 aprobaron sólo Maternáticas !. 

- 16 hombres hay en la sección. 


¿Cuántas mujeres aprobaron sólo Lenguaje? 


Solución 


hombres 
a+b=7 
b+c=6 
a+b+c=11 mujeres 
Rpta. 2 


En una clase el 50% de los alumnos aprobaron aritmética, el 40% aprobó álgebra y el 30% 
aprobó geometría; el 20% de los que aprobaron aritmética también aprobaron geometría, 
el 20 % de los que aprobaron geometría también aprobaron álgebra, y el 40% de los 
queaprobaron aritmética y geometría también aprobaron álgebrasy el 20% de los que 
aprobaron aritmética también aprobaron algebra pero no geometría. ¿Qué % de la clase no 
aprobó ninguno de los tres cursos? 
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17. 
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Solución 
Considerando que en la clase hay 100 alumnos: 
n(A)=50, n(B)=40; n(C)=30 


1 
MANC) = =х50 =(19 N(BNC) = 2х 30 = 6 


$ 
n(AnBfc)- xt = 4, AH(ANB)4N(ANB)-(ANBNC)= = x80 = 10 
n(A ПВ) = 14 
Por fórmula: 


n(AUBUC)=50+40+30-14-10-6+4=94 
Luego: No aprobaron ninguno de los tres cursos: 
n[(AUBUC) | = 100 - 94 = 6% 


, 
Rpta. 6% -nanaj + Meno”, 


r ` f T 
» € )- "(ae men 


e E ә i 


Entre los varones que llegaron a un avión internacional: 40 eran peruanos y 60 eran 
comerciantes. De los peruanos el 75% tenían bigotes y la mitad de los peruanos eran 
comerciantes, 5 de cada 6 comerciantes tenían bigotes. De los peruanos con bigotes la mitad 
eran comerciantes. Determinar el nümero de peruanos o comerciantes con bigote. 


Solución 


De los datos: Si P es el conjunto de peruanos, C el conjunto de comerciantes y B elconjunto 
de personas con bigote: 


n(P)=40; n(C)=60 


п (Р NB = 75% de 40 = 30; n(P N C) =5 de 40 =20 


n(CN B ) = Ž de 60 = 50; n(P NB N C) = * - 15 


Luego: n[(PUC) NB] =30 + 50 - 15 = 65 


Rpta.' 65 


Ciertos datos obtenidos del estudio de un grupo de 1057 empleados en una fábrica textil, 
atendiendo a su raza, sexo, estado civil son como sigue: 


525 individuos de color; 312 hombres; 470 casados; 42 hombres de color; 147 individuos 
casados de color; 86 hombres casados; 25 hombres de color casados. ;,Cuántos son sólo 
hombres casados y cuántas son mujeres de color solteras? 


nd 


Blancos 


18. 


Solución 


U=1 057 


Blancos 
Hornbres, 
209 


De color 
Hombres, 
17 


Rpta. Sólo hombres casados: 86 
mujeres de color solteras: 361. 


Si: A2 (xe Z/-12<x+6 <20) y: 
B=(x€ Z/10«»? < 400 }. ¿Cuántos elernentos tiene A x B ? 
Solución 
А: -12<x+6<20 25-18 <x<14 “TU > x--17, -16, -15, -..0, 1; 2, ...... ‚ 18 
кенеен еее nl 
31 valores. 
- п(А ) =31 
B: 10 «x? <400 +3a/be<x<+20 TES MA. 2м ,19 
l Ы 16 valores. 
^ 0: ) 
[ -20«x«-3alb ^.» ==19. 518, -17;.........-- ШЫ ,4 
kon o 
16 valores. 
NENAS 


Rpta. Entoncesn(AxB)=n(A)x(B)=31 x 32 = 992, 


De color 


75 


76 


die] INS S PROPUESTOS 


SiA=(a,b,c), B=(a, b }; se afirma que: 


I) P(A-B) tienen un sólo elemento. + 


П) $e P(A NB) y 

Ш) PCA)NP(B)=P(B) 

Son falsas: 

a) 5601 b} Sólo Il y lll с) Todos son falsos 4) ninguna es falsa e) N.A. 


Dado el conjunto: 


A=((4,3) 5, 8, {8, (a, bg). 
Escribir sobre las líneas punteadas el símbolo correcto que corresponde en cada una de las 
siguientes proporciones para ser verdadera: 


1. Be Ar 2'6 € лг з. (ala) eM" 


4. 98, (ab) e A 5.'8 Є (8(ab)! 6. {43} c A 


Sea el conjunto: A = (a, 1, (2]] 
¿Cuáles de los siguientes enunciados son verdaderos? 


1) (a (1))e P(A) 
WM) — P(A)-A-((1,.(2)H 
РЕ) c PLA) E 


a) Sólo | b) Sólo II c) Sólo III d) Sólo 1 y Ili е) Sólo Шу Il. 

Dados los conjuntos: 

A={0,{¢}} B-(0.0(0) {0}} С=Р(АПВ). D=P(B-A) 
Entonces, el conjunto ( C N D ) es igual a: 

afe) 0) {00,09} Ф} с) (Фф), (Орр 9) (09, (C001) e) МА 


Dado el conjunto: = { 0, 1,2,$, (0), {1,2 }, 3 } 


Determine la verdad o falsedad de: 


1) 0 Е V) {фуєА ^ 
NM v c9» V) (123)cA" 
IM Q e A VI)  (1,3)cA 
№) (6) c A УШ) (0,2)cA 

^ 


-—  — oM cw — c ——— "груз ë a i — ——/Óe—Á —À чш чаа. 


11. 


El número de verdaderas es: 


a)7 b)4 c)5 9 6 e) 2. 


Si: A2 (0,5) y P(A) es el conjunto potencia de A. Decir cual de las siguientes afirmaciones 


son verdaderas y cuáles son falsas. 
ф є P(A)" A)  FFVFV 
(0) c Р(А) 2 B) VFVFV ё 
ф c P(A) С) VFFVF 


CK c PARO) 0) FFFW 
{ф} с Р(А) ё E  WVFF 


Indicar cuáles son las siguientes afirmaciones son verdaderas: 


) Si(A-B)U(B-A)-AUB entonces: АПВ=ф Y 
П) Si: A-B=0Q entonces A c B ў 


Ш) Si: A=(3,5jentonces3 c A ! 


a) Sólo | b) Sólo Il с) Sólo Ш  d)Sólolyll е) Todas 


Indicar cuál de las siguientes afirmaciones son verdaderas: 


l) Si A с Вепоюпсеѕ А c В" Y 
П) Si: F=(1,2)entonces2 c F F 
il) S: P=(4,7 } entonces [4) e P F 


а) Sólo! b) Sólo II c) Sólo l yl} d) Sólo Ill е) Todas. 


Si A, B y C son conjuntos tales que A c B c C, simplificar: 
[((ANC)U(B-C)]JU[(AUBUCIN(B-A)] 


a) A b) B 0) C 9 ф e) U 
Л Se tienen las siguientes afirmaciones: `У 
) AUB-AnB М N 


I) (ANB)UC=(AU C)U(BUC) 
Ш) ACB=BCA (Y 


№) (B-A)JUA=AUB Y » Vé 


Son falsas: 


a) l y I пуу о) d) il e) I, IIl y IV. 


¿Cuál de las siguientes afirmaciones es equivalente a ( AU B) - (АПВ )? 


а) (A ПВ) -(AUB) b)(AUBY U (А ПВ) 


C)(A- B)U(B-A) d)(BUA)-(A-B) 
e) (A 1B)U(B-A). 

12. En ia siguiente figura; que representa la parte sombreada? 
a)(AUB)-C 
b)(AUB)-(CUD) 
ALA ВЕКЕ Y m) 
d) (A f) B)-(CUD) 
е) ( AU B)-D. 


13. Que representa la figura sombreada: 


a (AUB)N C X 
b (AUC)N (BUC) 
c) (A-B)N C 
d) (A-B)UC 
e) (C-A)UB 


14. Dados: 


Y 1) (yz) c (MUNUQJ-(M^N) 
( M) xeMUNUQ 
V M) (Z)C N-MUQ 

Son falsas: 


a) I y II 

И) Por lo menos I 

C) I y III 

d) Por lo menos II 
e) III. 


pu 


7E 


fa é р" 


15. Sise аап: 
) xe А-В e 


Il) y e A-B-C © 
Ш) {x, y}c АОВ U C 


Se cumplen: 
a) Sólo IlI | b)! c) 56011 
q) ! y lll e) Пу III 


„ we 
л-б< ANA 


16. La región sombreada está representada 
por: 


A)(A-C)U(B-C) 
B)(C-B) 

С) (&UBj-€ 1 

D) (A-C)U(B-A) 
E) (АП B)UB]-C.* 


/17. Sean los conjuntos: U-(-1,0,1,2, 3, 4 } 


f A={-1,0,1} M=(xeU/xe Аэхє В} 
( B'zip2xamat) Nz(xe U/xeAox eB} 


entonces M N Nes: 
а) ф b)A с) B d)U 


18. Sea: О = (0,2, 2/3, 5) y 


А = { x e U/ x es par v x es primo) 
B=(xe Шх = ф a x no es entero] 
C=(xe U/xes un número v x= 4) 


Hallar por extensión: (AUB)-(BNC) 
a)(1) b)(9) с){2,5,ф} d) {2/5} 


19. Sean los conjuntos: U = {0, 1,2,3, 4] 


A=(fxeU/ хеѕрагл х є О } 
В = {хє О/х = 0 vxes primo] 


е) N.A. 


е) М.А. 
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Cz(xe A/x22 eo x<3) 
entonces: ( Af1B)U(B-C)es: 


a)(1,2,4) b)(0,1,2) с) (1,2,3,4) 
d) (0,1,2,3,4) e) N.A. 


20. Sea: U- TAI / , J2 1443 ENI 


A=(fxeU/xell v x eQ) à 
B-(xeU/xeZ Ax gN} 
C-(xeU/xe€5 хє © } 
О = {хє О/хє Ne xem) 


Hallar por extensión: 


i) M=(ANB)-(B-D) 
i) N(AUB)-(C-D) 


*k Nota: € -i 


a) {-2}; (1+ J3 , 3/5) b) (-20 c)ó; $ 


d) {-24};{-2} e) N.A. 


21. Enel diagrama de conjuntos numéricos, sombrear la región correspondiente al conjunto: 


A-(xeC€/xe(QoN) ox (Гл Z)) 3 


Entonces, se obtiene: 


e) Ninguna anterior 
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22. 


23. 


24. 


25. 


: 26. 


w 


— 


En la tabla de los números primos absolutos (criba de Erotóstenes), se tienen los conjuntos: 


А = [X x está contenido desde 11 hasta 58 ] 
В = { х/х tiene sus 2 cifras consecutivas } 
C = [X x tiene una sola cifra ) 


Hallar: n[(AAB)UC] 
a) 18 b) 17 c) 15 d) 14 e) 16 
Sean: 


A-(xeZ /-2«x <3} 2144 5^, 2^ 
B-(xeA/-1«x <1} - A 0,1 


С={хє А/-1< х < 1} = A Ф 1 
Hallar. P[(A-B)NC] ; 


gi b) 0 c){{0},ġ} d)NA. e){1} 


Dados los conjuntos: 


VETAS 9 
Az(xeU/x»27x-7) 
В = {хє Ш/х>1лх<3} 
Determinar: A-B 


а) {1,1} 6) {1,3,7} с){ -1,1,3} 
e)(-1,1, 3; 7) 


-8 
Dado el conjunto: U = { -5,0, 3, 1/5, 5 „л, X3 Lab) 


Hallar por extensión: 


А = {х є U/xeNUxeR) a 
B={xeUxezNxel} $ 
F=(x є Ш/х e QUx € N) y dar como respuestan[ ANE] 


a)1 b)3 c)5 d)7 


Dado el conjunto: U- (a 3.1416, 2i, 3p, 03) 


1 1 
жк! 3, rH 
2 45 
Determinar el diagrama de Venn de c/u de los conjuntos: 


А={хє хей U хє ©} 
B=(xeU/xeZ MN xe R). 


d)(-1,1,7] 


e) N.A. 
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27. 


29. 


30. 


31. 
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Hallar n(A-B) 


a) 3 b) 4 с) 7 d) 5 e) N.A. 


Dado el conjunto: y = (a > 3, "T 3.1416, 2i, Зя, 0 J 


45 
Halla la unión de los conjuntos A, B y C, sabiendo que: 


A-(xeUxeN) 
В={Хє Uxetct) 
С= {хє Шхє1} 


1 
aju bo c) (a, X эл} d) (-1 3, 3л} е) №А. 


^ En una reunión de 500 personas las 3/4 partes de las mujeres presentes usan sombrero y 


también lo hacen la mitad de los hombres presentes. Por otro lado la mitad de las mujeres 
ylatotalidad de los hombres usan pantalones. Si 260 personas usan sombrero y 20 mujeres 
usan pantalones y sombrero. ¿Cuántas mujeres no usan ni pantalón ni sombrero? 


a) 20 b) 40 c) 25 d) 10 e) 15 


, En un colegio 100 alumnos han rendido З exámenes: de ellos 30 aprobaron el primero, 39 


el segundo y 48 el tercero; 15 no aprobaron ninguno, 15 aprobaron los 2 primeros, 11 
aprobaron el segundo y el tercero y 12 aprobaron el primero y el tercero. 
¿Cuántos aprobaron los 3 cursos? 


a) 6 b) 7 c) 8 d) 9 e) 10 


Un grupo de 63 niños dieron 3 exámenes para ser admitidos en un colegio y se sabe que: 
25 aprobaron el primer exámen, 23 el segundo y 31 el tercero; 10 aprobaron el primero y 
el segundo; 5 el primero y el tercero; 8 el segundo y el tercero y 4 no aprobaron ningún 
exámen. Cuántos niños fueron admitidos al C.E. si sólo necesitan aprobar 2 exámenes. 


a)18 b ) 19 c) 16 d) 15 8) 17 


De ип salón de clases de la academia Kartess, se encontró que: 40 alumnos tenian un libro 
de aritmética, 30 tenían un libro de algebra y 30 tenían un libro de geometría. 

Ocho tenían un libro de aritmética y un libro de algebra pero no de geometría; seis tenían 
un libro de algebra y un libro de geometría pero no de aritmética; doce tenían un libro de 
aritmética y uno de geometría pero no de algebra. Si cinco tenían los tres libros y seis no 
tenían ningún libro. Averiguar cuántos alumnos tenía el salón? 


a) 70 b) 65 c) 82 d) 75 e) 60 3 


32. Еп una investigación efectuada а 370 personas, se determinó que: 


20 personas leen solamente la revista A 
10 personas leen solamente las revistas A y B 
40 personas leen solamente las revistas B y C 


El nümero de personas que leen las revistas A, B y C, es: el doble de los que leen solamente 
la revista B, el cuádruple de los que leen solamente la revista C y es 8 veces mayor de las 
que leen solamente las revistas A y C. El número de personas que solamente leen la revista 
C, es: 


a) 290 b) 60 c) 260 d) do e) N.A. 


33. Enuncolegio el 6096 aprobó aritmética, el 32% aprobó algebra y los que aprobaron aritmética 
y algebra representan el 60% de los que no aprobaron ninguno de los dos cursos. Si 42 
aprobaron aritmética y algebra. ¿Cuántos alumnos hay en el colegio? 


a) 380 b) 360 c) 350 d) 300 e) 280 


34. Enungrupode 44 secretarias se determinó que 7 eran peruanas, simpáticas, altas, flaquitas 
y morenas; 24 son peruanas simpáticas, 21 son morenas, 23 son altas flaquitas, 10 son 
peruanas morenas simpáticas, 15 son peruanas flaquitas altas y simpáticas y 11 son 
morenas altas y flaquitas. ¿Cuántas de las secretarias no tienen ninguna de las 5 
características mencionadas? 


a)4 b)5 c) 6 d) 7 e) 8 


v 
^ 85. De un total de 120 alumnos se observa lo siguiente: 45 aprobaron física, 46 química, 38 
aprobaron matemáticas, 7 aprobaron física y química, 8 aprobaron química y matemática, 
10 aprobaron matemática y física y 12 no aprobaron ningün curso. 
¿Cuántos aprueban al menos 2 cursos? 


a) 17 b) 22 c) 13 d) 24 e) 15. 


!| D 
36. / De un total de 99 personas, 5 hablan Inglés y Español , 7 español y alemán únicamente y 
8 Inglés y Alemán únicamente. Si el número de personas que hablan alemán, español e 
Inglés es 1, 2 y 3 veces mayor que el nümero de personas que hablan los tres idiomas, 
respectivamente. ¿Cuántas personas hablan español? 


a) 34 b) 51 с) 46 d) 63 e) 71 


37. En una encuesta a 1 260 personas, se determina que el número de ellas que leen “El 
Comercio", “La República” y “Expreso” es un octavo del que leen “El Comercio" y "Expreso"; 
un sétimo del que leen "La Repüblica" y "Expreso"; y un tercio del nümero de ellas que no 
leen ninguno de los 3 diarios. Si además 40, 50, 45 leen sólo "El Comercio", sólo "La 
Repüblica" y sólo "Expreso" respectivamente. 

¿Cuántos leen "La República” y "Expreso"? ó 


a) 360 b) 315 c) 405 d) 380 e) 325 
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38. 


39. 


40. 
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De entre 450 alumnos se sabe que el nümero de ellos que practica básquet, futbol y voley 
es la mitad del número de ellos que practican sólo básquet, o sólo básquet y futbol, o sólo 
futbol y voley; es la tercera parte de las que sólo practican básquet y voley, o los que no 
practican ninguno de los 3 deportes; es la cuarta parte de los que sólo practican futbol; y es 
igual al número de los que sólo practican voley. ¿Cuántos practican futbol? 


a) 200 b) 175 c) 225 d) 100 e) 150 

Á un grupo de 100 personas se les hicieron 3 preguntas. Si se sabe que: 8 personas 
contestaron bien las tres preguntas; 9 contestaron bien sólo la 1ra. y la 2da.; 11 personas 
contestaron bien sólo la 1ra. y la 3ra.; 14 personas contestaron bien la 2da. y la 3ra. 
Además se sabe que: 55 personas contestaron bien la 1ra. pregunta, 32 la 2da. y 49 la 3ra.. 
¿Cuántas personas no contestaron bien ninguna pregunta? 


a) 6 b) 14 c) 9 d) 10 e) 3 
En un avión Transcontinental viajan 9 muchachos, 5 niños latinoamericanos, 9 hombres, 7 


muchachos extranjeros, 14 latinoamericanos, 6 latinoamericanos hombres, 7 mujeres 
extranjeras. 


Determinar el número de personas que viajaban en el avión. 


a) 33 b) 30 c) 36 d) 27 e) 28 


Capitulo 3 


RELACIONES 
( y sus propiedades) 
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1.1 
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IDEA DE RELACION 


Raramente los objetos y las ideas son concebidas o expresadas en forma aislada. Aparecen 
en el pensamiento y la palabra conjuntamente con otros objetos y otras ideas. 
En nuestro lenguaje diario escuchamos proposiciones como: 


“Lucho es hermano de Mario”, “Ocho es menor que doce”, “Mi terno es del mismo color que 
el tuyo”, “La recta A es paralela a la recta B", etc. 


Cada una de estas afirmaciones establece una relación entre dos individuos, y las 
expresiones: 


“es hermano de”, “es menor que”; “es del mismo color que”, “es divisible 
por”, “es paralela a”, son predicados que actúan como conectivos entre dos 
individuos. La expresión relación implica una asociación o corresponden- 
cia entre dos objetos de acuerdo con alguna propiedad poseída por ellos. 


En Matemáticas el concepto de relación es sumamente poderoso y útil. Su poder radica en 
su sencillez y su utilidad se debe a su generalidad. El estudio formal de este concepto como 
objeto matemático es de origen reciente, a pesar de que las relaciones matemáticas han 
estado sometidas a una intensa investigación por largo tiempo. En particular el tratamiento 
de las relaciones como conjuntos de pares ordenados no han sido aún universal y ni siquiera 
ampliamente adoptado. No obstante, no se duda de que éste concepto sea básico y 
fundamental en la aritmética en particular y en la matemática en general. Si hay algo que 
se pueda llamar “Nueva Matemática” en un programa de estudios elementales, el concepto 
de relación ciertamente debe estar incluido. 


Definición.- 

Dada una propiedad ( Р,, ) se llama relación binaria de un conjunto A en un conjunto B, al 
conjunto de pares ordenados que satisfagan la propiedad ( P.) y tales que el primer 
elemento pertenece a A y el segundo elemento pertenece a B. 


Toda relación (R) de A en B es un subconjunto de A x B. Si S es el conjunto solución de la 
relación, se cumple: 


SC AX B 
Simbólicamente una relación se representa: 
R=[ (xy) eAxB/P,) cAxB 
Se lee: "relación R, conjunto formado por los pares ordenados ( x, y ) que pertenecen al 


producto cartesiano de A x B, segün la propiedad P. y: También se puede representar una 
relación Н como: 


RA=>BS>RcAxB 


(Relación de A en B, sí y sólo si la relación R es subconjunto de A x B). 


1.2 Recapitulando.- 


ж Toda relación, es un conjunto de pares ordenados 

ж Toda relación de A en B es un subconjunto de A x B. 

ж Entodarelación interviene un enunciado abierto o propiedad Es que es verdadero o falso 
para todo par ordenado de А x B. 


Ejemplo 


SiA=( 1,4) уВ={ 1,2}, AxB=((1,1),(1,2), (4,1), (4,2)) 
el enunciado abierto: Р = “х es el cuadrado de y”, sólo cumplen los pares( 1,1 ), (4,2) 
y la relación R=((1,1),(4,2)). 


ж Establecida la relación de A en B, el conjunto A, recibe el nombre de conjunto partida y 
el conjunto B es el conjunto de llegada. 


Consideremos los conjuntos: 

А = { 4; 9; 12 } В = {2; 3; 4} 

АхВ={ (4,2), (4,3), (4,4), (9,2), (9,3), (9,4), ( 12,2), ( 12,3), ( 12,4) } 
Consideremos Іа relación de А en В: R = "Es el cuadrado de" 


el conjunto partida es A = ( 4; 9; 12) 
el conjunto llegada es = (2; 3; 4 } 


Para indicar que un elemento 4 e A está relacionado con otro elemento 2 e B, se escribe: 


4R2yse lee 4 está relacionado con 2 
Asi en nuestro ejemplo: 

4R2 

9R3 


Para indicar que un elemento a no está relacionado con otro elemento b, se escribe: 
a fib, así: 12 А 4. 


Una relación R se puede representar gráficamente por diagramas sagitales (flechas) o por 
diagramas cantesianos. 


Así por ejemplo: 


Diagrama Sagital Diagrama Cartesiano 
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1.3 Dominio y rango ( imagen) de una relación.- 


Si Res una relación definida de un conjunto A en un conjunto B, puede ocurrir que no todos 
los elementos del conjunto A estén relacionados con los elementos de B e inversamente 
puede ocurrir que no todos los elementos de B hayan verificadola relación con los elementos 
de A 


Sean: Aen B = { 2, 3, 4}уВ = { 4, 5, 7 } y la relación ( R = "es divisor de") definida d e 
A en B, podemos establecer: 


Conjunto de partida es A = (2; 3; 4] 
Conjunto de llegada es В = { 4; 5; 7 ) 


Entonces: S -((2,4),(44)) 


1.4 Dominio.- 


Sellama dominio de unarelación R de A en B, al conjunto de todas las primeras componentes 
de los pares ordenados de la relación, se denota Dom ( R ) y se simboliza: 


R:A 2B, entonces Dom(R) = (xe A/ 3ye B, (Xy)e R} 
Es decir. x e Dom(R) = Зує B/(xy)e R. 


En el ejemplo anterior: 


Dom(R)=(2,4) 


1.5 Rango o Imagen o Codominio.- 


Se denomina rango de una relación R de A en B al conjunto de todas las segundas 
componentes de los pares ordenados de la relación. 


Se denota Ran(R)=([ye B/3x€ A,(x y)e Н} 


es decir: 
ye Ran(R)eix eA/(x у) є Н. 
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1.6 


1.7 


Enun diagrama de Venn Euler, el dominio y rango de la relación R del ejemplo se representa: 


Conjunto de partida Conjunto de llegada 


En general: 


Conjunto de partida Conjunto de llegada 


Propiedades del dominio y rango de una relación.- 


Sean R, y R, dos relaciones entre A y B, entonces se cumplen las siguientes propiedades: 


(D,) Dom(R,UR,)- Dom (В, ) U Оот (В, ) 
(D,) Dom(R, П А, ) cDom(R,)N Dom(R,) 
(D,) Dom(R,-R,) > Dom(R,)- Dom(R,) 
(R, ) Ran(R,UR,)« Вап (А, ) Ч Вап (А, ) 
(А, ) Вап (А, П R;,) c Вап(В,) П Ran(R,) 
(В, ) Вап (А, -В,) > Ran ( В, , - Ran (А, ) 


Relación interna.- 


Cuando una relación está definida entre los elementos de un mismo conjunto А z $ se llama 
relación interna. 
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Sea A={1;2;3}. Entonces: 
AxA=1f(1,1),(1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3) ) 


Si consideramos la relación R definida por el conjunto solución S c A x A constituida por: 
S={( 1,2), (1,3), (2,3) ) entonces Н es una relación en A. 


Gráficamente: 


i. Diagrama sagital ii. Diagrama cartesiano 
` 


Obsérvese que para el diagrama sagital, solamente utilizamos la representación del 
conjunto A, y la dirección de las flechas indican la pareja relacionada. 


Sea A = { 2; 4; 6) y la relación R definida por el conjunto solución: 
ScAxaA. 
АхА = { (2,2), (2,4), (2,6), (4,2), (4,4), (4,6), (6,2), (6.4), (6,6 ) ) 
Consideramos: 
S=((2,2), (2,4), (2,6), (4,4), (66)) 
Dom (R)-(2,4,6) Ran (R)=(2, 4, 6). 


Representación gráfica: 


Nota 
Para representar los pares componentes iguales en los diagramas sagitales, utilizamos un 
bucle, flecha cerrada o lazo <) 


Así: 


( 2,2 ) como 2) 
(4,4 ) como 4) 
( 6,6 ) como 6) 


Comentario 

En general el dominio y el rango de una relación son conjuntos diferentes. Si el dominio y 
el rango de una relación son el mismo conjunto, se dice que ia relación está definida en el 
conjunto por lo tanto esta relación será un subconjunto de A x A. 


Considérese el conjunto A = { 1; 2; 3; 4). Entonces el conjunto A x A está dado por la siguiente 
tabla: 


AxA 
4 (1,4) (24) (34) (44) 
3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) 
2 (12) (22) (32) (4,2) 
1 (151) (2,1) (3,1) (4,1) 


Del ejemplo A x A considérese el subconjunto formado por: 


{(1,1), (2,2), (3,3), (4,4) ) 


Suponga Ud. que le dicen que estos pares fueron seleccionados porque la primera 
componente tiene una relación especial con la segunda, y que solamente estos pares 
ordenados del conjunto tienen esta relación. Seguramente usted concluirá que la relación 
descrita es la relación de igualdad. 
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1.8 Relación inversa.- 


2.1 
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El inverso de una relación R es el conjunto de todos los pares ordenados ( y,x ) para el cual 
(Xy)eR. 
Usamos la notación R” para indicar la relación inversa: 
Ejemplo 
Si R es la relación: “menor” ( <), entonces В’ es la relación inversa: “mayor” ( > ). 

5« 18 18>5 

725218) є R г. (18,5) e R! 

Ejemplo 
Si R es la relación “es un factor de” en el conjunto de los números naturales, entonces 


R“ esla relación “es un múltiplo de": 
Ld 


16 es factor de 80, .. (16,80) € R 
80 es factor de 16, ~. (80, 16) є Н" 


PROPIEDADES DE LAS RELACIONES 


Estudiaremos ahora, algunas propiedades que pueden presentar las relaciones definidas 
en un conjunto A. Consideremos А = { а, Б, с } 


А с AxA 


Relación reflexiva.- 


Ha de comprobarse si todo elemento a e A está relacionado consigo mismo. ( Por ejempo 
la relación definida por" padre de “, no es, obviamente, reflexiva - nadie es padre de si mismo 
-; pero la definida por "es múltiplo de" si es porque todo número entero es multiplo de sí 
mismo. 


Definición 


Una relación R es un conjunto A tal que para cualquier elemento а є A se 
cumpla que está relacionado consigo mismo se llama relación reflexiva. 


Esto es: R es reflexiva si V a є AsecumpleaRao(a,a )є 5 


Consideremos el conjunto: 
A-(2;4; 6) y la relación R en A definida por el conjunto solución S c A x A 


S=((2,2), (4,2), (4,4), (6,4 ), (6,6) } 


A — ЫЫ... 


Como (22) є $; (44) eS; (66) eS - Res reflexiva. 4 
d 


2.2 Cómo reconocer una relación reflexiva.- 


Si de una relación R en A conocemos el diagrama sagital, el diagrama cartesiano o el 
conjunto solución S, podemos reconocer si R es reflexiva, de la siduiente manera: 


i. Si todos los elementos de A tienen bucle en el diagrama sagital. 


En el ejemplo: .2) 4) «6) 


ii. Si aparecen todos los elementos de la diagonal en el diagrama cartesiano. 
iii. Si aparecen todos los elementos de la forma ( a,a ) en el conjunto solución S. 


2.3 Relación simétrica.- 


Dada una relación R en un conjunto A, se dice que R es una relación simétrica en A si: 


(ab)e R=(b,a)e R,sillamamos S al conjunto solución de la relación R, entonces: 
(ab)e S—(ba)e S 


Definición 


Una relación R en un conjunto A, tal que si a R b entonces b R a, cualquiera que 
sea el par (a,b) є S, decimos que R es una relación simétrica, esto es: 


R es simétrica si(ab)e S > (ра) є S 


Ejemplo 


En el conjunto: A = ( 1, 2, 3, 4) y las relaciones en A: 
А, ={(1,2), (2,3), (4,2), (3,2), (2,1), (2,4) } 
А, ={(1,1), (3,3), (4,1), (2,3), (1.4 ) } 
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R, es simétrica en A; pero R, no lo es pues falta al menos el par ( 3,2 ) para ello . 
Gráfico de la relación R,: 


A 


2.4 Cómo reconocer la relación simétrica.- 


i. Si en el diagrama sagital hay una flecha de a hacia b, debe haber otra de b hacia a. 


ae. — e >” 00 A 


ii. En el diagrama cartesiano por cada punto que esté a un lado de la diagonal, debe existir 
un punto al otro lado de la diagonal y equidistante de aquella. 


iii. Si aparece el par ( a,b ) e S, también debe aparecer ( b,a ) e S. 


2.5 Relación transitiva.- 


Definición: 


“Una relación R definida en un conjunto A, se llama transitiva, si de la relación 


de a con b y de b con c, se deduce la relación de a con c". 


¿Ejemplo 


Si: A = { 3; 6; 9; 12) у R una relación en A definida por el conjunto solución S c Ax A, tal 
que: 


S= {( 3.6 ) ; (3,9); (3, 12); (6,9 ); (6,12 ); (9,12 )} 
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Notamos que: 
(36)e S y (69)e S (69)e S y (9,12)e S 


(39)e S (612)e S 


(39)eS y (9,12)є S 


(312)e S 


-. R es una relación reflexiva. 


A 


2.6 Cómo reconocer una relación transitiva.- 


i. Sieneldiagrama sagital hay una flecha de un elementoa a un elemento b y del elemento 
b hay una flecha al elemento c, entonces, debe haber una flecha del elemento a al c. 


En el ejemplo anterior: 
e 


e6 


9 
9 
ii. Si en S aparece el par ( a,b ) y el par ( b,c ), debe aparecer el par ( a, с). 


2.7 Relación Antisimétrica.- 


Consideremos el conjunto A formado por padres e hijos y R la relación "tiene mayor edad 
que”. 
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Si p y q son padre e hijo respectivamente, es verdad que: "p tiene mayor edad que 
q”, entonces es falso que: 


“q tiene mayor edad que p". Es decir, si(pq)e S —-5[(qp)esS 


Definición 


“Una relación Н en un conjunto A es antisimétrica si para cualquier par de 


elementos a y b de A, tal дие ѕі a+b entonces а b ó Ь Йа. 


Ejemplo 
Dado el conjunto A = { 5; 10; 15; 20; 25) y la relación R en A definida por el conjunto solución: 
S =((5,10), (10,20 ), ( 15,25 ) ), obsérvese que: 
(5,10) e Spero( 10,5) eS 
(10,20) є Spero(20, 10) є S 
(15,25)e Spero ( 25, 15) є S 
<. В es antisimétrica. 


I 40 15 20 25 


2.8 Cómo reconocer una relación antisimétrica.- 


i. Sien el diagrama sagital hay una flecha del elemento a a otro elemento b, no debe 
haber flecha del elemento b al elemento a 


ө SEE EN 


e 10 


ii Por cada punto que esté a un lado de la diagonal, en el diagrama cartesiano, no debe 
existir otro punto equidistante al otro lado de la diagonal. 
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2.9 


ii. Si aparece un par (a, b ) en S, no debe aparecer el par ( b, a ) en S, siempre que 
а eb. 


Relación de equivalencia.- 


En el conjunto de soldados de un betallón, consideramos la relación: 


“tener la misma edad que" 

En un conjunto cualquiera, consideremos la relación: 
"ser idéntico a" 

En el conjunto de camisas de colores, consideremos la relación: 
"ser el mismo color que" 


Podemos comprobar fácilmente que las relaciones mencionadas son reflexivas, simétricas 
y transitivas.Por lo tanto las relaciones: 


"tener la misma edad que" 
"ser idéntico a" 
"ser del mismo color que" son relaciones de equivalencia. 


Definición 


Una relación R en un conjunto A se dice que es una relación de equivalencia en 
A si R es: reflexiva, simétrica y transitiva. 


La relación de equivalencia se indica, con la notación = y verifica: 


i.  Lareflexividad Va ,єА, а =a 
i. La simetría [a=b]=[b=a] 


il. La transitividad a=b 
b =[a=c] 
=C 


Ejemplo 


Sea A = { 1, 2, 3, 4 } y la relación en A: 

R=((1,1), (2,1), (1,2), (2,2), (3,3), (4,4) ) es una relación de equivalencia en A, pues 
es: 

i. reflexiva: Vae А, (аа) є R:(1,1),(2,2), (3,3), ( 4,4) 

ii. simetría: (ab)e R > (Ба) є R:(1,2),(2,1) 

ii. transitiva:(ab)e R a (b,c)e В (ас) є Н: (2,1) є В (1,2) є Н > (2,2) є А 
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2.10 Relación de orden.- 
Una relación es de orden, cuando es: reflexiva, antisimétrica y transitiva. 


Consideremos: 
A ={ 1,2,3 } y la relación Н en A definida pora «x b 
R=((1,2), (1,3), (2,3), (1,1), (2,2), (3,3)) 


R es reflexiva, porque cada elemento se relaciona consigo: 
(1,1), (2,2), (3,3). 
„ Res antisimétrica, porque: 
(1,2) є R pero (2,1) є В; (1,3) є R 


Pero: 
(31)€ Б; (2,3) є R рего: (3,2) є R. 


R es transitiva, porque: 


(1,2)є RA(23)e R2(13)e В,....... 


En el caso concreto de éste ejemplo, como todos los elementos de A, están relacionados 
entre sí, se dice que es una relación de orden total. 


Ejemplo 


A=  (3,4,5, 6, 8, 12, 17, 29) y la relación R en A definida por a es divisor de b. 
R= ((36)(312)(48),(4,12),(6.12), (33), (4,4), (6,6), (8,8), (12, 12), 
(17, 17), (29, 29) ) 
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Esta relación es reflexiva, antisimétrica y transitiva, luego es una relación de orden y puesto 
que no todos sus elementos están relacionados entre sí, es una relación de orden parcial. 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE RELACIONES 


Observaciones[ previas 
CP 

Para resolver problemas sobre relaciones, en primer lugar debemos recordar que 
una relación es un subconjunto de un producto cartesiano. 
Por lo tanto, los “elementos” del conjunto solución de una relación son pares 
ordenados. ` 
Por la naturaleza de los problemas sobre relaciones, debemos conocer a la 
perfección, la teoría de conjuntos numéricos; los diagramas de Venn y las 
operaciones entre conjuntos, toda vez que una relación genera un conjunto. 
Antes de que Ud, amigo lector, decida analizar los problemas resueltos y luego de 
tratar de resolver los propuestos, es necesario que domine, la teoría expuesta. 


Se citan nueve estudiantes a rendir un exámen de matemática. Finalizado el examen, el 


profesor elabora la siguiente planilla de calificaciones: 
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Consideremos la relación R: “reprobó con calificación" , definida entre el conjunto A de 
alumnos: А = (a, b, c, d, e, f, g, h, і} y el conjunto de calificaciones С: C=(0, 1,2, 3, ..., 
17, 18, 19, 20]. Determinar: 


i El conjunto solución (S) de la relación R 
ü. Eldiagrama sagital de la relación R 
й. Dom (R) y Вап (R) 


Solución 


i. S2((a10), (56), (66). (4), (90), (h,4), (110) } 


ii Diagrama Sagital 


- оь ло чоо 6 


ш. Dom (А) = {а, 5, с, { а, h,i} 


Rpta. Ran (R) = ( 10, 6, 4,0) 


Dados los conjuntos: В = { 1, 3, 5 }y C = { 2, 4, 6 ) se definen las relaciones: 


R ={ (ху) є ВхС/х+у=7 } 

А, = { (xy) є BxC/y = 6 ). Hallar la suma (S) de todos los elementos de 
Dom (А, - В, ) U Ran (R,-R,) 

Solución 

А, ={(1,6), (3,4), (5,2)) R;2((16),.(36),(56)] 

R, - А, = { (3,4), (5,2) } > Dom (R, - В, ) = {3, 5 } у Вап (В, -А,) = { 2, 4) 


Rpta. Luego: 5 = 3 +5 +2 + 4 = 14. 


. — — A — 


Si A={ 1,2,3,4, 5) se define la relación: 


R-((11)(22)(33)(51)(54)(52)(43)(35)] 
Si M=(xe A/ (x2)e R}, N=[yeA/(3,y)e R} Р= {хє А/(х,5) е R} 
Hallar: (MUN)-P 


Solución 


M ={ (2,2), (5,2)} N=((33),(35)) Р={(1,5), (2,4), (4,5), (5,55) ) 
MUN=((2,2).(3,3), (3,5), (5,2) ) 
Rpta. MUN-P=((2,2),(3,3), (3,5), (5,2) ). 


Hallar la intersección de las relaciones en IR: 


R=((xy)/+y?=5), R,=[(xy)/x+y=3) 


Solución 
В, =1012) (ЛИ 7). (241), ....3 
R, ={(1,2),(2,1),(-1,4),(4,-1),....} 


Rpta. R, N А, = {(1,2), (2,1) }. 


Si: S = ( 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ), entonces Іа relación: 

R ={ (х,у) / y es múltiplo de x, x xy) c Sx S, hallar la suma de todos los elementos del 
Dom (R). 

Solución 

R=((3,6), (4,8), (3,9), (5,10)) Dom(R)=(3, 4,5) 

Rpta. Suma pedida: 3 + 4 + 5 = 12. 


Dado el universo: U = ( 1, 2, 3, 4 } y las relaciones: 


R,-((xy)/xsy) R ={(xy)/y=3} R,=[(xy)/x <y} 
Hallar: R} - ( R U R, ) 

Solución 

R, ={(1,1), (2,2), (3,3), (4,4) } R,;-((1,3) (2,3), (3,3), (4,3) } 
R, ={(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (34) } 

Rpta. А, - (В, UR, ) = { (1,2), (1,4), (2,4), (3,4) }. 


Sea А = Z (conjunto de números enteros). En A definamos la relación S por: ( х,у) є S 
© x - y es divisible por 5. ¿ Cuáles son verdaderas? 


i (xy)eS=>(yx)e 5 й. (2,17)e S 
i. (х.4)є 5 = x es múltiplo de 5. iv. (7n-8n)eS V ne Z 
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Solución 187153 


і. Six -у = 5 S yx = (versede < y 
18-3=5 13-18=-15=5 


li. Six-4=5 = х debe terminar en 9 ó 4.. x + 5 (Falso) 
iii. Si 2 - 17 = 5 (Verdadero) s 
iv. Si 7n - (-8n)=5 &» 15п=5 Vn e Z (verdadero). 


Rpa VFV V 


8. Se definen las siguientes relaciones en 2: 


R ={(xy)/(x.y) espar}, R¿=((xy)/x+ y?=y+x?): 
R, -((xy)/x < y) 


De las siguientes afirmaciones, ¿cuáles son verdaderas?: 


i. R, y А, son reflexivas. 

ii. Я, es simétrica y А, no es simétrica 
iii. R, es transitiva. 

iv. R, es transitiva. 


Solución 
De R, = { (х,у) / (ху)? es раг} si consideramos, por ejemplo, x=3 € Z 
entonces (x,x) e R,, porque (x. x)? = x* =3* = 81 es impar. Por lo tanto R, no es reflexiva. 
Ое В, = { (х,у) /х+уг zx +y}si(x,x)e R, Vxe 2, porque: 
х+х2= ж + X, pese a ésto la afirmación: 
i Es falsa. 
i) R,((Xxy)/x*y? =y+x) 
sea(Xy)e R¿>x+y=y+x=>y+xX =х+ у? (yx)eR, es simétrica. 
R=(f(xy)/x <y}N noes simétrica 
si consideramos: (3,5) є А, pero( 5,3) R, yaque x < y. 
iii) Es transitiva, ésto es: (х,у) є А, л (yz)e А, =» x+Y=y+x? 
у+2°=у?+72 


X*Z-Zz24X = (х,2)є R, 
iv) R, es transitiva, por ejemplo si: (2,4) є А, л (4,6) € R¿> (2,6) e R, 
Rpta. (2,6) e В, 
9. Dado el conjunto А = { 2; 4; 6; 8; 10 } y una relación Н en A definida рог: 
(Xy)eR е xes divisor de y. 


Hallar n(R) 
n (Н) = número de elementos de la relación R. 
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Solución 


(x, y) e R = x es divisor de y. Se tiene: 
(2,2), (2,4), (2,6), (2,8), (2,10), (4,8) e D 
Rpta. R=((2,2), (2,4), (2,6), (2,6 ), (2,8 ), (2,10), (4,8) }. 


Se define en Z, la relación R por: a R b > a - b es múltiplo de З. Demostrar que: 


i) Va eZ, (aa) є Г 

ii) (ab) eR=>(b3a) є № 

il) (ab) e Ra (bc) e Р (ас) e |R 
Solución 


Se cumple que: abel (múltiplo detres) > a-b=3k,k eZ 


) VaeZ, a-a=0=3x0,con0 є У > (аа) є 0. 

i) (ab) eR>(a-b)=3k, ke XE>(b-a)=3(-k),-k e Z 
porquek e 7X>(b-a) e р. 

il) (a,b) e€R A(b,c) єр a-b = 3k,, algúnk, eZ 


> b-c = 3k,algünk, e Z 


sumando = a-c =3(k,+k,) 


Rpta. ..(a, с) e R ya que: (К, + К.) e Z 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


(SOBRE RELACIONES ) 


Sea.A = { -2, -1, 0, 1, 2) 
SIiR-(X, y )e AxA/x + у? = 5) Hallar Dom R- Ran R 


a)! b)(0) с) { -2, -1,1,2) аА е) N.A. 
Sea H Іа relación definida еп los nümeros naturales рог: 


R= ((Xy) e № /х + Зу = 12) 


Determinar: 
Dom (R) - Вап (В) 
a) (0, 3) b)[1,2,4) с) { 6, 9, 12) а) { 3, 6,9 } е) N.A. 


Sea H la relación en los nümeros enteros positivos Z* = ( 1, 2, ...), definida por: 
R={(x,y)e Z x£ ,2x«y- 10] 
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Hallar los elementos de: 
Dom (Н) N Вап (А) 


a) 2 b)4 c) 6 d) 10 e) 20 
4. A-(0,1,2,3,4,5) 
| Si R,, R,, R, subconjuntos de A x A definimos: 
| Н,={(х,у)/х+у=5} 


R, ={(х,у)/х=у} 
R ={(x,y)/x =y} 


Entonces: 
(R UR,) N R, es: 
| а){ (1,1), b)((1,1) с) {(2,4), do е) МА. 
(0,0) } (2,4)) (0,0 )} 


А, = (ху) є /у-х=6) 
А, = { (х,у) є R?*/y+x=8) 


Calcular el producto de los componentes де los elementos de R, П R, 


a)3 b)4 c)5 d)6 e)7 
6. Dados los conjuntos: 


А={хє D/x^-8-2x) 
В = {хє б/х? = 2х2 +3x) 
El número de posibles relaciones de A en B es: 


| а)6 b) 8 c) 32 d) 64 e) 128 


I 7. Sea: 


M=(1,2,3,4) 
Se define en M, la relación: В = { (х,у) / 2х - y =3) 


oc— — 


Si d representa la suma de todos los elementos del Dom ( R ) y г a la suma de todos los 
| elementos del rango entonces: d + r = 


| a) 4 b)5 c) 8 d) 9 e) 11 


8. ЗЅеап A y B conjuntos no vacios de 2 y З elementos respectivamente. Hallar el número de 
relaciones binarias de A en B. 


a) 6 b) 32 c) 36 d) 64 e) 128 
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| 9. Sean A y B dos conjuntos tales que n(A)=3 y n(B)=2. Entonces, el número de relaciones 


deAenB es: 
| 

а) 32 b) 36 с) 64 d) Faltan e) N.A. 
| ' datos 
Ч 10. бЅеадА = { 1, 2, 3} 

se define en A las relaciones: 
1 В, ={(1,2), (3,1), (2,3) } e 
i R,2((12)(21)(11)) 
і R, = ( ( 3,3 ) ) 
| R, 2((22).(84),(1,4)] 
I ¿Cuántas relaciones son transitivas? E 
! а) 0 b) 1 c) 2 а) 3 e) 4 E 

11. EnA=(2, 4, 6, 8) se define: 

| В={(ху)є AxA/"xdivide a y") 
| ¿Cuántas son verdaderas? 

I) R es reflexiva I) Res simétrica III) R es transitiva IV) R es equivalencia. i 
| 
! а) 0 b) 1 с)2 d) 3 e) 4 
| 12. SeaHla relación definida en los números naturales por: g 

R={(xy)eN?/x+ y=12) 
" q 


¿Cuántas son verdaderas? 


| Resreflexiva 
li. R es simétrica 
Ill. R es transitiva 
' IV. R es de equivalencia 
Г а) 4 b) 3 c) 2 d) 1 e) N.A. 
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Capitulo 4 


FUNCION 


Flujo del contenido de este capítulo 


Ideas preliminares 
FUNCION 


En 1859 Karl Weierstrass ( 1815 - 1897 ), alemán, inicia en la Universidad de Berlín 


sus lecciones sobre la teoría de las funciones, inaugurando el punto de vista que será 
llamado de la aritmetización de las matemáticas. 


1. 
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IDEAS PRELIMINARES 


Enunaexpresióno relación o en 
el desarrollo de un problema 
determinado, se presentan dos 
tipos de: 

CANTIDADES 


CONSTANTES 


Unsímbolo querepresentaun 
valor fijo se llama constante. 
Puede ser: 


VARIABLES 


Un simbolo que puede repre- 
sentar diferentes valores, se 
llama variable. En el ejemplo 
суг. 


ABSOLUTAS 


Una constante absoluta es 
aquella que en todos los pro- 
blemas tiene siempre el mis- 
mo valor. En el ejemplo: 2 y x 


EJEMPLO: 


Consideremos la fórmula C = 2 r r, que nos dala longitud 
de la circunferencia c de radio r. En esta expresión c y r 
pueden tomar diferentes valores (relacionados entre sf) 
y, por lo tanto, son variables., pero 2 y x tienen siempre 
el mismo valor, por lo tanto, son constantes. 


PARAMETROS 


Es una constante que conserva el mismo valor en un problema particular o 
situación determinada pero que pueda tomar un valor diferente en otro 
problema o situación. Por ejemplo: P( x ) = ax + b, x puede tomar diferentes 
valores, pero a y b son constantes para cada caso. Asl: 2x + 5, a = 2, b = 5; en 
X-4,esa = 1, b = -4. Luego a y b, son parámetros. 


En el estudio de la matemática que venimos realizando, hemos tenido oportunidad de 
ocuparnos de los pares ordenados de los nümeros ( x, y ) que han sido conectados por las 
llamadas relaciones binarias; acerca de ellas, sabemos lo que se entiende por dominio, 
rango ysu representación gráfica. Ahora iniciaremos elestudio de una relación de singulares 
características a la que llamaremos función y que tiene significativa importancia en el 
desarrollo de la matemática. 


Antes de tegar ala definición formal defunción, analicemos previamente una clase particular 
de relaciones binarias en los siguientes ejemplos: 


Dados los conjuntos: A = { а, b, c, d } y B = (1, 2, 3, 4, 5), consideremos las relaciones de 
A en B (subconjuntos de A x B) definidas por: 


R,=((a,2),(b,3), (с, 5), } 

R = {(а,2), (0,3), (с, 5), (9,2) } 
R = {(а,2), (0,3), (с, 5), (а,3)} 
А, = { (а, 4), (b, 4), (с, 4), (9,4)} 


O——————————ESÓ—cM a — wp o a a o Wü — € 0 — = e y 


-* Graficando: 


Ran (R, ) 


Con respecto a esta relación, afirmamos que: 
“A cada elemento del dominio de la relación le corresponde según Н, un Único elemento 
del conjunto B”. 


La afirmación dada significa también: “A un elemento del conjunto de partida A, le 
corresponde, según R,, a lo más un único (solo) elemento del conjunto de llegada B”. 


A AS 
z 


La afirmación hechaen (i) sigue siendo válida, porque a cada elemento de A, del dominio 
de la relación, le corresponde según R,, un solo elemento de B. 


A pesar que a los elementos a y d del conjunto A, les corresponde el mismo elemento 
(2) del conjunto B. 


La gráfica nos muestra que del elemento "a" parten dos flechas, formándose los pares 
ordenados (a, 2) y (a, З). Este hecho invalida la afirmación dada para las relaciones 
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R, y R, , porque al elemento “a” del conjunto A no le corresponde, según R, un solo 
elemento del conjunto B. 


iv. Observamos que por R, , alos elementos "a", "b", "c" y "d" del conjunto de partida A, les 
corresponde el mismo elemento (4) del conjunto de llegada B, pero este hecho no 
invalida la afirmación: “a cada elemento del conjunto A le corresponde, según R, un solo 
elemento del conjunto B". 


| 


Examinando los ejemplos R,, R,, R, y R, podemos distinguir dos tipos de relaciones: 


* Las relaciones que satisfacen la afirmación; "a cada elemento del conjunto de partida, 
(del dominio de la relación) le corresponde un solo elemento del conjunto de llegada" 
(Н, А, y R,), y las relaciones que no la satisfacen ( R, ). 


A las relaciones de A en B, que satisfacen la afirmación se les da el nombre de funciones 
de A en B, en tanto a las que no la cumplen las llamaremos simplemente relaciones de A 
en B. 


Recordemos: 


- Toda relación es un subconjunto de un producto cartesiano. 
- Los elementos de toda relación son parejas ordenadas ( x, у). 
- Toda función es una relación ( Ej: R,, R, y R,) , pero no toda relación es función(R, ) 


Definición 1 


“Se llama aplicación o función de un conjunto A en un conjunto B, a toda relación 
R de A en B que cumple la condición: para cada elemento x € A, existe un 


elemento y eB y sólo uno tal que x R y” 


Si R es una relación de A en B que es una función, se representa por: 


f 
f: A => B ó también, A— B ( f es una función de A en В) 


Definición 2 


Sidos variables x e A, y e B, están relacionadas de tal modo que para cada valor 
admisible de x, (dentro de su dominio), le corresponden uno o más valores de 
“y”; se dice que “y” es una función de “x” y se representa: 


f (X) = y, así por ejemplo: 

y = 2x + 5 nos expresa a “y” como función de "x". 

f (x) = 2x + 5 ya que para cada valor que se asigne a "x" queda determinado un 
valor correspondiente para "y". 


Para esta función particular se puede obtener fácilmente varios pares de valores correspon- 
dientes como los datos de la tabla siguiente : 


Observamos que se puede asignar a "x" los valores que se deseen, pero que los valores 


resultantes de "y" dependen de los valores dados a "x". Por esta razón "x" recibe el nombre 


de variable independiente e "y" el de variable dependiente. 


El concepto función implica dependencia, de una cantidad con respecto a otra, tales 
relaciones se presentan en una gran cantidad de casos. 


Por ejemplo en una fórmula C = 2 pr, la longitud de la circunferencia C, es función de su radio 
r, es decir, la longitud de la circunferencia depende del valor de su radio. 


En nuestra definición (2) de función, mencionamos los valores adimisibles asignados a "X". 
La razón porla cual se usa la palabra admisible, es que en una relación funcional propuesta, 
la variable independiente no puede tomar cualquier valor. Así por ejemplo en la función f( 
х)= х/ x- 1 , “X puede tomar cualquier valor excepto 1, pues la división entre cero no está 
definida ( es una operación imposible). 
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Sila relación es y =. х, limitamos los valores de "y" a los nümeros reales, entonces 
no podemos asignar a "x" valores negativos, se dice que f(x) — Ух está definida para 
un valor particular de “x” (siempre que tenga un valor numérico determinado para ese valor 
de x. En los ejemplos anteriores f(x) = x/ x - 1, no está definida para x = 1, asimismo para 
valores reales de "y", la función 4/x sólo está definida para los valores no negativos de x. 


Notación de las funciones 


Por conveniencia hemos estado utilizando la letra “y” para representar una función de x; 
Por ejemplo, en y = 2x + 5, sin embargo, también podemos usar el símbolo f ( x ) en lugar 
de y, escribiendo: 


VIT CX ER ONE NE (1) 


En donde f( x), se lee "función f de х o simplemente “fde x".Pero este símbolo tiene otro 
uso muy importante. Si deseamos expresar el valor de esta función cuando la variable 
independiente x tiene un valor particular, digamos "a", entonces, simplemente sustituimos 


x por “a”. Por ejemplo, para la función dada por la relación ( 1 ) tenemos: 
#(а) = 2а + 5. 
Análogamente para la misma función tenemos: 
f(o)=2(0)+5=5; f(-1)=2(-1)+5=3,etc. 


A continuación complementamos іа definición establecida para la función presentando 
algunos conceptos que se destacan en las siguientes observaciones: 


i. Sif es una función de A en B, se escribe: А э В б nm B, se lee: "f es una función 
de A en P" y significa que: " f lleva elementos del conjunto A a elementos del conjunto 
B". Así: sih es una función que lleva elementos del conjunto M a elementos del conjunto 
N, denotaremos: | 


h: MON (омм) 
que se lee: sea h una función de M en N, 


ii. Dada una función f, el par ( X, y ) e f, se escnbe: y f f x ) y se lee: " y es igual a f de 
х“. En este caso se dice también que " y es la IMAGEN de x mediante ( o por ) f" o que 
“x es una pre-imagen de y mediante f:". 


Esto es: Si f es una función y el par (3, /2 ) e f, entonces: 
М2 =f(3)ó f(3)-42 y se dice que: 
42 es la imagen de З mediante f, ó З es la pre-imagen de J/2 mediante f. 


Sifes una función que lleva un elemento "x" del conjunto de partida ( A) a un elemento 
"y" del conjunto de llegada ( B ), decimos que у= f(x)o que “y es la imagen de x 
mediante f". 


Un diagrama de correspondencia para f es:- 


A B 


y-f(x)óf(x)-y(Notación de Euler) 


Apreciamos que: la pre-imagen x es elemento del conjunto de partida y que la imagen y 
es un elemento del conjunto de llegada. 


La imagen de un elemento mediante una función es UNICA, pero la pre-imagen de un 


elemento mediante una función no necesariamente es ünica, ya que dos o más elementos 
del conjunto de partida mediante una función puede tener la misma imagen. 


A B 


Dominio y Rango (recorrido) de una función 


Nuestra lectura anterior nos ha permitido formalizar el concepto función; requerimos ahora 
establecer claramente los conceptos de dominio y rango ( o recorrido) de una función. 


La determinación de! dominio y el rango es de singular importancia para el estudio de las 
funciones, por lo que recomendamos un estudio muy cuidadoso de lo que se plantea a 
continuación: 


Si decimos que una función de A en B es una relación en la que a cada elemento del 
dominio de la relación se le asocia un elemento único del conjunto de llegada, estamos 
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que la función queda definida para ciertos elementos del conjunto de partida, que constituyen 
el dominio de la función, para el cual damos la siguiente definición: 


Se llama DOMINIO de una función f al conjunto de todos sus antecedentes ( primeras 
componentes) y se denota por: 


Оот {= {хє A/[3ye B/(x, y)ef]) cA 


Óó 
Domf={xe A/[3ye B/yzf(x)]) cA 


Esto significa que el dominio de f es el conjunto formado por las primeras componentes de 
los elementos (pares ordenados) de f. Esto es, el dominio de f es el conjunto formado por 
las pre-imágenes de la función. 


Se llama rango o recorrido de la función f al conjunto de las imágenes de todos los elementos 
de A, segün f y se representa: 


Ranf = {у e B/[3x e A/ysf(x)]cB 
ó 
Ranf-(f(x) e B/x e Domfc A) cB 


También: 


Вапї = {у є В/ Зх є Асоп (х,у) єї} <В 


El rango de f viene а ser el conjunto de todas las segundas componentes 
El rango de f, que es el conjunto de todas las imágenes de f no necesariamente cubre a 
todo B. 


El conjunto de llegada B también se le llama codominio de f. 


A f 


Dom f Ran f 


Ejemplo 
Sean: A = { 4, 6, 8, 10, 12) y B=(0,B, х, 5 ). Si: 


{={(4, е), (6, В), (8 х) entonces: 


Dom f=(4,6,8) Вап #= { о, В. х } 


Aplicación o función totalmente definida 


En la sección anterior hemos establecido el concepto de dominio de una función, acerca del 
cual hemos dicho únicamente que es un subconjunto del conjunto de partida. Como tal, es 
posible considerarlo como un subconjunto propio o impropio, segün sea el dominio parte o 
todo el conjunto de partida. 


Cuando ocurre que el dominio de una función está constituido por TODOS LOS ELEMEN- 
TOS DEL CONJUNTO DE PARTIDA, se dice que la funcion esta totalmente definida o que 
es una APLICACION, para lo cual damos la siguiente definición: 


Si f es una función de Aen B (f: A  B),tal que Dom f= A, entonces f es 


llamada aplicación de A en B ó función totalmente definida en A 


Ejemplo 


Dados los conjuntos: А = { 0, 1, 2, 3, 4, 5) y B = { 0, 1, 2, 3. .., 10) 

y la función f : A > B definida por f ( x ) = 2x, decir si es o no una aplicacion de A 
en B. 

Por la regla de correspondencia: 

f=((0,0), (1,2), (2,4), (3.6 ), (4,8 ), (5.10) ), donde: 


Domf=(0,1,2,3, 4,5)=A, Luego f es una aplicación de A en B. 


Gráfica de una función real 


Cuandolos conjuntos de partida y de llegada A y B de una función f son conjuntos de números 
reales, esta función es llamada una FUNCION ( de valor) REAL DE UNA VARIABLE REAL. 


Asi, una función real de variable real, es un conjunto de pares ordenados de nümeros reales, 
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y por lo tanto tiene una representación gráfica como conjunto de puntos en el plano 
È x 12, por el mismo hecho de ser f una relación en R. 


f-((X y)ePXP/xeDomf, y=f(x)) 


Antes de dedicar nuestro esfuerzo al trazado de la gráfica de una función real, debemos 
destacar que dicho trazo requiere de ciertas técnicas como son: la determinación de los 
extremos relativos de la función, las concavidades, inflexiones, que son propias del cálculo 
y que están fuera del alcance de este texto. Sin embargo, trazaremos la gráfica de las 
funciones reales de manera "intuitiva" determinando algunos de los puntos que satisfacen 
la ecuación que define a la función, ubicándolos en el plano Cartesiano y uniéndolos con 
una "curva" ( si es que se puede) que siga la trayectoria que más o menos nos indican los 
puntos hallados. 


Si: f: R — IP. es una función, el gráfico de f, que se denota por Graf (f ) es el conjunto: 


Graf. (f) = {Р (х,у) e RXR/y=f(x)) 


Es decir, la gráfica de una función de Р en R es el conjunto de puntos (Р (х,у ) ) que se 
determinan еп el gráfico del producto I? x R. 
Ejemplo 


Si: A=([a,b,c,d,e) yB-(1,2, 3,4) y la función f: A B definida por: 
є{ (а, 3), (БЫ, 2). ( с, 41) (А), 
la gráfica está dada por los puntos: ( a.3), (b,2 ), (0,4) y (9,1 ) del producto A x B: 


En la gráfica puede apreciarse que Dom (f ) 2 ( a, b, c, d) y como Domf z A, entonces 
f no es una aplicación. 


Sif es una función real, el gráfico de f es: Graf (f) = {Р (х,у) e Pxip/ysf(x)) que 
generalmente se representa en el plano cartesiano considerando el conjunto de partida en 
el eje de las abscisas y el conjunto de llegada en el eje de las ordenadas. 


e -— y RG 


Los ejemplos que a continuación se desarrollan con las reservas del caso, nos proporcionan 
algunas ideas para proyectar el trazado de la gráfica de una función real: 


Ejemplo 


Representar gráficamente la función real f ( x ) = x? 
La construcción gráfica de la función requiere la elaboración de una Tabla de Valores, Esta tabla 
la obtenemos dando a x valores arbitrarios de su dominio, cercanos entre sí y preferente- 


mente, próximos al origen. A partir de estos valores arbitrarios de x se obtienen los valores 
de "y", que resultan de aplicar y = f ( x ) = x?. Así por ejemplo: 


Tabulación: 


Los puntos ( -2,-8 ), ( -1,-1 ), (-1/2, -1/8), ..etc, se ubican en el plano cartesiano ('), Se 
traza una curva continua (sin saltos) ‹2) que pasa por los puntos, tal como se muestra en la 
figura adjunta: 


(1). Las unidades de medida que se toman sobre los ejes x e y no necesariamente 
deben ser iguales, por requerimientos de la gráfica puede ser una más pequeña 
o más grande que la otra comparadas en dichos ejes. 

(2) El gráfico de toda función definida mediante polinomios: 


f(x) ax «ax +а,х"2+....... +a con a, e P para: 
1= 1, 2, 3, .....n, es una curva continua (sin saltos). 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE FUNCIONES 


Observaciones [Previas | 


Debemos conocer bien los conjuntos numéricos. 

Recordar que raíz de índice par de un negativo nos da un nümero no real o 

imaginario. 

** La definición precisa de lo que es una función, como reconocer geométricamente 
si una gráfica corresponde a una relación o a una función. 

+ Elobjetivode este capítulo es que el lector se familiarice con el concepto matemático 

de función, ya que una mayor profundización de este conocimiento, lo desarrollamos 

en el curso de álgebra estructurada. 


ж 
ж 


Dados los conjuntos: = { 0, 1, 2, 3 } y B = { 1, 2, 3, 4, 5, 6 } y la función f definida por 
f: A — В/ї (х) = 2х + 1, hallar el dominio y rango de f. 


Solución 
Para hallar el dominio y rango previamente debemos determinar los elementos de f: 
Como0e Ау#(0) =2(0) + 1 = 1 єВ, entonces (0,1) є f. 
Сото 1 є Ау#(1) =2(1) + 1 = 3 eB, entonces ( 1,3) є f. 
Сото2 є Ау#(2) =2(2) + 1 = 5 є В, entonces (2,5 ) є f. 
Сото Зє Ayf(3)=2(3)+1=7 € В, entonces (3,7 ) e f. 


Luego f está dado por f = ( ( 0,1 ), (1,3), (2,5 ) } por lo que: 
Rpta. Dom (f) = (0,1, 2] y Ran(f)=(1,3,5). 
f(2) 


Sif(x)22x41, g(x)=x? + 4. Hallar el valor numérico de la fracción: - 22 y del producto: 
MAg S). g(2) 


Solución 
(2) 5 
f(2)=2(2)+1=5 ql) 22 + а 2g. ER Э 
9(2) 8 
f(1)=2(1)+1=3 g(3)23 «4-13 - f(1).9(3) 23x 18- 39. 
Rpta. 39 
f а + 1 а t(2)+F(1) 
Sif(a)= ——— yF(a)=— ,halar Е = == 
(ps q Eae а 1 f(2).F(1) 
Solución: 
241 1 7 
f(2) + Е (1) CERT T B1 a 
Rpta. Podemos establecer: 1144) + * V . 2-1 141. 2. 2 ..7 
fq mug = у "2 ww. d 
2-1 1+1 2 2 


Seag(x)2x?-6x?^«-11x-6. Hallar g( 1), (2), 9( 3). 
Solución 


901) =(1)2-6(1)2+11(1)-6 =0 
92) =(2)2-6(2)2+11(2)-6 =0 
0(3)=(3P-6(3?+11(3)-6 =0 


Rpta. 0, 0, O. 


Sea g una relación de R en ID, dada por g( x ) = Vie? - ¿Es una función?. Comprobar 
geométricamente. 


Solución 


Tabulando: (con valores arbitrarios) 


X 


g( x) = Vir 


Rpta. Sí es una función ya que puede observarse que cualquier recta vertical intersecta a 
la "curva" en a lo más un punto. 


Hallar la gráfica de la función t (x ) =Yx,x e R 


Solución 


Obsérvese, que x no pude tomar valores negativos, porque Pafnegativo = imaginario. 
Entonces, los valores de f ( x ) = y son positivos. 
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Tabulando: 


A partir de la tabla se construye la gráfica siguiente. 
v 


Hallar el valor de n para que la relación: 


#= {(4,п), (2,n). (7, 2n? + 1 ), (4, 2k - 1 )}sea una función. Hallar el rango de f. 


Solución 


Como no pueden existir dos pares ordenados distintos con la misma primera componente, 
para que f sea una función, deben ser iguales los puntos: 


(4n)=(4,2n-1) 5° n=2n-1 .s* n=1enf tenemos la función: 

Rpta. f = { (4,1), (2.5 ), (7,3 ) } cuyo Rango es: Вап (#) = { 1, 3, 5 }. 

La siguiente relación: h = { (ху) e P x P / y? - х = 4 } ¿Es función?. Comprobar 
geométricamente. 
Solución 


Tabulando: 


Se obtiene lasiguiente 
gráfica: 


Rpta. 


Notamos que es posible trazar rectas 
verticales que cortan a la curva en 2 
puntos, por lo que la relación h, NO ES 
FUNCION. 


9. 


Calculando el suficiente número de puntos, construirla gráfica de cada una de las siguientes 
funciones: 
(1) 1(x)=3x-2 
(2) 9(х)=х* 
(3) h(x)= »* +1 
(4) Е(х) = -1 + 2х - х? 
(5) С(х)= QA 10.51 х«2 
2+х, six>3 
(6) H(x)= x? , si x €-1 
"v 510 < x «2 
X, Six 2 2. 


Solución 


Tabulando, obtendremos los siguientes gráficos: 


һ(х)- {2 +1 


f(x) = 3x - 2 


F(x) = -1+ 2x-x? 


(4) 
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Dar un ejemplo de una función f ( como conjunto de pares ordenados), que cumpla los 
siguientes cuatro requisitos: 


f tiene 8 elementos, 

f(x)2x? Dom(f)cZ, Ran(f)c B=(2m/0<m<36 ,me 2* }. 
¿Cuántas de estas funciones existen? 

Solución 


Ran ( f E B ={0, 2, 4, 6, ...., 72) 
f(x)2x*((x)f(x)/xe Z)=([(0,0), (1,1), (-1,1), (2,4), (-2,4 )......) 
Combinando, existen 9 de estas funciones (f), y dos de ellas son: 


-2,4 ), (4,16), (-4,16 ), (6,36), (-6,36 ), (8,64 ), ( -8,64 )) 
0,0), (4,16), (4,16), (6,36), (-6,36 ), (8,64 ), ( -8,64 )) 


Die]: E] PROPUESTOS 


( SOBRE FUNCIONES ) 
-CON CLAVE- 


Rpta. f 
f 


ю 

= 
NN 
bob 

xyr 


Se definen las siguientes relaciones en el conjunto: 


А ={xeN/1< x< 3) 
12 R, =141,19,(2,2 ),(3.3)) 
Il. А, =((1,1), (2,1), (3,1), (3,2) } 
Ш.А, ={(1,3), (2,3), (3,3) } 
IV. В, =((2,1), (2,2), (2,3) } 
В, =(1(1,1),(2,3)) 


¿Cuántas son funciones definidas en А? 
а) 0 b) 1 с)2 d) 3 e) 4 


Sif (x) = х2 + 2x - 3 


entonces: 
F(-1)+41(1)-f(0)= 


а)-7. b) -3 c) -4 d) 1 e) -1 


Sea А = { 1, 2, 4) yf una función definida en A por: 


f=( (1,3), (2,2), (а+1, 2),(1,b-1),) 
hallar: 1(1)-1(2)+1(4) 


a) 6 b) 5 с) 4 d)3 e)2 


--— ш — 0-0 0 0 ш 


Sea f una función y f ( x) = (х - 1)? + a entonces: 


у) - 1002) sa 


х 


aj4+2a Ы) -4-2а с) 2 а) 4 е) -4 


Sea f una función definida en el conjunto de los nümeros reales por la ecuación: 


f(x) 2 ax + b, si se cumple 
f(1)=-1yf(-3)=-13, entonces: 
За -2b- 


a) 17 b) 18 c) 1 d) 16 e) N.A. 


S i los pares ordenados ( 3, -1 ) y ( 1,3 ) pertenecen a la relación 


Я ={ (ху) /у= ах +0 }. Hallar a - b 
а) 7 0) 3 с) -3 а) 5 е) -7 
Se sabe que: 


f=((ab), (3c), (1,3), (2b,4)) y quef:f(x)=x-2a 


Entonces, el producto de los elementos de: Dom (f) N Ran(f)es: 


a)3 b) -1 c) -3 d) 1 e) 2 


Sean A = { 1, 2, 3, 4 } 
Se definen las funciones f y g con dominio en A, tales que: 


f={1,K), (2,5 ), (3,5 ), (1,3), (pK)] 
g(x)2 Кх + 2р 


Hallar la suma de todos los elementos del rango de 9. 


a) 31 b) 45 c) 54 d) 16 e) 62 


Sean f y g dos funciones definidas en Z tales que: 


f(x) =3x+b 
g(x)-x-1 


Si ( 2,y ) pertenece a ambas funciones, hallar f( -2 ) 


a) 11 b) -11 c) -5 d)5 e) 1 
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140. f:Z => E, f(x)=3x-2 
Hallar: 
f(1(0)+[1(2)F-1(-1) 
а) 3 b) 7 c) 9 d) 19 e) 13 
11. Seafuna función definida por la ecuación f( x ) = 3x + 6. Hallar 
f(x+h) — f(x—h) 


1[1(2)] 
a) h/3 b) h/6 c) h d) h/7 e) N.A. 


12. Seafunafunción f: N — Ntal que: 
f( x) 2 4x- 1 
¿Cuántas de las afirmaciones son verdaderas? 


1) f(f(3))=f(12)-4 

2) f está definida para x = 0 

3) f(2a+3b)=2f(a)=3f(b) 
4) f(f(2))227 


a)4 b) 3 c) 2 d)1 e) N.A. 


13. Sifesunafunción de AenB. ¿Cuáles delas siguientes afirmaciones son siempre verdaderas? 


I. Ranfc B 
П. vae A:f(a)zb rfía)=c>b=c 
Ill. Domf f) Ranf= ф 


a)Sólo! БЫ) 500111 с) 0011 d) Sólo | yl e) Todas 


14. SeaA-(0,2,4,6,8) y f:A — Z talque f(x) = 2(x - 1) 


Hallar f( c ), donde: 
c=f(6)+1(2 +1(2)) - 12 


a) -2 b) 2 с) 8 d) 10 е) NA. 


15. Ѕеаї: У — Z tal que, f(x - 2) = х? - 4х 


Si А={хє 7 /1(x)=f(x+2)) y 
В={хє ZE /f(-x)=1(2-x)). 
entonces la suma de todos los elementos de A U B es: 


a) -3 b) -2 с) 0 d) 2 е) З 
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16. Sean: f RR, д: = R, dos funciones tales que: 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


f(x -1)23x-1 
g(x-1)=2x+1 


si: 
C=(x e N/f(x)«g(x)) 
> n(C)= 
a)7 b) 6 c) 8 d)5 e) 4 


En А = { 1, 2, 3, 4, 5) se definen las funciones f y g mediante: 


f=((2,4), (1,5), (37), (2,5), (4,3), (51)] 
g-((Xy)e NxN/yzrx «t), tq: 
(2)=9(1);1(1)=9(2) 


Entonces: 
Зг+25+1= 


а) 11 b) 13 с) 14 d) 16 e) 18 
Sea f una función definida en R por la ecuación: 
(x+3)=x+7 
3 
Hallar f(— 
адаг) 


а) 17/2 b) 11/2 c) 15/2 d) 13/2 e) N.A. 

Si f(x + 2) =3x + 6 

Hallar: f (p) -f (p -1) +f[f( 0 )] 

a) 4 b)2p-3  c)p-3 9)р+1 е) N.A. 

Si f es una función definida en { 1, 2, 3, 4} y f(2x+5)=x2 Hallar 
la suma de los elementos del rango. 

a)5 b) 5/2 с)15/2 9 302 е) МА. 


Sif es una función tal que: 


(х) = к, Xz1, cx*-1, el valor de f(f(x)) será: 
a)c(x-1)! b)c с) 1 d)x е) x( x- 1 у! 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
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Sean f y g dos funciones definidas en Q por: 


f(x) =ax - 1 

g(x)=3x+b 
tales que: f(1)29(-1) 

((-1)=9(1) 


Entonces f( 2 ) + g( 3 ) es igual a: 


а) +15 b)-15 с) -1 d) +1 е) -12 


Sif(x+7)=1(x)+1(7); Vx eZ 


afirmamos: 

I.f(0)20 

Il. f(-7) = - (7) 

Ill. 35) 2 f( 14) +37) 


Son verdaderas: 
a) Sólo! yll 0) 5601 .c)Sóloll а) Тодаѕ  e)Sóloly III 


Sea f una función tal que: 


f(0)24 

f(n)sSí(n-1)«4 V neN* 
Hallar f( 3 ) = 
a) 52 b) 60 c) 45 d) 50 e) 160 


La función f es definida en el conjunto Z, así: 
п - 3, п> 100 
Ч | 


f(f(n«5)), n«100 


Hallar f( 97) 

a) 99 b) 98 c) 97 9) No se е) МА. 
puede 
determinar 

Sif( x) 2 x, 


f(g( x) +h(x)) =2x? 
f(g( x) -2h(x)) 2 3- x - Зх 


Hallar f( g( f( h( 1 )))). 
а)0 b)2 c)3 d)4 e) 1 


27. 


28. 


29. 


30. 


Dado el conjunto de pares ordenados: 
#={(5,7 ), (-1, а+б), (аг-Ы, 26 - г2), (5, а- 26), (-1, -2) }, 
Calcular los valores de “а” у "b" para que f sea una función. 
a)a--3 bja=2 с)а= 1 аа= 1 е) N.A. 
b=1 b=-2 b--3 DES 
Para A = { 1, 2,3}, B = { 3, 4, 5 }, sean f y g dos funciones de A en B tales que: 


f={(1,3), (2,4), (ab)}y g(1)=3. 
Hallar el valor de (b -a) + (с-а) 


ajo b) 1 C) -1 d) 3 e) 8 
Si f es una función tal que f(x +5) =f(x)+1(5), V x € ID. ¿Cuáles son verdaderas? 


a)f(0)=0 b) f( -5) = -f(5) c) Қ 15) 2 SÍ(5) 
d) Todas las anteriores e) N.A. 


Hallar los valores de "a" y "b" para que cada uno de los conjuntos de pares ordenados sea 
una función: 


(1)f=((1,8), (2-3), (1,8 *b?), (-1,a+b),(a?+b,a),(b+a?b)) 
(2)9=1(4,3), (-5, -3), (4, a?-b?), (-5,a+b),(a?+b,a), (a?+b*,b)) 


„®=2 b) (1): a=2,b=2 с) (1):a=3, bz2 
[o ex d) (2): a= -2, b = -1 (2): a=-1,b=-1 


d) (1):a=-1,b=2 e) N.A. 
(Aras 21054 
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Las partes del cuerpo bajo un orden esta- 
blecido, constituyen un instrumento para 
contar, simple y portátil. Comünmente se 
usan los dedos de las manos. Un pueblo 
de Nueva Guinea va mucho más lejos: 
parte de una mano, toca un brazo y un 
lado, utiliza los dedos de los pies y sube de 
nuevo por el otro lado a la otra mano., 
individuando así 34 posiciones distintas. 
Un número insólitamente elevado para 
una numeración asistemáfica, sin unida- 
des de orden supertor. 


NUMERACION 


Flujo del contenido de este capítulo 


Reseña histórica - Sistemas de numeración 


Clases de sistemas de numeración 
Formación de un sistema de numeración 


Cifras mínimas.- +, -, x, + en base n z 10 


Cambios de sistemas de numeración (casos especiales 


Como contar cifras.- Método combinatorio 


Problemas 


) 
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RESEÑA HISTORICA: 
SISTEMASDENUMERACION 


Contando con los dedos, o con piedras, no se va muy lejos; tal procedimiento, sin embargo, 
puede ser suficiente en condiciones de vida extremadamente primitivas, Cada civilización - 
buscó la manera de desarrollar la numeración, impulsándola hasta donde sus exigencias lo 
reclamaban; el aumento de producción en la caza organizada, las cosechas copiosas de los 
agricultores, la contabilidad necesaria para los intercambios comerciales, tuvieron necesidad 
de cantidades cada vez más grandes. A esta necesidad se respondió con un sistema 
ingenioso: decidiendo que un grupo determinado de objetos, tomado en conjunto valiese 
como un solo objeto, una unidad de orden superior, desde el cual la numeración podía 
comenzar de nuevo, para proseguir hasta la introducción de una nueva unidad, y así 
sucesivamente. Se pasa de este modo a las "numeraciones sistemáticas"; la solución más 
simple y racional consiste en formar cada unidad con un nümero fijo de unidades del orden 
inmediatamente inferior. Tal nümero se denomina "base" del sistema. 


La base del sistema de numeración puede elegirse como se quiera, y en el curso de la Historia 
las distintas civilizaciones ensayaron diversas bases. Un vestigio del sistema de numeración 
usado permanece en el lenguaje; para comunicar los números en los intercambios es 
necesario, en efecto, asociarlos a palabras especiales, los “numerales”, y se necesitan 
precisamente tantas palabras diversas como unidades tenga la base del sistema, más otra 
por cada unidad de orden superior que se desee introducir. (En lugar de palabras pueden 
usarse gestos, como los de extender los dedos; con frecuencia el nombre de los números es 
precisamente el de los gestos correspondientes). 


El sistema más antiguo, inventado probablemente en la historia más remota, es el sistema de 
base dos. Lo usaron las culturas más arcaicas de los cuatro continentes, con frecuencia de 
un modo rudimentario y poco distinguible de la numeración asistemática; muchas lenguas 
primitivas poseen solamente los numerales “uno- dos”; mas allá empieza el campo indefinido 
de los “muchos”. Usando rigurosamente el sistema binario, otros pueblos de Australia y 
Nueva Guinea cuentan hasta cuatro o cinco, y algunos hasta diez. Este es un paso mucho 
más importante de lo que parece. Para números mayores, el sistema binario es impracticable, 
y por ello hubieron de buscarse bases más grandes. Las bases derivadas del 2, como 4, 6, 
12, han tenido escasa difusión ( un avance del sistema duodecimal sobrevive en nuestras 
unidades "docena" v "gruesa", limitadas de un modo extraño para contar huevos, plumillas y 
algunos otros objetos); el mayor éxito histórico ha correspondido a los sistemas más 
adaptados a contar con los dedos. El más simple el sistema quinario, que tiene por base 5, 
"la mano", se usó raramente en estado puro; éste no constituye todavía una mejora notable 
respecto al sistema binario y por ello parece ser más bien un sistema de transición, pronto 
superado por sistemas mixtos en los que acompañaban al cinco bases más grandes. El 
sistema quinario-vigesimal, que tiene como base fundamental el 20, se halla ampliamente 
difundido de Oceanía al Africa Occidental, de Siberia a la América ártica, de México a los 
Andes. Este sistema, que procede de la civilización totémico-patriacal de los cazadores del 
paleolítico superior, se difundió también en la Europa prehistórica: numerales como el francés 
quatre-vingt lo recuerdan todavía.Las mayores civilizaciones de la América precolombina 
dieron un grandioso impulso al sistema: los aztecas tenían un numeral especial para los 
8.000, la unidad vigesimal de cuarto orden, y los mayas tenían también una palabra para su 
unidad de séptimo orden, esto es, 57.600.000. El mayor número que se ha leído en las 
inscripciones mayas correspondería en nuestro sistema al 1841.639.800. Después del 
trabajo de los primeros pasos, esta enorme ampliación de los confines de la numeración 
evidencia de un modo patente el triunfal desarrollo de la capacidad humana, preparada ya 
para las más complicadas elaboraciones. 


A o —————— cU 


1.1 


La civilización matriarcal de los más antiguos agricultores, que en los albores de la edad 
neolítica cultivaban con la azada, preferían otro sistema mixto para contar los productos 
agrícolas; éste era un sistema quinario-decimal, de base 10 ("las dos manos”). Este sistema 
se halla aün muy difundido entre las poblaciones africanas, en Asia meridional y central, y 
hasta la Melanesia. Pero este sistema no pudo resistir la competencia del sistema decimal 
puro obtenido con una simplificación decisiva, quitando toda posición especial a la base 5 
(en cambio, el sistema quinario-vigesimal no había sido capaz de librarse del 5, porque el 
20 constituía una base excesivamente grande para estar sola). 


Sus primeros vestigios aparecen junto con las primeras huellas de la escritura y de nuestra 
historia, en el cuarto milenio a.C.. Por lo tanto, esta invención pertenece también a aquel 
conjunto de innovaciones profundas con las que se ha acostumbrado a hacer coincidir el 
comienzo de la historia. Sistemas de lectura aditiva fueron empleados por los egipcios, que 
tenían para los números jeroglíficos especiales, y por los griegos y los hebreos, que los 
representaban en cambio con letras del alfabeto (en efecto, estableciendo la lectura del 
alfabeto en un orden fijo, se constituye un posible sistema de numeración). También los 
números romanos seguían la ley aditiva; con toda probabilidad en un principio fueron simples 
signos convencionales, de origen etrusco, y sólo más tarde se identificaron con letras. 


LA NUMERACION ESCRITA 


No siempre basta con saber contar y comunicar el resultado del recuento; la palabra se 
desvanece apenas pronunciada, los montones de piedras no son duraderos, y puede ser 
necesario registrar el resultado de modo que perdure. 


El montón de piedras tiene que ser sustituido por algo de mayor solidez; objetos perforados 
enhebrados juntos en una serie, nudos en una cuerda, muescas en un bastón o dibujos sobre 
piedra o papel. Este último sistema es el más eficaz ; reducidos los dibujos a su forma más 
simple, a cada objeto contado corresponderá un trazo o un punto, y donde se use un sistema 
de numeración, por cada unidad de orden superior se introducirá un nuevo signo; el número 
totalcontado se leerá sumandolos valores de todos los signos escritos. Por ello, este sistema 
de numeración escrita se llama de "lectura aditiva”. 
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Los sistemas aditivos responden bien a dos de los servicios exigidos a una numeración 
escrita: comunicar y registrar datos numéricos y resultados de cuentas efectuadas. Y para 
estos dos servicios exclusivamente se usaron durante toda la Antiguedad y el Medioevo. Un 
tercer servicio que actualmente exigimos a nuestro sistema de escritura de los nümeros, el 
de prestarse a una cómoda y rápida ejecución de cálculos, y también al registro de los 
resultados intermedios, era confiado a instrumentos de cálculo. El más antiguo y famoso de 
tales instrumentos es el que los romanos llamaron abacus, usado desde tiempo inmemorial 
entoda la cuenca del Mediterráneo hasta Rusia y Extremo Oriente (los contables chinos se 
sirven todavía de él, y con frecuencia vencerfan en rapidez a nuestros cálculos efectuados 
con papel y lápiz). 


El ábaco es en esencia un montón ordenado de piedrecitas, repartidas en casillas, 
estipulándose que la misma piedrecita valga 1 en la primera casilla, 10 ( unidad de segundo 
orden) en la segunda, y así sucesivamente. Las operaciones aritméticas se realizan 
fácilmente corriendo las piedras dentro de las casillas. La eficacia del ábaco depende de 
haber establecido que el mismo objeto asuma un valor diverso segün la casilla en que se 
ha puesto, y éste es el principio de las posiciones. Aplicándolo a signos sobre el papel, en 
lugar de piedras en las casillas; se llega al sistema modemo de la escritura de los nümeros. 


El primer vestigio histórico seguro de nuestro sistema de escritura y de cálculo procede de 
la India, hacia el año 500 d.C. Se ignora el origen remoto del sistema: se remonta a la última 
fase de las matemáticas griegas, o directamente ala numeración babilónica, que ya contenía 
elementos posicionales. El principio de posición, así como las nueve cifras y el cero, se 
encuentran en la obra del matemático indio Brahmagupta, a mediados del siglo VII. Cien 
afios después, en 772, una embajada la llevó a Bagdad, con algunos libros de matemáticas 
indios. Cien años más, y aparece en Bagdad la primera exposición sistemática de los nuevos 
métodos en untratado de Al-Khuwarizmi (primera mitad del siglo IX), que en el siglo siguiente 
se infiltraron lentamente en Occidente. Ahora ya todo impulsaba hacia el éxito: la civilización 
musulmana llevaba esos conocimientos a Sicilia y España y los mercaderes árabes e 
itallanos los adoptaron, felices de no tener que llevar consigo el incómodo ábaco. Y 
precisamente fue un mercader, Leonardo Pisano, quien, después de haber aprendido aquel 
arte de los árabes en sus viajes "por razones comerciales" por Argelia, Sicilia y Oriente, 
reunió todos los conocimientos de aritmética y álgebra de su tiempo en su Liber Abbaci 
(1202), tratado que popularizó en Europa la numeración india. 


Los signos que representan los nümeros asumieron la forma moderna entre los siglos XIV 
y XV; los llamamos cifras arábigas, pero su origen es incierto y no derivaron directamente 
de los signos árabes, ni de las cifras originarias indias, ni tampoco de las fichas medievales. 
Durante un cierto tiempo la utilidad de los sistemas estaba dividida; las cifras arábigas se 
usaron solamente para sustituir el ábaco como instrumento de cálculo, y se continuó 
adoptando la numeración romana para registrar datos y resultados. Pero la vía estaba 
abierta al triunfo del nuevo sistema y con él a las matemáticas modernas. 


Nacidas probablemente en la india hacia el año 500, las "cifras arábigas” adoptaron la forma actual sólo 
después de la invención dela imprenta: en su historia intervinieron las cifras gubar y los ápices, sistemas de signos 
usados en los ábacos medievales. 


1. Cifras indias (sig. li) 


2. Cilras indias Devanagari (escritura india moderna). 
3. Cifras árabes orientales (de un manuscrito en Samarcanda). 
4. Cifras árabes orientales (de un manuscrito de Shiraz - 


sig.X). 
5. Cifras árabes modernas. 


6. Cifras gubar (árabes occidentales - sig. IX). 


7. Cifras gubar (de un manuscrito español - 976). 
B. Apices o cifras de abaco (manuscritos france- 
ses - sig. XI-XII). 

9. Cifras italianas (de un manuscrito florentino - 


sig. XIV). 
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Piedrecillas, conchas, 
perlitas, nudos, muescas, han 
ayudado siempre al hombre a 
contar. En Norteamérica los in- 
dios usaban collares de conchas 
como nümeros, monedas y men- 
sajes cifrados. Todavía hoy un 
collar ayuda a contar las oracio- 
nes del rosario. Los quipus, ma- 
nojos de cordeles anudados de 
modo variado y coloreados, con- 
tienen, para nosotros ilegibles, la 
contabilidad y la estadística del 
imperio de los incas. 
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En la América Precolombina, los incas practicaron la suma mediante un 
método sencillo y original: unían trozos de cuerdas de varios colores por medio 
de nudos. Cada uno de estos era un nümero y el conjunto se llamaba quipo. 


DATED 


(VRACA- COM E ¿OR CHAVA 


A -----———1 
e 


El "quipo" aquí presentado por Felipe Huamán entre 1583 y 1613 en un 
manuscrito depositado actualmente en la Librería Real de Copenhague. 
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1.2 SISTEMAS DE NUMERACION - CLASES.- 
- Sistemas aditivos de numeración 
- Sistemas multiplicativos de numeración. 
- Sistemas de numeración de valor relativo. 


Sistemas aditivos de numeración: 


Los sistemas aditivos de numeración están caracterizados como aquellos que se basan 
fundamentalmente en el principio aditivo para obtener los nümeros representados por un 
conjunto dado de símbolos. Tienen símbolos para el nümero uno, para la base y potencias 
de la base y, algunas veces, para múltiplos de potencias de la base. El principio repetitivo, 
esto es, uso repetido del mismo símbolo, se usa para representar números entre potencias 
de la base. El número representado por un conjunto particular de símbolos es sencillamente 
la suma de los números que cada símbolo del conjunto representa. Este es el principio 
aditivo. 


Para aclarar estos principios básicos, examinemos algunos ejemplos. 
El sistema de jeroglificos egipcios. 
El sistema jeroglífico-egipcio data de 3000 años antes de Cristo y fue usado durante 2000 


afios aproximadamente. La tabla es una lista parcial de los simbolos usados, con las 
expresiones decimales equivalentes a su significado original. 


Jeroglíficos egipcios 
Hindú-Arábigo 
o decimal Egipcio Descripción 
1 1 Un bastón (raya vertical) 
10 ^ Talon (arco) 
100 ? un rollo (enrollada) 
1000 H Una flor de loto 
10,000 f Un dedo señalado 
100,000 S Un pescado (renacuajo) 
1,000,000 ү Un hombre asombrado 
Ejemplo 1. > 
By ug Significa 1000 + 1000 + 100 + 10 + 10 + 1 + 1 +1 + 1, que es 2124 
como numeral decimal. 
Ejemplo 2. 
x Wn ?$ Significa 1,000,000 + 1 + 1+1+1+ 1 1 + 100 + 1000 + 10, que es 
1,001,116 como numeral decimal. 
Ejemplo 3. 
A ABE M. Significa 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10+1+1+1+ 1+1 


+ 1 + 1, que es 87 como numeral decimal. 
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Para resumir, el sistema jeroglífico egipcio posee las siguientes propiedades. Los simbolos 
son jeroglíficos, y se necesitan tantos como 45 caracteres de seis símbolos diferentes para 
representar los números hasta el 100,000 inclusive. El principio repetitivo es usado para 
representar números entre uno y la base, la cual es 10, y entre potencias de la base. El 
principio aditivo se aplica a cualquier conjunto de símbolos para determinar el número 
representado. 


. Elsistema romano 


Los numerales romanos y el sistema de numeración datan de la época de los antiguos 
romanos. Estos numerales fueron usados generalmente en contabilidad en los países 
europeos hasta el siglo XVIII, no obstante que los numerales decimales ya eran amplia y 
generalmente conocidos desde el ario 1000. la introducción de la imprenta originó un cambio 
rápido en los numerales decimales, aunque los numerales romanos continuaron usándose 
en algunas escuelas hasta aproximadamente 1600 y aün se usan un poco. Como ejemplos, 
tenemos los numerales en la carátula de un reloj, los numerales de los capítulos en los libros 
y numerales de las secciones en un escrito. 


Mucho se ha escrito acerca de la notación romana. No es nuestro propósito examinar el 
sistema en detalle, sino simplemente examinar algunas de las caracteristicas generales. 


El uso actual de los numerales romanos está resumido en la tabla 2. 
Numerales romanos 


Decimal 1 10 100 1000 
Romano l X С M 


El sistema romano es, además, escencialmente un sistema aditivo de numeración en el que 
un número designado por un conjunto de símbolos es sencillamente la suma de los numeros 
representados por cada uno de los símbolos en el conjunto. 


A diferencia del sistema egipcio, donde la disposición de los símbolos no tiene un significado 
especial, el sistema romano usa el concepto de orden de un modelo. Como en el sistema 
decimal, en cualquier conjunto de símbolos que representan un nümero, los numerales 
romanos se escriben en el símbolo para el número mayor a la izquierda. Las excepciones 
se indicarán posteriormente. 


Un símbolo con una barra encima indica que el nümero representado por el símbolo debe 
ser multiplicado por 1000. Una doble barra significa la muttiplicación por un millón 6 
1,000,000. Este es un ejemplo del principio multiplicativo. 


Ejemplo 


MDCCCLXII 1000 + 500 + 100 + 100 + 100 + 50 + 10+ 1 + 1. 


1862 en el sistema decimal. 


Contan pocos símbolos en un sistema aditivo, se requiere una gran cantidad de repeticiones 
para expresar algunos nümeros grandes. Por ejemplo, el numeral decimal 387 se escribe 
CCCLXXXVII. ¿Cuántos símbolos serían necesarios para designar el número que en los 
numerales decimales se escribe como 8888? 


Actualmente, el uso del sistema romano también incluye el principio sustractivo. Este 
principio establece que si un símbolo de un número pequeño precede a un símbolo de un 
número mayor, los dos son considerados como un par. El número representado por el par 
es el número mayor menos el menor. Hoy, este principio está restringido a los numerales 
para cuatro y nueve, cuarenta y noventa, cuatrocientos y novecientos, etc. 


A 


La tabla resume esta propiedad. 


Principio sustractivo en los numerales romanos 


| IV = Н XL-XXXX СО=СССС 
IX = VIII XC = LXXXX CM = DCCCC 
х 
El sisterna jónico-griego 


El sistema numeral jónico-griego tue un sistema de tipo aditivo, pero con un esquema más 
complicado que incluye mucho más símbolos. Consiste de 24 letras del alfabeto griego más 
otros tres símbolos fuera de uso para la digamma, sampi y koppa. Inicialmente se usaron 
las letras mayúsculas; posteriormente, las letras minúsculas. El sistema exigía la memori- 
zación del conjunto de símbolos dados en la tabla. 


Numerales jónico-griego 


iota 100 
Kappa 200 
lambda 300 
nu 400 
mu 500 
xi 600 
omicrón 700 


alfa 

beta 

gamma 

delta 

épsilon 

digamma, fuera de uso 
zeta 

eta 

teta 


M RDR 
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koppa, fuera de uso 900 sampi, fuera de uso. 


Фочосльһом№ ~ 
882588858852 
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de un alfabeto griego antiguo, 27 en total, y tantas como 6 de éstas, con el principio 
multiplicativo, son necesarias para representar nümeros hasta 100,000 inclusive. Este es 
un sistema de base 10 y en él se aplica el principio aditivo. Es notable que el uso repetido 
de los símbolos no es tan acentuado en el sistema griego de numeración comparado con 
otros, pero tiene el inconveniente de tener muchos símbolos diferentes. 


Sistemas multiplicativos de numeración: 


En estos sistemas los símbolos son escogidos para uno, dos, tres, etc, hasta la base, y otro 
conjunto se escoge para representar potencias de la base. Estos símbolos son usados con 
los principios multiplicativo y aditivo para representar cualquier nümero. 


La caracterización de este sistema incluye los siguientes hechos. Los símbolos son letras 
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El sistema numeral tradicional chino-japonés es de este tipo. Una lista parcial de símbolos 
con un ejemplo aparece en esta página. 


1. Exprese las siguientes decimales numerales en el sistema japonés: 


(a)42 (b)54 (c) 36 
( d) 125 (e) 246 (f) 782 
(9) 2146 (h) 1984 (i) 5469 

1. = 10. + 2,345 

2. @ 100 & =з 

3. = 1000 F =} 2000 

4. £3 а 

5. & z) 300 

6. 

7% M) 4 

9g. '* Б} 5 

9. f, 4 


2. Exprese los siguientes numerales japoneses como numerales decimales: 


(at (b= (с) 
hh 4 y. 
(08 (mE mE 
F Е A 

8 "a 
ы. 4 5 

E 4 


Sistemas de numeración de valor relativo: 


Este es el tipo de sistema de numeración con el cual estamos más familiarizados, ya que 
“nuestro” sistema, el sistema decimal con los símbolos hindú-arábigo, es un sistema de valor 
relativo. En este tipo de sistema, se escogen símbolos para el cero, uno, dos, etc, hasta el 
nümero anterior a la base. En el sistema decimal, estos símbolos son conocidos como 
dígitos. Para un sistema de base "b" hay "b" símbolos. Entonces, cualquier número puede 
ser expresado en forma única como una suma de términos, cada uno de los cuales es uno 
de lossímbolos básicos multiplicado por una potencia de la base. La potencia de la base por 
la cual se multiplica cada uno de los símbolos básicos está determinada por su lugar en 
relación a un punto de referencia. En el sistema decimal, éste se llama punto decimal. 


Los símbolos que usamos en la aritmética actual son designados como hindú-arábigos. 
Hindúes, porque probablemente fueron descubiertos por los hindúes, y arábigos porque 


езШ A 8 — 800 


llegaron a Europa en la lengua árabe. Los ejemplos más antiguos que se conservan de 
nuestros numerales actuales han sido encontrados en algunas columnas de piedra en la 
India que datan, aproximadamente, de 250 años antes de Jesucristo. Otros ejemplos 
antiguos son las inscripciones que datan aproximadamente de 100 años antes de Jesucristo, 
sobre las paredes de una cueva en una colina cerca de Peona, India, y en algunas 
inscripciones de aproximadamente 200 años después de Jesucristo esculpidas en las 
cuevas de Nasik, India. Estos ejemplos antiguos no contienen al cero y no emplean valor 
relativo. El valor relativo, sin embargo, y también el cero, deben haber sido introducidos antes 
del año 800 después de Jesucristo, ya que el matemático Persa Al-Khowarizmi describe tal 
sistema, en un libro que data del 825 después de Jesucristo. La forma como los nuevos 
numerales fueron transmitidos a Europa no es clara históricamente. Probablemente fue a 
través de comerciantes y viajeros. Los árabes invadieron la Península Ibérica en el año 711 
después de Jesucristo, y, sin duda, enseñaron los nuevos simbolos a los españoles. En el 
libro escrito en España, que data del año 976 después de Jesucristo, fue anotado el siguiente 


26 lL9 L C] 


MA MINNS 
. . Elsistema maya . 


Algunos de nosotros puede haber pensado que nuestro sistema decimal es el ünico sistema 
de valor relativo que se ha usado. Esto no es cierto. es de interés el sistema usado por los 
mayas. Este era un sistema vigesimal (base veinte). La siguiente es una ilustración de su 
conjunto de símbolos. 


A 6 ә LN SS 

2 әв 7 әз 12 .-». 17 => 
З e... 8 ... 13 еве 18 еее 
4 ecco 9 s. 14 poo. 19 nos. 
5 10 15 = 20 © 


(Por razones ajenas a esta discusión, en lugar de ser consecuentes con el uso de la base 
veinte, los mayas escribían: (18) (20), en lugar de (20 Y, (18) (20), en lugar de 
(20 Y, etc). 


Los mayas, lo mismo que los chinos y japoneses, usaban la forma vertical de escritura. Un 
ejemplo de un numeral en su sistema es el siguiente. 


Ejemplo 1 


En el sistema decimal esto es 


5[ (18 )( 20 y] 18[(18)(20)] + 2( 20 ) + 6 = 
36,000 + 6480 + 40 + 6 = 42,526. 
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En el sistema decimal ésto es 


1[(18)(20 *]  15((18)( 20 PY] + 12[ ( 18)( 20 )] + 920) 
+0= 144,000 + 108,000 + 4320 + 180 = 256,500. 


e TALA 

nicos usaban un sistema de valor relativo modificado que data de una época aún 
más antigua en la historia. La base de su sistema era sesenta. No era un verdadero sistema 
de valor relativo, porque no había símbolo para el cero, y empleaban solamente dos 
símbolos, un símbolo para el uno, , y un símbolo para el diez, <. Estos símbolos fueron 
usados repetitivamente para representar los números hasta el 60. Debido que no había 
símbolo para el cero, el sistema presentaba algunas ambiguedades. Un ejemplo de un 
número grande en este sistema es * $* Z£ el cual, en la notación decimal, sería 
escrito como: 


3( 60  « 22( 60 Y + 33(60)! + 44 = 729,224 


RESUMEN 


Es interesante observar que el sistema decimal es un sistema de valor relativo, pero 


no es el único. Es un sistema con base diez, pero no el único. Es un sistema que utiliza 
la propiedad aditiva, pero todos los sistemas utilizan ésta. Es un sistema que emplea 
exactamente diez símbolos, y esta característica, hasta donde se sabe, es única. 
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1. 


1.1 


CIFRAS MINIMAS 
Se llaman cifras mínimas a toda cifra que sea menor o igual a la mitad de la base del 
sistema de numeración . 


Así por ejemplo las cifras mínimas en el sistema: 


8) de base decimal son: 
0, 1,2,3,4 y 5. 

b) de base ocho son: 
0,1,2,3,4 

C) de base trece son: 
O51; 2,3,4,5 y6. 


Todo número se puede expresar en cifras mínimas sin que cambie su valor. 


Regla para expresar un número en cifras mínimas.- 


Se resta de toda cifra mayor, un número igual a ia base del sistema de numeración 
empezando de derecha a izquierda; efectuada esta operación a la cifra de la izquierda se 
le agrega una unidad y se repite sucesivamente este procedimiento; el número así obtenido 
estará expresado en cifras mínimas. 
Ejemplo 

Expresar 8726 en cifras mínimas. 


Solución 


Como las cifras mínimas son: 0, 1, 2, 3, 4 y 5. De acuerdo con la regla: 


6-10= 4 

2+1 = 3 + 
7-10 = 3 

8+1 = 9-10= 1 

8776-1 1 33 4 


NOTA: 
La diferencia entre una cifra mayor y la base del sistema de numeración es siempre una 
cantidad negativa, en este caso el resultado de la diferencia se le pone una barra horizontal 


en la parte superior, así en el ejemplo anterior tenemos: 6 - 10 = 4 
Ejemplo 
Expresar 67654 en cifras mínimas. 
Solución 
En base ocho a cada cifra mayor se le resta 8, además en base 8, las cifras mínimas son: 


0, 1,2, 3, y 4. 
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1.2 
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л 
7+1=8-8=0 
6+1=7-8=1 

0+1=1=1 


67654. = 1 1 0 1 3 4 


Las 4 operaciones fundamentales en sistemas de numeración diferentes al decimal.- 


La adición en cualquier sistema de numeración es semejante ala que se ejecuta en el sistema 
decimal con la única variante de que en vez de llevar una unidad de orden inmediato superior 
cuando se llega a 10, se hará cuando se llegue a un nümero que sea igual a la base del 
sistema. Ejemplo: Realizar la siguiente adición: 3451 m + 12563, 214345 ,,, 


3.45 1+ 


2 
2 


СФ) |= = 


2 
4 
4 


© | o 
NjA O 
nin Ww 


(7) 
Efectuaremos la adición en la siguiente forma: 


-En el 1er. orden: 
5 +3 + 1 = 9; como 9 es mayor que 7 e igual a 12 en base 7 escribimos el 2 y 
retenemos una unidad del orden superior, es decir llevamos 1. 
- En el 2do.orden: 
1+5+6+4=16; 16 - 2х7 = 2 y quedan dos unidades que guardamos. 
- En el 3er. orden: 
2+4+5 + 3 = 14; 14 - 2х7 = 0, quedan 2 unidades que guardamos. 
- En el 410. orden: 
2+3+2+4=11; 11 -1x7 = 4 y queda una unidad que guardamos. 
- En el 5to. orden: 
1+1+1=3. 
- En el біо. orden: 
21524 


Hallar la diferencia 133573, ... - 80356 


(12) (12) 


Lo mismo que en el sistema de base 10, cuando las cifras del sustraendo son mayores 
que las del minuendo se añaden 10, aquí añadiremos 12, que es la base y diremos: 


Efectuar la división 123542 ocho) 424 


- En el primer orden: 

6а! 12 +3 = 15 quedan 9 
- En el segundo orden: 

54126217 queda 1 
- Enel tercer orden: 

3a5 quedan 2. 
- En el cuarto orden: 

10, al12+3=15 quedan 5 
- En el quinto orden: 

8+1=9 al12+3=15 quedan 6. 
- En el sexto orden: 1al 1 queda 0 


Me E 


acesta 


6 52 19% 


Efectuar el producto 12734. x 5631 


(nueve) (nueve) 
3 4x 
SA 
з 4 
3 


+ | сл y 
ош|о ч боо 
ооо с ~ 
NINN A NIAN 
о >= чо 


6 
7 5 845 
* 1x4 241x828; 13 x72 7, 1x22 2,1 x1 1. 


x 3x4- 12; 12-1x9-3, se pone 3y se lleva 1; 3x32 9;9 + 1 = 10; se pone 1 y se lleva 1; 
3X7=21;21+1=22;22-2x9=4 y se lleva 2,3x2=6;6+2=8,3x1=3. 


y 6x4=24; 24-2x9=6 y sellevan2; 6x3=18; 18 +2=20; 20-2x9=2 у sellevan 2; 
6x7=42;424+2=44; 44-4x9=8y sellevan 4;6 x2 = 12; 12 + 4 = 16; 16 - 1 x9 = 7 y se lleva 
1;6х1=6;6+1=7. 


E 5x4=20; 20-2x9=2 y sellevan2; 5x3+2=17; 17-1x9=8 y se lleva 1;5 х7 + 1236; 
36-4x9=0 yselleva4; 5x2+4=14;14-1x9=5 y se lleva 1; 5x14126. La suma de 
los productos parciales se hace como se ha indicado anteriormente. 


(echo) 
Lo más recomendable es formar una tabla en base 8 con todos los productos posibles del 
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1.3 
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divisor por el cociente ( se sabe que las cifras del cociente varían de O á 7) 


Tabla en base 8: 1 2 335 4 amj 2.4 


24х 1 = 24 1 2 00 41 3.6 
24x2=50 
3.5 
24x3=74 
24 
24 x 4 = 120 
24x 5 = 144 114 
24x 6 = 170 7 4 
24x7 = 214 
2210-2 
IO 
e 


Ordenes, clases y períodos.- 


Para conocer los órdenes de la numeración decimal basta saber leer y escribir 
correctamente los nümeros naturales. A continuación se presenta un cuadro de órdenes, 
clases y períodos de los nümeros naturales que nos da una idea clara de lo que se trata. 


Cada tres órdenes forman una clase: Así; los órdenes de las unidades de decenas y 
centenas simples forman la clase de las unidades. Los órdenes de unidades, decenas y 
centenas de millar forman la clase de los millares, los órdenes de las unidades, decenas 
y centenas de millón forman la clase de los millones así sucesivamente. 


Cada seis órdenes (empezando por las unidades simples). Osea cada dos clases forman 
un período. Así la clase de las unidades y la de los millares forman el Primer Período, la 
clase de los millones y la del millar de millón forman el Segundo Período y así 
sucesivamente. 


Para escribir nümeros enteros: 


Es preciso tener presente lo siguiente: 


1. Seescribeprincipiando de la izquierda, teniendo encuentalos órdenes correspondientes 
y poniendo ceros en los lugares de órdenes que no tengan cifras significativas. 

2.- Aldecir mil, se pone una coma después de la última cifra escrita mencionada. А! decir 
millón, billón, trillón, etc, se pone en la parte superior y a la derecha de la penúltima 
cifra escrita mencionada, los números pequeños 1, 2, 3, etc respectivamente. 

3.- Entre cada dos de los números pequeños mencionados, así como a la derecha del 
millón, debe existir seis cifras y entre uno cualquiera de estos nümeros pequefios y la 
coma del mil, debe existir tres cifras. 


Para escribir números decimales: 


Se separa la parte entera de la parte decimal por medio de un punto, que se llama punto 
decimal. 


Los órdenes enteros y los decimales que tienen nombres análogos están a igual distancia 
del lugar de las unidades, así tanto las decenas como las décimas, las centenas como las 
centésimas, etc. Están a igual distancia de las cifras de las unidades simples. Por ejemplo: 
654 mil 321 enteros, 23 mil 456 cien milésimos, observamos que los órdenes enteros y los 
decimales que tienen nombres análogos están a igual distancia del lugar de las unidades. 


Para escribir un número decimal, se escribe primero la parte entera. S i la hay, seguida de 
un punto. Cuando no hubiera parte entera, se le reemplaza por un cero, seguido del punto. 
Después del punto se escriben de izquierda a derecha los decimales, cuidando colocar cada 
cifra en el lugar correspondiente al orden que representa, y si algün orden decimal carece 
de unidades se escribe un cero en el lugar correspondiente a estas unidades. 


Así para escribir catorce unidades novecientos catorce diez milésimas, se escribirá 
14,0914, poniendo un cero para reemplazar las décimas que faltan. Para escribir trescientos 
cuarenta y nueve milésimas, se escribirá, poniendo un cero en el lugar de las unidades o 
enteros, y un punto: 0.349. 


Centenas de millar de trillón 
Decenas de millar de trillón 
Unidades de millar de trillón 


8"? Clase 


Centenas de trillón 
Decenas de trillón 
Unidades de trillón 


7"*- Clase 


Centenas de millar de billón 
Decenas de millar de billón 
Unidades de millar de billón 


6'*- Clase 


Centenas de billón 
Decenas de billón 
Unidades de billón 


12®™°- orden 
4*- Clase 112%. orden 
10°- orden 


Centenas de millar de millón 
Decenas de millar de millón 
Unidades de millar de millón 


9"9 orden Centenas de millón 


3'*- Clase 


2U25 Clase 


8*?*- orden 
7**9- orden 


6°- orden 
5'- orden 
40. orden 


Decenas de millón 
Unidades de millón 


Centenas de millar 
Decenas de millar 
Unidades de millar 


1'* Clase 


O 
a 
o 
с 
u 
n. 
[>] 

= 

= 
O 
a 
o 
сс 
ш 
n. 
& 

с 
O 
[e| 
О 
[аа 
ш 
n. 
e 

б 

N 
O 
a 
О 
с 
ш 
n. 
E 

= 


© PUNTO DECIMAL 


Centenas simples 
Decenas simples 
Unidades simples. 
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4.1. 
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1% sub-orden décimas 
1". Clase 2%- sub-orden | centésimas 
3% sub-orden milésimas 
diez milésimas 
2% Clase cien milésimas 
mil milésimas-millonésimas 
7""sub-orden diez mil milésimas-diez millonésimas. 
3*- Clase 8° sub-orden cien mil milésimas- cien millonésimas. 
9'*- sub-orden millón milésimas- mil millonésimas 
millón diez milésimas- diez mil millonésimas 
418. Clase millón cien milésimas- cien mil millonésimag 
millón millonésimas - billonésimas. 
- sub-orden diez billonésimas 
5/8. Clase - sub-orden | cien billonésimas 
- sub-orden mil billonésimas 
16° sub-orden | diez mil billonésimas 
6'® Clase 17° sub-orden | cien mil billonésimas 
18%: sub-orden | trillonésimas 
19%: sub-orden | diez trillonésimas 
7"*- Clase 20%: sub-orden | cien trillonésimas 
21% sub-orden | mil trillonésimas 
diez mil trillonésimas 
8%: Clase cien mil trillonésimas 
cuatrillonésimas. 


CAMBIOS DE SISTEMAS DE NUMERACION 
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Cambios de sistemas de numeración con nümeros enteros y decimales.- 
‚Ж. л 


суч 


ILI 


nt ELM 
Dado un nümero en cualquier sistema de numeración, representarlo en base 10 .- 


Bastará con descomponer el número dado en su forma polinómica, ya que mediante este 
procedimiento averiguaremos cuántas unidades simples posee dicho número. Ejemplo: 


Representar en el sistema decimal el número: «11 B202) 


Descomponiendo el número en forma polinómica: 


a11 202) = 10 x 12^ +1 x 12? + 1 x 122 +11 x 12 +2 = 209366 unidades simples, pero 
con 209366 u.s. en el sistema decimal se puede escribir dicho nümero. 


También se puede aplicar la regla práctica de Ruffini: 


Regla práctica (RUFFINI).- 


Para expresar en el sistema decimal un número de cualquier otro sistema, se escriben en 
una línea horizontal las cifras del número , de izquierda a derecha. Debajo de la primera cifra 
y separada por un trazo horizontal se escribe otra vez dicha cifra, se multiplica por la base 
y su producto se escribe debajo de la segunda cifra para sumarlo con ella, cuya suma se 
escribe debajo del trazo horizontal; se multiplica esta suma por la base y su producto se 
coloca bajo la tercera cifra, y así sucesivamente, hasta sumar la última cifra, este último 
resultado representará al número dado en el sistema decimal. 


Tomando el ejemplo anterior: œ11 В2(12) ala base 10 


1 1 p 2 


1452 17436 209364 


121 17447 


1453 209366 


Rpta. 


Dado un número en el sistema decimal representarlo en otro sistema de base "N".- 


REGLA.- 


Se divide el número dado entre el valor “N”, de labase deseada, luego el cociente resultante, 
se divide entre el valor de la base “N” y así sucesivamente hasta obtener un último cociente 
cuyo valor sea menor a la base. 


Luego se toma el último cociente de los residuos en el orden del más reciente al más antiguo 
y se forma el número en base "N". Así el número “R” se desea pasar a base “N”. 


Suponiendo: 


R Se debe cumplir: 
a e«N 
. R=edcbay 
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Representar el nümero 34216 en base 12: 


34216 | 12 


102 2851 
061 45 237 
016 91 $17 
O (D e—— QA а) 


2. 34216 = 17974, 


Dado un sistema en base“N”, representarlo en base "К" siendo Nx К = 10.- 
Para expresar un número de la base “№ a base "K",se expresa primero el número en base 
decimal y luego el valor resultante se envía a la base "K" requerida. Ejemplo: Representar 


17974 12у a base 9. 


179745, a base 10, esto resulta 3421 Bao este nümero lo enviamos a base 9. 


34216 9 
72 3801 
016 20 422 9 


O 21 62 46 
hw oca. ou 


34216 = 51837, 


2. 17974 12) = 34216 = 51837, 


Casos especiales en cambios de sistemas de numeración: 


"Trasladar un nümero de un sistema diferente al decimal, a otro sistema, también diferente 
al decimal, directamente, sin utilizar como intermediario al sistema decimal". 
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Se presentan dos variantes: 
Primera variante: 
“Cuando la base del número propuesto es mayor que la base a la cual se va a trasladar”. 


Aplicación: 


Trasladar el número 68% „а base ocho. 


Método: 


Se aplica el método de las divisiones sucesivas, efectuando todas las operaciones en el 
sistema del número propuesto (once). 


Divisiones sucesivas 
(Hasta que el cociente sea menor que el divisor): 


Tabla en base once : 68a 4 8 
8x1 = 8 
Вх 2- 15, 66 940 8 
Min uL. 2а 8 119 8 
8x4= 20, -—— 
8x5= 374, 2a 14 8 16 
8x6= 44i cw 
8x7= Sla, e 8 49 15 |. 8 
uai Кот 70 44 @-—® 
8х9 = 664, m 
8xa= 73 66 


68 once) = 21554000) 


Segunda variante: 


"Cuando la base del número propuesto es menor que la base a la que se va a trasladar". 
Aplicación: 

Trasladar el número 21554 h) a base once. 

Método: 


La nueva base (once), se representa en el sistema del número propuesto (ocho), y luego 
se procede como en el caso anterior, efectuando todas las operaciones en el sistema donde 
se encuentra el número propuesto (ocho). 
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La base once se representa en base ocho: 


10 


ЧЕНЕ А: ЧМ 


Tabla en base 8 Divisiones sucesivas 
18, X 1 = 13, 21554 

130 Dao 268 13 

13a X 3= 414 65 

135 x4- 540 54 

136 Xi em 67 e) 115 

13, X6 = 1024 115 

185 7 = 115g [Cy] 

135 x8z 130 

136 x9= 1435 

13, X € = 56, 2155 ocho) = 689 4, 


Conversión de base “n” a base "m" siendo m = n* 


Método: 


A partir de la derecha se separa en grupos de "K" cifras, luego cada grupo se convierte al 
sistema decimal; estas conversiones determinará las cifras del número en base (n^). 


Ejemplo 


21121210121212 4, abase 81 ( 3* ). 


2 | ї 42 M 2 | тода 2 | Е 2,6 2 
2x341-7 |1х 3+2 х 3? +1 х 3+2] 1x 9 +1х3+2 | 1х3 +2х32 + 1х3+2 = 50 = Ө 


Qai |^ СЕ, Y espa Sl 


211212101212124 =7020g,, 
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4.2. 


Tercer caso especial 


Conversión de base n' a base "n" 


Método: 

Cada una de las cifras se convierte a base “n”, teniendo cuidado de obtener períodos de “k” 
cifras; si algün período resultase incompleto se le cargará cero(os) al a izquierda hasta 
completarlo. 

Ejemplo 


2345761, a base 2 : 8 = 23 petos 


2 3 4 5 7 6 1 
10 | 011 100 | 101 | 111 | 110 | 001 


2345761 (в) = 10011100101111110001 02) 


Cambios de sistemas de numeración con nümeros fraccionarios.- 


Ter, Саво: 


Dada una fracción exacta o limitada del sistema decimal, representará en otro sistema 
de numeración.- 


Aplicación: 
0.7 a base 8 


Procedimiento: 


e. E E 7 (ocho) 
' 10 > abase 8 12 (ocho) 


Se realiza la división en el sistema de base 8 


7 _ no CUTS 
= — =————= 0.54631 
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Tabla en base 8: 


Ur oes Ye 
12x2 = 30 
12x3 = 44 
12x4 = 60 
Jr rl 
12x6 = 90 
12x7 = 104 


Método práctico: 


Setraza una vertical en el punto 
de fracción del nümero dado. 


La parte decimal se multiplica 
porlanueva base; del resultado, 
la parte entera se coloca a la 
izquierda de la vertical y la parte 
decimal se vuelve a multiplicar 
por la nueva base y así 
sucesivamente. 


Nota: 


Para convertir un nümero que tiene parte entera y parte decimal, se trabaja por separado, 
trasladando primero la parte entera y luego la parte decimal y luego se suman ambos 
resultados. 


Aplicación: 


Trasladar 31.237 a base 5 


Procedimiento: 


1° Con la parte entera: 31 5 
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2%. con la parte decimal 


0.|237 x 


| 0.237 = 0.10430 „у 

X 

X 

e ^. 31.237 = 111.10430 ¡cc 
X 


O йб, 


Dada una fracción exacta en cualquier sistema, trasladarla al sistema decimal.- 


Aplicación: 0.25 a base 1 o. 


Procedimiento: 


2 > abase 10 


ÜZe)7 107; > abase 10 
2 2 Е DUM З А 
0.2 = = — se ejecuta la división en el sistema decimal . 
(sete) 10(7) 7 
GS 
0.20 eto) = 0.285714 


Método Práctico.- 


La nueva base (10), se traslada al sistema del nümero dado (7): 


Toss a 


Se multiplica la parte fraccionada por la nueva base; la parte entera se coloca a la izquierda 
de la vertical, la nueva parte fraccionada se vuelve a multiplicar por la nueva base, y así 
sucesivamente... 
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Е. 
0-2 Siete) = 0.285714 


10 


(siete) " 7 x. 


Transformar una fracción de un sistema no decimal a otro sistema no declmal.- 
Aplicación.- 
0.5 


осто) 8l sistema nonario. 
Procedimiento.- 
17. Se traslada al sistema decimal: 


5 -а base 10 


0-5 = TOfocho) —a base 10 


= 0.625 


E 
8 
2°. La fracción decimal equivalente se traslada al nuevo sistema aplicando el primer caso. 
0|. 625 x 
5|. 625 


0.5 (ocho) = 0.625 = 0.5(пиеме) 
5|. 625 
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em. 


Trasladar A fracción decimal inexacta a cualquier otro sistema.- 
Aplicación.- 
Convertir 0.7 a base 7. 
Procedimiento: 
7 > abase 7 1 O(siete) 


pile > abase7 12(=әе) 


Se ejecuta la división en base 7: 


0.7= 53053 


(siete) 


3. PROGRESION ARITMETICA 


Se denomina progresión aritmética o por diferencia a una sucesión de términos dispuestos 
ordenadamente tales como la diferencia entre dos términos consecutivos, es una cantidad 
constante llamada razón. 


También se puede definir como aquella sucesión en la que cualquier término es igual al 
anterior aumentado en la razón. 


Notación: 
Toda progresión aritmética se representa mediante el símbolo + colocado delante del primer 
término y entre término y término se coloca un punto de separación. 


Ejemplo 
16. 9.. 12 ПБ: - 210 progresión de razón:3 
Ejemplo 

Sea la progresión aritmética de "n" términos: 

жагда ана cU а C ха 


a, primer término ó término donde se inicia la Р.А. considerada. 
a, > último término o n-ésimo término. 

п — número de términos. 

S — suma de los "n" términos. 

r> razón 

[-8,-8,-8,-8,-8,-8, = .......... =а„-а, 
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C) а >а, P.A. creciente: +8 . 15 . 22 . 29 . 36. 43... 


r=15-8=7 
r=a,-a., © a,=a., No existe P.A. 
O а <а,, Р.А. decreciente: +( -8 ) . (-10).(-12).(-14) 
г= -2. 
Propiedad: 


En toda P.A. la suma de los términos equidistantes de los extremos es una cantidad 
constante a través de toda progresión e igual a la suma de los extremos. 

Cuando el nümero de términos es impar, el término central de la progresión será la media 
aritmética de los términos extremos. 


Cuando “п” es par: 


5 8, y a, a, E a, E 853.852 F а; 3 8, 
a, +а =a, +a, 78, *8,, =...... 
Cuando "n" es impar: 
u а.а; Жа, ТРЕЕ а, аб а, 
as BE lugar tc = nail 
Ejemplo "n" par: 
ISP 519528 327 3l 
Ejemplo “n” impar: 
E: 7+1 
to. 
+3.8.13.(8) . 23. 28 . 33 lugar аг = == = 4 


( media aritmética ) 
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Término de un lugar cualquiera (lugar "n"): 


Elvalorde un término de lugar cualquiera es igual al primer término más tantas veces la razón 


como términos le anteceden a dicho término. 


Sea la P.A.: 
жана а а error кт a, 
lugar valor 
o 
1 a, 
o ES 
2 a, ¿Er 
o — — 
3 а, = а„+г = а, +2г 
о 
4 а, = а, 


n? a,.(a, *r).(a, +2г).(а, + 3r). 


Razón: N? de términos: n- Sa 


Suma de los términos: 


Se dan las siguiente fórmulas: 


I. Formula en función de a,, a,, y n: 


Il. Fórmula en función de a,, n y r: Г EAS 


2 


importante: 


Las fórmulas que indican las expresiones ( с), ( В ), ( x ), se utilizan en la resolución de 
problemas sobre numeración donde intervengan series numéricas (series que sean Р.А.). 


Ejemplo: Cuanto suman los términos de la siguiente serie: 
$5=12+15+18+............. PEE ИЯ 


27 términos 
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Solución 


Primero, debemos conocer cual es el ültimo término ( a n) 


Como: 

a, = último término 

a,=a,+(n-1)r a, = primer término 
г = razón. 

a, = 12 4 26 x 3- 90 

as (2:99) 2721377 

2 
PROBLEMAS RESUELTOS 


Observaciones Previas 


Si dos nümeros enteros son iguales y estári representados en distintos sistemas 
de numeración, el que "aparenta" mayor valor, tendrá menor base. 

Si dos números fraccionarios (cimales) son iguales y están representados en 
distintos sistemas de numeración, el que “aparenta” mayor valor, tendrá mayor 


base. 

Por lo general, este tipo de problemas se resuelven aplicando descomposición 
polinómica y recordando que en ningún sistema de numeración un número puede 
empezar por cero a la izquierda. 

Debemos reiterar que las cifras de un sistema de numeración son siempre 
menores que la base. 


1. Hallar a + b, a partir de: 1ab4 wu n31 (6) 


Solución 


De acuerdo a ( 1% ) podemos establecer que: 

4 «fer Bis => i 

tendremos: 

1ab4 q) = 531 para determinar "a" y "b" bastará con trasladar 531, a base cinco y 
se obtendrá: 1244 


Rpta. ..a=2 a b=4 > a+b=6 
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¿En qué sistema de numeración el número que se escribe 0.1664 en base diez, está 
representado por 0.0404? 


Solución 
Sea "n" la base 
De acuerdo a ( 2 * ) podemos establecer que: 


4« n«10 
0.1664 = 7 descomponiendo polinómicamente: 
2 6 EN 23.4 
T MTM nont 
Para que la igualdad ( 1 ), se verifique, "n" sólo puede usar los factores 2 y 5, por lo que se 
deduce que "n" no puede ser más que 8 ó 5. 
1 


4 
Para n = 8 no cumplirá porque: z <io 


-. n = 5 debe ser la solución. En efecto: 


Ma ams v - 
25 625 100 10000 


1664 _ 1664 


10000 10000 


Rpta. En el sistema de base 5. 


Hallar "n" en la siguiente igualdad: 0.01 02, = 0.0432 
Solución 


Podemos establecer que: 2<n<10  [Por( 1*)] 


: i 2 4 2 
Además: == RT E 
^ qw 40 ЧОП 10 

m«2 27 

п 625 


625r? + 1250 = 27n* 

1250 = n? ( 27n? - 625) 

2 x 5‘ = г? ( 27n? - 625) ordenado 

2 x 5? х 5? = г? ( 27n? - 625) o [n=5] 
Rpta. n=5 
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Si: abcag = ddbc a, ; hallar a, b, c y d. 
Solución 
Se cumple que: a,b, yc«8^ az0 


abcag, = абс ¿2 
Descomponiendo polinómicamente: 
a(8&)+b(8)+c(8)+a = 9 123) + @ 122) + Ы 12) «c 


513a + 526 + 7с = 18724 
520 + 7c = 1872d-513a < 413 Porque: El máximo valor 


de 52b + 7c es: 52( 7) 
+7(7)=413. 
1 CEU (о) 
2 I EU (p) 
De (а): 
52b + 7с = 1872(1) - 513( 3) = 333 > b26;c- 3 
De (В ): 


52b + 7с = 1872(2) - 513( 7 ) = 153 Sb =2; с=7 


З 6 3 1 
Rpta... a < b « сЕ é y d « 
7 2 7 2 


Hallar la diferencia entre el mayor nümero en base 7 de la forma a b c y el menor nümero 


en base 5 de la forma def , sia letra diferente corresponde número diferente, dando la 
respuesta en base 10. 


Solución 


El mayor nümero de 3 cifras en base 7 que cumpla con que sean diferentes es: 654 т Y 
el menor en base 5 de 3 cifras diferentes es: 102, 


6540 =4=5 x7 + 6x 49 = 333 
102 =2=25= 27 


Rpta. La diferencia es 333 - 27 = 306. 


Si en cierta zona se usel sistema попапо para las medidas. Determinar cuántas pesas se 
usarán como mínimo para equilibrar un objeto que pesa 3026 kilos. 


Solución 


Lo que el problema pide es hallar la suma de cifras del nümero 3026 en base 9. Debido a 
que se usarán pesas de 1, 9, 81, 729, .....kgs. 


Luego: 
3026 9 
32 336 9 4 
56 66 37 9 
(2) 4 — — — — (3)«— (1) 4——— (4) 
3026 = 41324, 2+3+1+4 = 10 


Rpta. Se usarán 10 pesas. 
Existen 2 valores de "a" que cumplen: 

a(a +1) (a*2)(,3) = 105140) 
Dar su diferencia: 


Solución 


Aplicando la descomposición polinómica: 


(а+ 2) +(а+1) (а+3) +а(а+3)2 = 5 + 1 х( 4а ? 


Efectuando: 
a+24+a? + 4а + З + аз + ба? +9а = 5 + 16а? 
14а + 7а? + a? = 16а? +а 
Ordenando: 
а? - 9а + 14-0 
Factorizando: 


(a-7)(a-2)=0 


Rpta. Los valores de a son 7 y 2 y su diferencia es 5. 
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Si: abc y + ab 6) + bc, = 693 


Hallar: ax b - c 


Solución 


Descomponiendo: 
4: bcc, = 693 
c + 9b + 81а + b + 8a + c + 7b = 693 


89a + 17b + 2c = 693 


Además: 
а<9, b<7, с<7 

Luego: 
574«89a«693 > a=7 
17b + 2c = 693 - 623 = 70 
17b+2c=70 > а=7 
y 4 Eg f 

с= 1 

4 1 

Luego: 


Rpta. 7x4-1=27. 


ANITALAVALATINA yy es el menor número capicúa posible, siendo que a letra (+) 
corresponde número + 


Hallar: ISLA y. Dando la respuesta en base 10. 


Solución 


En primer lugar determinemos cuántas cifras diferentes intervienen en el capicúa. A, N, l, 
T, L, V, para que sea el menor posible: A=1,N=0,|=2,T=3,L=4,V=5,yM=6. 


Luego: 


11А, = 2541, donde S sólo puede ser 7. 


(8) (8) 


2741, = 1+4х8+7 х8 +2 х 83 


(8) 


Арка. ISLA (у = 1505 


10. 


11. 


Carlos al efectuar la transformación de un nümero a base n, por el método de divisiones 
Sucesivas, por equivocación disminuyó el cuarto residuo en 5 unidades. Si el error cometido 
fue de 3645 unidades. Indicar cuántos valores puede tomar el residuo equivocado. ( Los 
cocientes en todo momento fueron exactos ). 


Solución 


Sea N el número a tranformar y r, es el residuo equivocado el verdadero es r, +5 


El número verdadero debió ser:  ...... (4+5 )ra tuy 


El error cometido es la diferencia y por dato 


— —À ЖЕНЕР Зд 2 
rs (4+5 зм, = nn, = 5n = 3645 
n=9;r,+5<9 r,<4;r,=0,1,2,3 


Apta. r, toma 4 valores. 


Mario, al efectuar la transformación de un número a base n, por el método de divisiones 
sucesivas, por equivocación disminuyó el tercer residuo en 4 unidades. Si el error 
cometido fue de 144 unidades, indicar la base n. (Los cocientes en todo momento fueron 
exactos). 


Solución 


Sea N el número a transformar y r los residuos r, es el residuo equivocado el verdadero 
es г,+ 4 
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El número debió ser) ..... (5 + 4) t fy 


El error es la diferencia y por dato: усе = m = 4m = 144 
Rpta. De donde n = 6 

12. Enel sistema octival. ¿Que número es igual al cubo de la suma de sus tres cifras? 
Solución 
Podemos establecer: abc, =(a+b+ bis 
como: 100/8) < abc(g < 1000 


64 « (a & b с) « 512 5 


4<a+b+c<B>a+b+C= Es 
7 


SE a+rb+c=5 2521754 > 1+7+5 =13 25 Nol 
a+rb+c=6 => 6* = 330/g, > 3+3+0 =6 sil 


a+b+c=7 > 7° = 527, > 5424721427 No! 
be 3 
Luego: abc¿=330/, уа que 330, = (3+3+0)g) 


* Rpta. .. El número es: 330 2) 


13. Hallar el valor de "x", para que 62 x 6,,,, sea cubo perfecto. 


er 
Solución 


Por condición del problema, podemos establecer: 
62x 6p = К кем 
Descomponiendo polinómicamente: 
607°) +2( 72) +х(7) +6 = Кк? 


2162 +7 х = КЗ 
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—— ————Q — ——— —— 


7 
se deduce que: К> 2162 >k=13, 14, ... 
sólo cumple: ar 
13° — 2162 
por lo tanto: x= ташы 5 
Rpta. X25 


14. Trasladar el nümero 132, abase (n2): 


Solución 


1' E! número 1320 lo pasamos a base 10: (Ruffini) 


1 (n+3) (n+3)n +2 


2° El número (n + 3 )n + 2 lo pasamos a base ( n +2) 
(п+3)п=2 = п + Зп+2 = п = п+ 2п+2 = п(п+ 1) + 2(п+ 1) 
(п+3)п=2 = (n«1)(n«2) 


Aplicando divisiones sucesivas: 


(п+1)(п+2) п+2 
-{п+1)(п+2) (п+1) 
0 


Rpta. ~. 1320) = (n4 1) 0 m3) 
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15. Hallar: 


i a+b+n; si1tab = 92 


ii) Si un número en base 10" tiene tres cifras; en base 10. ¿Cuántas cifras tendrá? 
Solución 
i) 1 a b 
n+1 an+b © n=6, Ey uw sets 
7 9 
Rpta. a+b+n=10. 


li) Sea N el número de З cifras en base 10" 
Se cumple: 


(10? < № < (107) 
102" < N < 10? 


100....0 <N<1 00......0 
2n ceros 3n ceros 


Rpta. ~. N tendrá: de (2n + 1) a 3n cifras, 


16. Cuál es la base del mayor número de 20 cifras equivalente a: 


100 “nueves” 


Solución 

En general, el mayor número escrito en base "n" se representa así: 
(n- 1)(п – 1)(п— 1)......(п— 1), 

Efectuamos una breve inducción: 


Representado polinómicamente para un número de una cifra 


Para un número de dos cifras: 
(п – 1)(п – 1) у= п(п- 1) +п- 1 = п-п п - 1... = пг - 1 
Para un nümero de tres cifras: 


Para un número de. 20 cifras: aare E алаа ов = n?-1 
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17. 


18. 


19. 


Por condición del problema podemos establecer: 


v ———100 nueves —/ x ——— 100 nueves —— VY — — 100 ceros ———^ 


>n” -210'9 > n-105, 
Rpta. La base es 105 


Sabiendo que: 144. , = aa5, determinar a + n 


Solución 


n>4 
144, = aa5, descomponiendo polinómicamente: 


n? + 40 + 4 = 100a + 10а + 5 
> 15—nz13 л az2 


25 = п = 23 no cumple. 
Rpta. а+п=15 


El número 1x 8 se escribe en base 8, pero al transcribirlo se comete un error al escribir la 
segunda cifra, Si al pasar el nümero equivocado a base 10 se obtiene 180, determinar la 


suma de las cifras de 1 x 8. 


Solución 


180- 1x8 = аус, - abc, 


1x8 = abc, \ 180 - 1х8 = 8(у-Ы) 
(8) H 


El número equivocado 72-10x=8(y-b) =>x=4 luego 1x 8 = 148 
аус, = 180 


(8) 


Rpta. .. Suma pedida: 1 + 4 + 8 = 13 


Hallar la suma de las cifras de "S" 


“5° = 31+ 912 «31er т. ee 31 


(10) (з) 
Solución 
Trasladado los sumandos al sistema decimal: 
S=(3x7+1)+(3x10+1)+(3x13+1)+.... +(3x91+1) 
S= 22 + 31 + 40 + .... + 274 ..............-... ан (1) 


Se observa que los sumandos forman una progresión aritmética de razón 9. 
274-13 


# desumandos es: T Y =29 
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20. 


21. 
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28 sumandos « » 14 pares: 


ipi M MÀ 


S:2*22"4 3T a ДО ...... ERN ОО us Lus * 274 


5 = 22 + 14 х 305 = 4222 
Rpta. .. suma de las cifras: 4 + 2 + 9 + 2 = 17 
Dar la suma de todos los nümeros capicuas de 3 cifras que no tengan las 3 cifras iguales. 


Solución 


Hallando primero la suma de todos de todos los capicúas de 3 cifras y restándosele luego 
aquellos que tengan las 3 cifras iguales: 


Los capicuas de 3 cifras ordenadas son: 


1017202, 3035». ............5 909 = suma-zN 
(hi 421253313, аазы... , 919 >2=N+90 
(916282 ^ 383r... — 999 >Z=N+90x9 


Cada fila es de 90 unidades mayor que la precedente superior. Hallando: 
o 
N-9x( DN ) 


N = 4545, la > de todos los capicuas es: 4545 + 4635 + 4725 + .... + 5445 = 49,500 y la de 
los de 3 cifras repetidos es: 

( 111 р 909 9 
Luego X pedida es: 


Rpta. 49,500 - 4995 = 44,505. 


¿Cuántos números de 4 cifras significativas, diferentes existen en base "n" ( n > 4) de tal 
manera que su suma de cifras sea 10? 


Solución 

Se podrán usar las cifras 1, 2, 3, 4, ..... (n- 1). Al pedirse que la suma de cifras sea 10 y 
todas sean ( zs ) luego sólo se podrá las cifras 1, 2, 3, y 4. El problema queda restringido 
a formar #5. de 4 cifras «s con 1, 2, 3, y 4. 


ab cd 
4x3x21- 24 


Rpta. Se pueden formar 24 nümeros. 


— ———— À — — — o» 


22. 


23. 


24. 


Hallar a+b+c en: 


7(b+1)9 = abcc 


SE si tanto a como b son impares siendo: 


a+c 


b = — 


Solución 
Tratando de determinar si n es par o impar. 
Como b= = a impar = c impar ~ 


7(b +1)9-= c + cn + bn? + ап? ="Impar E 
Si n es par la suma es impar, si n es impar la suma daría un par ( >=) сото n < 10 > 


п= 8, 6 pares 4* < 7(b«1)9 
Luego: 7(b+1)9 = abcc,, 
709 + 10(b + 1 ) = 512a + 64b + 8c + c 
719 = 512a + 54b + 9c n=6 


"Ti 


Rpta. а= 1, b=3, c- 5, a+b+c=9. 


по hay valores 


Un número capicúa de 4 cifras es tal que la diferencia entre su cifra de millares y dë decenas, 
es 3. Si el nümero se divide entre 11 la cifra de las decenas del cociente es: 


Solución 


El capicúa es de la forma: (b +3) bb (b+3) Podemos establecer: 
(b+3) bb (b+3) = 11(101b+273). Si se divide entre 11 el cociente es 101b + 273 = 
bob + 273 y como b + З = a < 10 se deduce que la cifra de las decenas del resultado es 7 


Rpta. 7 


Si: N = 18 x 135 + 15 x 13* + 14 x 13? + 48, al convertirlo a base trece, se obtiene un número 
cuya suma de sus cifras es? І 


Ѕоіисібп 
№= (5 + 13)13° + (2 + 13 )13: + (1 + 13 )13: + 3x 13' +9 
М = 5( 135) + 13° + 2(13*) + 13° + 1( 132) + 139 + 3( 13) +9 


Ordenando: 
N=13(1)+13(5+1)+13(2)+13(1)=13(1)+13(3)+9 
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№= 1х (138) + 6( 135)  2(134) + 1( 132)  1( 1322) 4 3(13) +9 


Forma polinómica 


N = 1621139 


(vece) 


Rpta. Suma de las cifras: 1 46421-1434 9 = 23. 


PROBLEMAS 


1.  Exprese los nümeros siguientes en numerales egipcios: 
(a)77 (b) 629 (€) 90,909 (d) 2,507,916 (e)2124 
(f ) 1,001,116 ( g ) 808 

2. Escriba el decimal equivalente a los siguientes numerales egipcios: 
o do iod (C) eee 7770) {уи 


nnm 


(by ES diae (y 1? & Sa 


nanan in 


3. Escriba en numerales egipcios: 


(а ) la suma de (a) y ( b ) del problema 2. 
(b ) la suma de (a) y (с) del problema 2. 
(с) la suma de (b ) y (a ) del problema 2. 


4. ¿Cuál de los números representados por los numerales del problema 2 es el mayor y cuál 
es el menor? 
5. Exprese lo siguiente en numerales romanos: 
(a)26 (b)39 (c) 49 
(d) 342 (e) 431 (f) 449 
(9) 1551 ( h ) 1961 (1) 2409 
6. Exprese cada uno de los siguientes en numerales decimales: 


(a) XXXVII (b)XLIX (с) XCIV 
(d)CCCLXI (e)CDLVII (f) DCXLIV 
(g)MCLI  (h)MCMXLV ( i) MMCMXMCIX 


7. Establezca algunas ventajas del sistema romano sobre el sistema egipcio. · 


8. Para números menores que 1000, los datos de adición para el sistema romano son: 


ИШ = V ҮМ =X 
XXXXX =L IHE IS 
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10. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


CCCCC - D DD=M 


(a) Sume MDCCCLXII + CXLIV 

(nota: Aquí es útil de escribir CXLIV como CXXXXIIIL) 
(b) Sume: MDXII + DCVII 
(c) Reste: MCOCVI - DCLXIII 


(а) ¿Cuál es el siguiente de MCMXLIX? 
( b ) ¿Cuál es el siguiente de MCM? 


¿Que número es mayor, MMCMXXIX o MMDCCXXIX? 


Duplique cada nümero en el ejercicio 2. 


En los siguientes ejercicios, use d para digamma, k para koppa y s para sampi. 


Exprese los siguientes numerales decimales en el sistema jónico-griegos: 


(a)36 (b)39 (c) 49 
(d)342 ( e ) 431 (f) 449 
(g) 1551 (h) 1961 (i) 2409 


Exprese los siguientes numerales jónico-griegos en notación decimal: 


(a) нб (b) n& (c)x v Y 
(d) сё (e) pop (f) p 1x 
(9) d^ uie (h) Ө yke (i) мб Et 


Exprese algunas desventajas y ventajas, aparte de las mencionadas con anterioridad, del 
sistema jónico-griego comparado con los sistemas de numeración romano y egipcio. 


¿Qué número sigue a(a) ox y ? (b)onp ? 
¿Cuáles son el mayor y el menor número en el siguiente conjunto? 
[x 68, "улг XP T 


Duplique cada número en el ejercicio 2, (а), (а), ( g ) y escriba el resultado en numerales 
griegos. 


= RESOLVER LOS SIGUIENTES EJERCICIOS -—— — — ————— 


413212 a base 6 
2124467 a base 12 
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3. 326546 a base 7 

4. 12211122 a base 13 

5. 477912abase21 ` 

6. 549872 a base 7 

7. 953785 a base 3 

8. 325476 a base 2 

9. 854763 a base 16 
"10. 151234 a base 17 

11. 383945 a base 23 

12. 2345321, a base 10 

13. . 29098x,,., a base 10 


14. 5270920. a base 10 


(11) 


15. 121210102012, a base 10 


16. 34590X8,, a base 10 


(12) 


17. 10100101001110,,a base 10 
18. 275430615, a base 10. 
19. 523041032, a base 10. 


20. Escribir en base 5 los números 25,,, 45302fB,, 101011101, 


112)" 


21. Escribir en base 13 los números 1234568, 12101210120, &1B2X38,4 


22. 30466, , a base 8 y comprobar efectuando el inverso. 


(12) 


23. 49327,,,, a base 14 y comprobar reduciendo ambos a base З 
24. 124231, base 20 
25. 208765, a base 7 


(12) 


26. 10121, a base 2 


27.- 403201, a base 7 
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28. 
29. 
30. 
31. 
32. 


33. 


15. 


16. 


5389026 ,,, a base 21 


on 
3217941, a base 2 

92100f ,, a base 6. Е 

Escribir en numeración decimal los nümeros 101, 1010, 1111, 110101 escritos en binario. 


Escribir en base 5 los nümeros 24, 25, 26, 100, 125, 250, 1000, 3124, 3129. 


Escrito el número 30467 en el sistema duodecimal, escribirlo en base 7. 
% 


—— EFECTUAR LOS SIGUIENTES EJERCICIOS 


0.213614, a base 10 y comprobar con la inversa. 


0.1903P45,.. a base 10 


(12) 

0.1901,,, a base 10 
e 

0.34256,,, a base 10 

0.212346 „ a base 10 

0.564217,,, a base 10 


0.234987, 


uo à base 11 


2.6943201 a base 5 

n 
0.237 a base 17 d 
213.214, a base 7 y comprobar reduciéndolas a base 12 
145.12, a base 2 y comprobar reduciéndolas a base 8 
1010.11101,, a base 12 y comprobar reduciéndolas a base 9 
471 2.2167, abase 9 y comprobar reduciéndolas a base 10 
10012.2001 a base 4 y comprobar reduciéndolas a base 12 


Reducir a base 3: 5/8, 4/9, 25/37 


Escribir en base 12: 4/13, 2/21, 7/45 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE CONTEO DE CIFRAS 


Observaciones IPrevias | 


Recordar que disponemos de 2 métodos para contar cifras: El método clásico y la 
fórmula. 


Hallar en qué sistema de numeración, es posible que al escribir todos los números de tres 
cifras que no sean capicuas se empleen 1176 cifras. 


Solución 


Sea “n” la base. Los números de tres cifras serán de la forma: 


ЕЕ = Los capicuas 
a DE ср; 


| m p mq 


Y 
valores (n - 1)(n)(n) | | 
Total de números = п( п - 1) (MEND) 
Total de números capicúas: n( n - 1 ) 


Entonces, el nümero de cifras empleadas en numerarlos nümeros de tres cifras, no capicuas 
es: 

31n?(n-1)-n(n-1)]= 1176 

Rpta. = п = 8 


Un número siendo escrito en el sistema de base a, se puede escribir en el sistema de base 
b, sin pasar por el sistema decimal? 
Aplicar a un ejemplo: 25341, escrito en el sistema de base 6, debe ser escrito en el sistema 
de base 8. 
Escribamos sobre una línea la serie natural de los números en el sistema de numeración 
de base a; es necesario de disponer de a - 1 cifras, el nümero a siendo por convención 
representado por 10 ( 1 unidad del 2do. orden y O unidades del 1er. orden): 
8-1 cifras 
EE B .&, B.10, 11, 12, ...1a, 18, 20, 21, 22, ...20, 28, 30. 
Del mismo modo, escribamos la serie análoga correspondiente al sistema de base b: 
кеша, 
ls се Ду B^ 10, 11, 12...10“, 18”, 20,21, 22,...20, 2p', 30., y a todo número de 
la serie i hagamos corresponder el número de la misma fila de la serie li. Luego, 
si N es un número dado de la serie ! , el número N ‘que le corresponde en la serie Il 
es este número N transcrito del sistema de base a en el sistema de base b, y 
reciprocamente. Se ve luego que es teóricamente posible pasar de un sistema de 
numeración a otro sin intermediar el sistema decimal: este paso de un sistema a otro 
quedaría limitado en la práctica a las series I y II. 


Pero el método llegando a ser una aplicación dificil en el caso de los grandes nümeros, 
conviene buscar un procedimiento más directo. 


Sea Q una colección de objetos semejantes: contar estos objetos en el sistema de base a, 
es agrupar estos objetos a por a, después a? por a?, etc., de tal modo que si mnpqrs en el 
número N de esta colección de objetos, se puede decir que N comprende s objetos, después 
r grupos de a objetos, después q grupos de a? objetos, etc., s, г, ........ m siendo todos 
inferiores a a. 


Escribir este nümero N en el sistema de base b, es repartir los objetos de la colección Q por 
grupos de b, b*-b*, etc., lo que se hace dividiendo N por b, después del cociente obtenido 
por b, etc. Como nosotros hacemos abstracción del sistema decimal, esta divisióri se hará 
practicamente según las reglas particulares de las cuatro operaciones en el sistema de base 
a. 


Para fijar las ideas, vamos a escribir el número 25341 del sistema de base 6 en el sistema 
de base 8. 


Formaremos previamente las tablas en el sistema de base 6. 


(adición y sustracción) ( multiplicación y división) 
0 1 2 4 br 10 1 2 3 4 5 10 
A MGE AEN а [Ne PSSE BS MINNS ът 
2 3 4 5910 di [12 2 2 4 10 12 14 20 
3 . 4.315. e 12, 013 B 231.080.0919 12201129806 
4 5 40 TUNER Be tA 4 4 312. 20. 24 34321340 
8* 10 11 12 MOS БҮ 5 "Mao 32 Реб) 
10 11 12 134 14 15 20 10 10 20 30 40 50 100 


Acontinuación se debe hacerla división de 25341 por8; debemos observar que en el sistema 
de base 6, no existe la cifra 8; este nümero se escribiría 12;ahora hay lugar para hacerla 
división de 25341 entre 12 con la ayuda de las tablas precedentes 


El último cociente 11 siendo más pequeño que 12, la división no puede ser continuada; mas 
es necesario observar el número que se escribe 11 en el sistema de base 6 e escribe 7 en 
el sistema de base 8.Luego el número 25341 (base 6) se escribe 7335 en el sistema de base 
8, lo que puede verificar fácilmente por el método ordinario. 
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¿Cuántos números diferentes de "n" cifras existen y cuántos caracteres ocifras se necesitan 
para escribirlos todos? 


Solución 


Los números de una cifra comienzan con 1 6 10°, para terminar en 10, ellos son 10- 1 = 9 
y es necesario 9 cifras para escribirlos. Los números de dos cifras comienzan en 10 para 
terminar en 10? exclusive, luego hay 10?: 10 = 100 - 10 = 90, y es necesario por lo tanto, para 
escribirlos, 90 x 2 = 180 caracteres. 


Los nümeros de tres cifras comienzan en 10? para terminar en 10? exclusive; hay luego 10? 
- 102 = 10 10- 1 ) = 100 x 9 = 900, y es necesario para escribirlos 900 x 3 2700 caracteres, 
etc. 


De un modo general, los números de n cifras comienzan en 10”! para terminar en 10" 
exclusive; ellos son luso en número de: 


10° - 10" = 10*( 10 - 1 ) = 10% x 9, 
y es necesario para escribirlos: 10%' x 9 x n caracteres. 


¿Cuántos números diferentes hay hasta un número de "n" cifras a lo más y cuántas cifras 
ocaracteres son necesarios para escribirlos todos? 


Solución 


Según el razonamiento que precede, el número de los números diferentes no teniendo más 
de n cifras es: 


(10-1) + (102 - 10) + (10?- 102) 4... + (10^' - 107) + (10^- 10") 6 10" - 1 
es decir un nümero constituido por la cifra 9 repetido n veces. 


El número de caracteres para escribirlos es: 


(10-1) + (10"- 10) + ( 10"- 102) +... +(10"- 10%) ó 
10^ n- (1+ 10 + 102 4... 10%), 


oaün 109xn-111........... 111 


es decir un nümero comenzando a la izquierda por ( n - 1 ), teniendo 9 por cifra de las 
unidades y todas las otras demás cifras son 8. 


Se escriben todos los números del 1 a "n" cifras inclusive: ¿cuántas veces se encuentra la 
misma cifra? . 


Solución 
El razonamiento hecho para una cifra significativa cualquiera sería evidentemente el mismo 
para todos; consideramos luego la cifra 1. 


1° Deliag,esdecirparalos números de una sola cifra, la cifra 1 es evidentemente escrita 
más que una sola vez. 


ps 


39 


4° 


Rpta. 


¿Cuá 


De 10 a 99, es decir para los números de dos cifras, la cifra 1 es escrita en primer lugar 
10 veces ala izquierda, en la primera decena después 1 vez a la derecha, en cada una 
de las nueve decenas, o sea en total 19 veces. 


Por lo tanto, para los números 1 y 2 cifras reunidos, la misma cifra es escrita 1 + 19 
© 20 veces. 


Pasemos a los números de 100 a 999, es decir a los números de 3 cifras. 

La cifra 1 es escrita primeramente 100 veces, a la izquierda en la primera centena; 
después 10 veces ala derecha de la cifra de las centenas en cada una delas centenas, 
o sea 90 veces para las 9 centenas, y en fin 10 veces a la derecha de la cifra de las 
decenas en cada centena, o sea 90 veces para las 9 centenas. 

Luego para los números de 3 cifras, la cifra 1 ha sido escrita 100 + 180 = 280 veces, 
y para los números de una, dos y tres cifras, la misma cifra se escribe: 


20 + 280 = 300 veces y 300 = 3 x 10? 


Números de cuatro cifras de 1000 a 9999. La cifra 1 es escrita 1000 veces a la 
izquierda en el primer millón, 100 veces a la derecha de la cifra de los millones en cada 
millar, 1100 a 1199 de 2100 a 2199, ..., de 9100 a 9199, es decir 900 veces para los 
9000; la misma cifra 1 es escrita 100 veces a la derecha de la cifra de las centenas en 
cada millar, 1110 a 1119, de 1210 a 1219, de 1310 a 1319, ..., de 1910 a 1919 para 
el primer millar, y asimismo para otros millares, o sea en total 900 veces. 

En fin, 1 figura en 100 veces a la derecha de la cifra de las decenas en cada millar y 
por lo tanto 900 veces en el lugar de las cifras de las unidades. 

En resumen para los números de cuatro cifras, se tiene que escribir la cifra 1: 


1000 + 900 x 3 = 3700 veces. 

y para los números de 1, 2, 3 y 4 cifras, la misma cifra es escrita: 3700 + 300 = 4000 
veces y 4000 4 x 3* 

Sin seguir más adelante, se ve fácilmente que esta ley es general, y concluiremos que 
para los números de 1, 2, 3, 4,...., n cifras reunidas, la misma cifra es escrita: 


n x 10”! veces. 


ntos nümeros de "n" cifras hay en el sistema de base "a"? 


Solución 


El más pequeño número de "n" cifras en cualquier sistema de numeración se escribe: 


„0, es decir, 1 seguido de (n - 1 ) ceros y sila base es “a”, este vale a”*; paralelamente 


n*1i 
el más редиейо número del sistema de base “a” que tiene n + 1 cifras vale a^; entonces 


razonando como en el problema 4, se ve que todos los nümeros de "n" cifras son todos los 


números consecutivos de la serie que comienza en а"! y termina en a^ - 1; su número es: 


Rpta. (24^-1)-2a" +1 = а-а"! = a"(a-1) 
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Se desea numerar un libro de 300 hojas en un determinado sistema de numeración. 
Sabiendo que si se aumentan 8,245 páginas más, el número total de éstas escrito eri base 
12 representa el número invertido de la compaginación. ¿Cuál es la base en la que se debe 
numerar dicho libro? 


Solución 


El libro tiene: 300 x 2 = 600 páginas en el sistema decimal. 
Con el aumento tendrá: 600 + 8245 = 8645 = 8645 páginas; esta cantidad en base 12: 8645 
= 5151, 
Por condición podemos establecer que el пйтего representa la compaginación en su 
sistema correspondiente será: 1515,,,. 
Se debe cumplir que: 
60021515, n» 5 n <10 
600 = m + 5п2 + п + 5 
595 = п( п? + 5п + 1) 
5х7х 17 = п(п2 + 5п + 1) 


Rpta. ©п=7 


Para numerar las 30 páginas centrales de un libro se emplearon 72 tipos de imprenta. 
¿Cuántos tipos se emplearon para numerar todas las páginas del libro? 


Solución 


Si todas las páginas centrales fueran de dos cifras se emplearían 60 tipos, y si todas fueran 
de tres cifras se emplearían 90 tipos. Luego debe haber “x” páginas de 2 cifras y “30 - x * 
de 3 cifras. 


Luego: 
2x + 3(30-x) = 72 
x = 18, 
Luego: 
Páginas centrales: ( 99 - 17 ), ...... ‚99, ....., (99 + 12) 
82583, .----:99 , 1002. 111 
Número de páginas del libro = 111 + 81 = 192 


Se emplean (cantidad de "tipos"): 


Rpta. 9+2x90+93x3 = 468 “tipos”. 


En la numeración de un libro, se comete el error de colocar 7 en vez de 2.Si se termina de 
enumerar el libro cuando se ha utilizado 419 veces el 7. ¿Cuántas páginas tiene el libro? 


Solución: 


Calcularemos el número de cifras “sietes” desde la página 1 hasta la página 700. Asimismo 
calcularemos el número de cifras "dos", puesto que estas son reemplazadas por sietes. 


La cifra dos es empleada: 


Como cifra de unidades (una vez por decena) 
Como cifra de decenas ( 10 veces por centena) 
Como cifra de centenas ( 100 veces) 


La cifra 7 es empleada: 


Como cifra de unidades 
Como cifra de decenas 
Como cifra de centenas 


Entonces de 1 a 700 páginas han entrado: 


240 + 141 = 381 sietes. 
Faltan: 419 - 381 = 38 sietes. 


Estos últimos 38 sietes se emplean: 


La cifra 2: como cifra de unidades 
como cifra de decenas 
La cifra 7: como cifra de unidades 


| como cifra de decenas 
como cifra de centenas 


3 
7 
2 
0 
2 


3 


70 veces 
70 veces 
100 veces 


240 veces 


70 veces 
70 veces 
1 vez 


141 veces 


veces 
veces 
veces 
veces 


6 veces. | 


8 veces 


Rpta. Por lo tanto el número de páginas que tendrá el libro será: 726 


Erréstenümeroter- 
mina el orden co- 


і rreletivo de pági- 


nas. 


10. Seescribe la serie natural de los nümeros hasta que el menor numero de cuatro cifras cuya 
suma de sus cifras sea trece. ¿Cuántas cifras uno se han escrito? 


Solución 


El menor número de cuatro cifras cuya suma de cifras es 13 es el 1039. 


Además: 


Del 1 al 999 hay 300 cifras "uno" ( ya deducido) 


De 1000 a 1039 en la cifra de los millares... 
en la cifra e las centenas ... 
| en la cifra de las decenas... 


i en la cifra de las unidades... 


Rpta. Se han escrito: 300 + 54 = 354 “unos” 


EM.» aa 


40 
0 
10 


54 
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11. 


12. 


13. 
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Se escribe en forma sucesiva todos los números pares de tres cifras. ¿ Cuántas cifras de 
esta serie son cifras impares? 


Solución 
100 al 198 >, enel orden de las decenas hay 25 cifras impares. 


+. 100 al 998 hay 25 x 9 = 225 cifras impares en el orden de las decenas. 


En el orden de las centenas hay: 


100.....-—— 5... 198 e, 50 cifras impares. 


En el orden de las centenas hay: 


50 x 5 = 250 cifras 


Rpta. .. Existen 225 + 250 = 475 cifras impares. 


Para numerar las páginas de un libro se utilizaron 768 cifras; si se malogró la cifra 6 y se tuvo 
que usar el 9 invertido; determinar cuántas veces se tuvo que utilizar la cifra 9. 


Solución 


Sea М el número de páginas del libro (“№ debe ser un número de З cifras) 
768=(N+1)3- 111 —› N= 292 páginas. 


Número de "6" y "9" usados en las unidades: 


6, 16, 26, 36 286 е, #5 = 286 (u dum; 
ALARMA T ; 2 = 10 10 
289-(-1 290 
LOO medo E 
9, 19, 29, 39,....289 2, #5 10 10 
En las decenas: 
60, 61,.....69, 160,.......169, 260,...........269 
e 9 MM MÀ 9" 
10 10 3 
90, 91,.......99, 190,.......... 199, 290, 291, 292 
M M A M 
10 10 3 


Rpta. Total: 29 + 29 + 30 + 23= 111 


Hallar en que sistema de numeración, es posible que al escribir todos los números de tres 
cifras que no sean capicuas se empleen 1,176 cifras. 


Solución 


sea abc,, = total de números = nxn(n-1) 


Además dpd = Total de números capicuas = п( п - 1) 
entonces cifras empleadas. 


3[n(n-1)-n(n-1)]=1176 
(n-1)(n)(n-1)27x8x7 


Rpta. — n-8 
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—ma PROBLEMAS PROPUESTOS SOBRE CONTEO DE CIFRAS 
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Para numerar un libro se emplean 153 cifras. ¿Cuántos tipos más se necesitarán si tuviera 
50 páginas más? 


a) 130 b) 132 c) 112 d) 141 e) N.A. 

Al numerar un libro en base 8 se emplean 263 tipos. Determinar cuántos tipos se emplearían 
al numerarlo en base 10. 

a) 171 b) 146 c) 189 d) 215 e) 122 

Para numerar las paginas de un libro a partir de la página número 100 hasta la final se 
deben usar 2,764 cifras. ¿Cuántas hojas completas tiene el libro? 

a) 508 b) 457 c) 507 d) 458 e) 455 

Hallar “a” sabiendo que para escribir todos los números enteros y consecutivos desde el 
número aa al aaaa se һап empleado 29858 cifras. 

a) 7 b) 9 с) 5 d) 6 е) 8 

¿Cuantas cifras se emplearán para escribir todos los números capicuas de 4 cifras. Se 
pueden formar utilizando solamente las cifras pares? 

a) 20 b) 400 c) 200 d) 80 e) 100 

Hallar ( a + b), sabiendo que para escribir todos los nümeros enteros y consecutivos desde 
el número ab аі abo se han empleado lab1 cifras. 

a) 12 b) 14 c) 9 d) 7 e) N.A. 

Cuántas cifras se necesitan para escribir todos los números tapicuas de 5 cifras que se 
escriben con cualquier cifra menos con el cero. 

a) 3654 b) 3645 с) 2745 d) 2840 e) N.A. 

Cuántas cifras se necesitan para escribirtodos los números capicuas de 4 cifras que existen 
en la base 8. 


a) 112 b) 224 c) 182 d) 264 e) N.A. 


Hallar a + b sabiendo que para escribir todos los números pares desde el número ab al 
número abab se han empleado 13122 cifras. 


а) 8 b) 10 c) 12 d) 14 e) 16 


¿Cuántas cifras se emplearán al representar todas las sumas indicadas de la forma: 


а12 + bcd ? 
a) 32400 b)24300 с) 48600  d)16200 е) 8100 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE SERIES NUMERICAS 


Observaciones 


- Debemos recordar como contar términos de una progresión aritmética; así 
tambien cómo contar cifras. 


- Cuando los nümeros propuestos en una serie, están escritos en distintos 
Sistemas de numeración, lo más recomendable es representarlos en el 
sistema decimal. 

- Recordar como sumar términos de una progresión aritmética 


Hallar cuántos términos existen en la siguiente serie: 


51, 46,,, 47, 51,, 50, 120 


(в), ay (81 (ay aun. (15) 


31, 34, 39, 46, 55, ....,255 


Solución 


Dándole là siguiente forma se tiene que: 


312 30 + 1 

34 = 30 + 1 + З 

39= 30+ 1+3 + 5 
46=30+1+3+5 +7 
55 =30+1+3+5+7 +9 


Suma de los números impares 
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(primeras) = n? 


255 = 30 +1+3+5+7+9 +... + (2п- 1) 
255= 30 +0. п = 2558 = 

Bpla- п=15 

Нацаг el término que sigue: 


30, 31, 35, 62, 318,... 


Solución 


Observando la fórmula de recurrencia se observa: 


30, 31,35. „62 18 
Ета Р So “6 A 


que el término siguiente se obtiene sumando el término precedente un número de la forma: 
KE di. 22738445. 


Luego el término siguiente es: 318 + 5° = 318 + 3125 = 3443 
Rpta. 3443 


¿Cuántos números hay en : 
47. 22, 54, 31. 61, 40,....184, 187, 193 


Solución 


Podemos separar dos series: 


47, 54, 61,......, 187 2, #términos= 187-40 4 
7 


22,31,40,.., 193 2, f términos = ESPE -20 

Rpta. ~. El numero de términos de la serie es: 21 + 20 = 41 

Determinar el valor de "x": 
Put р S "ar 
6 5 9 3 25 30 
int «^ i E LOS m 

Solución 


Como se puede observar el término superior se obtiene multiplicando los términos laterales 
y restándole el término inferior. 


ан ——— € e —MM M — 9 -— Rn 


с c -———  — MAP с а pere NE "ENEE. cc 


6x5-7=23 
9x3-15=12 


25 x 30 - 64 = x = 686. 
Rpta. 686. 


Hallar el término que sigue: 80, 80, 40, 120, 30, 150, 25, 175,... 
Solución 


Observando la regla de formación: 
80, 80, 40, 120, 30, 150, 25, 175 


175 
х1+-2х3-4х5- 6х7, Luego el término será: A is 
Rpta. 21.875 


El quinto término de una P.A. es 31 y el noveno término 59. Hallar el 12vo. término. 


Solución 
llb: 31 2 a, + 4r .......... (1) 
5B = а, XIBr .......... (2) 
(2)-(1y 28=4r A en (1): 
а, = 3 


2а, =3 + (12 - 1 )7 =80......... Rpta. 


Otro método: 


ИШЕ UT ^ e MA Ж. a, 

, y | 

31 59=31+4r 31+ (12-5 )г=31 + 7х7 
rcm a--IBD ed Rpta. 


Encontrar el primer término, la razón y el octavo término de una P.A. sabiendo que la suma 
de los "n" primeros términos está dado por la siguiente expresión: 


n( 3n 1) 


S,=a, +3,+a,+...+a,=n(3n+1) 

n= aaa) 1) э а, =4 а, =4л^ а, = 10 
п=2 ла, +а, =2(3х2+1) „ж AM r=a,-a, =6 
a, =4+(8-1)6=46. 


Rpta. 46 
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10. 


Dada la Р.А. + 5 . 10. 15......¿Cuántos términos de esta progresión hay que tomar a partir 
del término del lugar 14 para que sumen tanto como los nueve primeros términos. 


Solución 
HS и 
— sq- [29 * 0-7? Ja- 225 ^ 84 = 5+(14-1)=70 
a,=5 
a, =70 s'- (22930899 ys - 2s 
[# a5 2 
n =m 
( 140 + 5m - 5 )m = 450 
(28 + m- 1 )т = 90 
28m + m? - m = 90 
m? + 27m - 90 = 0 
т „+30 
pas 
m “з 
m=-30, 
(m«30)(m-3)-0; 
| mi 
Rpta. .. m-3 t 


Hallar la suma de los 20 primeros múltiplos de 3. 


Solución 


a, =3 

r-3 a, =3+(20- 1)3- 60 
а„=? 

Ара. . s- [227 joo- eso 


Hallar el 1er. término de una P.A. creciente de un número par de términos sabiendo que el 


producto de los extremos es 238 y la suma de los 4 términos centrales es 82. 
Solución — LaP.A.es:+a,.a,.a,.......a, HE ME ur 

2(а, a, ) = 82........... (2) 

a, +a,=41 
De(1)y(2) u?-41u+238=0 и-2!#®У729 _ 41127 
2 2 
34 
U= 
а 

Rpta. г.а, = 7 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE METODO COMBINATORIO 


Observaciones [Previas | 


к Cuando una letra se repite, sólo se le da valores a una de ellas 


En qué sistema de numeración existen 72 numerales de la forma: 
dz) " (5) 
2 2)(x) 


Sea “х” la base del sistema. 


Solución 


a n > 
O0 | 
2 2 /(x) 52) ‚ОО 72 combinaciones 
2 2 
2 0 х(х-2)=288 
4 2 о 1) 
(х-2) (х-2) 
valores SE E 
2 2 


a n 

a|— n |[— Н 

| 2 ) } | 2 ү =з eru = 72.combinaciones 

2 0 (х-1)(х-1)=288 

4 2 х2-1 =289 
х? =289 

E - = ПЕ 

(x-) — (c) 3 
valores ET кы) 
2 2 


Rpta. Se cumple en los sistemas de base 17 у 18 
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2.  Sihay(2n?- 5n?) números de 3 cifras en el sistema de base "n". Cuántos números den cifras 
hay en el sistema de base 5? 


Solución 
En el sistema de base "n": Existen: (n- 1 )п.п = n?(n- 1 ) números de 
3 cifras en base "n". 
bo Cin) 
| l Podemos establecer: 
valores: (n- 1) n n n*( n -1 ) = 2n? - 5n? 


m(n-1)2n(2n-5)—2 п = 4 


E cantidad de números de 4 cifras en base 5: 
С a b c d. 
SEE 


Rpta. 500 números. 


(5) 


A n 
= 


БОО nümeros. 


3. Sabiendo que hay 40 números más de la forma а (a-1) (b-1) b 


que de la forma: 
a (a+1) (b+1) b, Hallar “n”: 


(n) 


Solución 
a(a-1)(b- 1)b,, a(a+1)(b+ 1)b,, 
5d To 
х Y 

-. existen ó ym 
i 1 valores 1 i 
2 2 (n-1) 2 1 (n-2)n-1) 
: números ГЕРМЕ 

(п-1) (п-1) (ш = (n-2) 


valores: ( n - 1) (n-1) valores: (n -2) (n-1) 


Por condición: (n- 1? -(n-2)(n-1)-4025n-41 
Rpta. п = 41 
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———M o 


¿Cuál es la suma de todos los números de 3 cifras múltiplos de 5, es decir, que terminan 


en cero o cinco? 


Solución 


Los numeros son de la forma abc y existen: 
amip wc 


Lb 


valores: 9x 10x 2 = 180 números 


Suma S: unidades: (0+5)90=450 (pongo O llevo 45) 


decenas : 45418x 9x10 


= 855 (pongo 5 llevo 85) 


centenas: 85+20x 


9x10 - 985 
2 2 


Rpta. .. S = 98550 


¿Cuántos números de la forma a (a + b) ( Jb ) (2а) 0) existen? 


Solución 
En base 7 se pueden usar las cifras 0, 1, 2, .................... ‚6 
Рага а: 
О <баак а=12,3 
Para b: 


b =k? pues Jp es entero 
b=0,1,4 peroa*b-7 


Rpta. Hay 8 números. 
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6. ¿Cuántos números de З cifras, existen, en base 7, en las cuáles una cifra se repite 2 veces 
solamente? 


Solución 


En base siete las cifras son: 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Los números buscados son de la forma: 


t. abb = por cada valor de “a” hay 6 valores de "b", total: 36 
2.aba = por cada valor de "a" hay 6 valores de "b", total: 36 
З. ааб = por cada valor de "b", hay 6 valores de "a", total: 36 


-. Cumplen las condiciones del problema: 


Rpta. 36 + 36 + 36 = 108 números. 


7.  Enelsistema decimal. ¿Cuántos números de tres cifras alguna cifra cinco en su escritura? 


Solución 


Rpta. 900-648 = 252. 


8. ¿Cuántos números de 4 cifras comienzan o terminan en 7? 


Solución 
N?s que comienzan № que comienzan N?s que comienzan 
o terminan т + Nes que terminan | - | yterminan 
en7 en 7 en7 
N?s que comienzan : l 
o terminan = ( 1000 + 900 ) - 100 = 1800 
en7 
Rpta. 1800 
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10. 


11. 


En el sistema decimal. ¿ Cuántos números de cuatro cifras tienen algún cero? 


Solución 


N's que tienen algún cero = Todos los N's de 4 cifras - los N's que no tienen сего....................... (a) 


Los N's que no tienen ningún cero, son de la forma: abcd , donde: 


d Б Е d 
01001 3 4|» 
БОБ” A E 
Ө 56 9 8 


6561 no tienen ningún cero en (a): 
9x9x9x 9 = 6561 N's => N's que tienen algún 
cero = 9000 - 6561 = 2,439. 


Rpta. 2,439. 


Cuántos números detrescifras que notienen la cifra siete en su escritura tienen por lo menos 
una cifra cinco en su escritura? 
Soiución 


Nümeros de tres cifras que no tienen ningün 7: 
TCU 


8x9x 9 -648nümeros; de estos los que no tienen ningún 5 en su escritura son: 


ry] 
7x 8x 82488 nümeros. 


-. Tienen algún 5 en su escritura: 648 - 448 = 200 números. 
Rpta. 200 nümeros. 


¿Cuántos números de la forma (BaS (b « 2)(b -4) (18) existen? 
Solución 


En las unidades: O<b-4<18 = 4<6 


En las decenas: b+2<18 = b<16 


12 valores 
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a 
En las centenas: (+) = N' entero =» “a” es par: а = 0, 2, 4, ..., 16........... (1) 


2 
En las unidades de millar: 3a«18 = а<6....................... SEI ta ОИЕ (2) 
De(1)y(2): 
gaa =2, 4, 
2 valores 


-. Existen: 12 x 2 = 24 números. 


Rpta. 24 números. 


PROBLEMAS PROPUESTOS SOBRE METODO COMBINATORIO 


Cuántos números de tres cifras diferentes existen en el sistema senario? 


a) 100 b) 125 c) 200 d) 36 e) N.A. 


Cuántos números capicuas de cuatro cifras no son impares (en el sistema decimal). 

a) 50 b) 40 c) 45 d) 90 e) 60 

¿Cuántos números de tres cifras de la forma (a-2)(a+2) (2b) existen en base diez. 

a) 20 b) 30 c) 25 d) 15 e) 16 

En un determinado sistema de numeración existen 11 números de 11 cifras que empieza 
en cifra 3 y termina en cifra 4. ¿Cuántos números de 6 cifras en ese mismo sistema de 
numeración, no utiliza la cifra 3 y 4 en su escritura? 


a) 6? b)5x6”  c)8x9  d)8 e) 9% 


En el sistema de base "n", existen 91 números de la forma: ab (a+b) (n-a) 


GE (п) 
Hallar "n": 


a)8 b) 14 c) 13 d) 15 e) N.A. 
¿Cuántos números de cuatro cifras de por lo menos dos cifras iguales a ocho existen? 


a) 450 b) 320 c) 486 d) 355 e) 495 


En el sistema de numeración se cumple que la cantidad de números de la forma aba es 
igual a 4/5 del mayor número de dos cifras de dicho sistema. 


a)2 BIS с) 4 а) 5 e) МА. 


A SS — yv Mp pup wp e р але ppm mno rua p (pU {т 


ii. ie. ы 


10. 


11. 


¿Cuántos números pares de 4 cifras existen tales que en sus 2 cifras de mayor orden no 
figura ninguna cifra impar? 
LI 


a) 1000 b) 900 c) 800 d) 810 e) 960 


Cuántos números impares de 3 cifras diferentes pueden formarse con las cifras 0, 1, 2, 3, 
5, 6, 7. 


a) 80 b) 100 c) 120 d) 140 e) 144 


¿Cuántos números capicuas (de la base "n" impar) de 3 cifras de la forma (а) (2a) (a) 
existen tales que al convertirlo a la base n + 1 se escribe como a00? 


n-1 n+1 n-1 n-1 
anio ay dy EXP eU 


¿Cuántos números de 4 cifras distintas que terminan en 7 6 9 hay? 


a) 1088 b) 672 с) 1440 d) 784 e) N.A. 


193 


Capitulo 6 


LAS 4 OPERACIONES FUNDAMENTALES EN N 


TARTAGLIA, calculista del renacimiento, utilizó 
la primera letra del italiano pui, que significa más, 


para representar la adición. 


6.1 ADICION 


Discusión del concepto de adición: 


Consideremos dos conjunto disjuntos A y B 
es decir: A ^B =Q 


Consideremos además que: 


A=(a;e;i;o;u) n(A)=5 
В={ т; п;р } n(B)=3 
A U B={m;n;p} п(АИВ)=8 


Graficando en forma general: 


O también: 


al par ordenado la operación se le asigna el cual tiene 
(5.3) adición el número 5 + 3 tiene el nombre 
"estándar" “8” 


“Adición de números naturales es la operación mediante la cual se reunen dos o más 
números llamados sumandos, en uno sólo llamado suma”. 


su mandos suma (número) 
o total o suma total 


La suma es el número que representa el resultado de una adición. 


Leyes formales de la adición 


Las principales son: 


i) Ley de Clausura: "La suma de nümeros naturales, es otro nümero natural". 
Уа, б, с,....є N, (a+b+c+..) eN 


Por lo que también se dice que el conjunto de los números naturales es un conjunto cerrado 
o estable con respecto a la adición. 
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i) Ley de uniformidad: (igualdad): “Si se suman miembro a miembro dos o más 
igualdades, el resultado será otra igualdad". 


Va.b.c.deN 


a=b + 16=16+ 
c=d 14=14 
a+c=b+d 30 = 30 


ii) Ley Asociativa: (Reunir): “Si se reemplazan dos o más sumandos, por su suma 
parcial, la suma total, no varía”. 


Va,b,c,d, e N, se cumple: 
a+rb+c+d=S =a+(b+c)-d=S 
iv) Ley Conmutativa: (Cambiar): “El orden de los sumandos, no altera la suma", esto es: 
V a,b,c,d, є N, se cumple: 
a+b+c+d =b+d+a+c 


v) Ley de Monotonía: (Desigualdades). La ley de monotonía, con respecto a la adición, 
se divide en dos partes y un escolio: 
1ra.Parte: 


“Si se suman miembro a miembro, los términos de una igualdad con los de una 
desigualdad, el resultado será una desigualdad del mismo sentido que al anterior: 


Vajb,yceN: 
„Ё 
а = а + 8 =8 + 
bie 12>2 
a+b>az+c 20>10 


2da.Parte: 


” Si se suman miembro a miembro desigualdades del mismo sentido, el resultado 
será otra desigualdad del mismo sentido que los anteriores: 


Va,b,c,d,e,f, eN: si 


a>b+ 6 >4+ 

c>d 14>10 

e>t 20>8 
a+rc+e>b=+d+f 40 > 22 


197 


Escolio: “Si se suman miembro a miembro dos desigualdades del distinto sentido, el 
resultado no se puede anticipar"; esto quiere decir que se puede obtener desigualdades del 
1er. sentido o desigualdad del 2do. sentido o igualdades como se ilustra con los ejemplos 


siguientes: 
8 <40 + 4 <6+ 16> 10 + 
56 > 40 60 > 14 10 < 16 
64 « 80 64 > 20 26 = 26 
(desigualdad del (desigualdad del 2do (igualdad) 
ter. sentido) sentido) 


vi) Ley Modulativa: (módulo): 
Va bits є № 3!х/ a+x=x+a=asx=0 


Se Пата módulo de una operación al nümero que interviniendo en la operación, no 
altera el resultado. En el caso de la adición, el módulo es cero, llamado también elemento 
neutro aditivo. 


Nümeros opuestos o contrarios: 


El opuesto o contrario de un nümero "a" es aquel nümero ( -a ) que sumado con "a" 
nos da el módulo cero. 


Comprobación: 


Sea: a+x=0 >x=0-a > x=-a opuesto ó contrario de “a”. 
a+(-a)=0 
El opuesto o contrario de 8 es -8 
~ 8+(-8)=0 
El opuesto o contrario de -8 es -( -8 ) 
-8+[-(-8)]=0 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE ADICION 


Observaciones [Previas | 


ж Para resolver los problemas sobre adición, aplicaremos básicamente el algorítmo de 
adición, recordando, sobre todo en los problemas literales, que cada letra representa 
una cifra y máximo valor de ésta, es una unidad menos que la base. 


En el sistema decimal, entonces, la suma de 2 cifras no pasa del 18; la suma de tres 
cifras no pasa de 27; etc. 


En algunos problemas literales recurriremos a la descomposición polinómica. 


1.  Hallarla cifra de las decenas del resultado de sumar todos los nümeros formados por ocho 
"nueves" y un "siete". 


Cum 


Е ` 


Solución j Nueve sumandos. 
d Se observa que en cada columna hay 8 “nueves” y 


799999999 + un "siete" por lo que cada columna suma: 
979999999 8x9+7=79 
097999999 Ч БА p ara A ads: m 
ХӨ F7: pongo evo 
999999997 $ En la columna de las decenas: 
87...77769 8 х 9 + 7 = 86 (pongo “6” y llevo “8”)y así 
sucesivamente.. 
87...77769 


Rpta. 87...77769 


2. Si: (Cada asterisco representa una cifra). 


l.a3+ra6bb=4a7+* 


Hallar a + b. 
Solución 
VIAS + Analizando la cuarta columna se deduce que a - 2 6 3 
a6bb s Para a = 3 no resulta, pero si a = 2 
v : Completando: 
x 
1.аз+ b=5 
a66b x=6 -.arbs24527 
y-8 


4a7* 
Rpta. a+b=2+5=7 


3.  Hallara - b 4 c. si: 


ab+ba+cc=dae y d=c-b, e=2b 


Solución 
ab + * Se deduce que: 
ГЕ р+с=9, а = 1, además е=а - 1 
de * Por dato: 
Ex — с-Б=1 5с=5 ybz4 
dae e=2b = e=8ya=9 


a+b+c=18 


Rpta. a+b+c 18 
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Hallar la suma de todos los números de 3 cifras, que se puedan formar con las cifras: O, 5, 
7y8. 


Solución 


Se pueden formar: 
Al sumar de los 48 nümeros: 


En las unidades: 


а bD c 
12(0+5+7+8)=240 (pongoelcero, llevo 24). 
Ы Еп las decenas: 
3x4 x4 = 48 números 240 + 24 = 264 (pongo 4, llevo 26) 
ы En las centenas: 
16(5+7+8) + 26 = 346 
La suma es: 34640 
Rpta. 34640 


Hallar la cantidad de términos de: 


“40, 41, 42, 43, 44, 46, 47, 48, 50, 52, 53, 54,.....214, 215, 216, 218, 220, 221. 


Solución 


Analizando la expresión propuesta, se observa que existen dos sucesiones: 


* Primera: 40, 42, 44, 46,.....214, 216, 218, 220. 


Existen TA = 91 términos 


* Segunda: 41, 47, 53,.....215, 221. 


Existen = 31 términos 


221-35 
6 


Rpta. Total: 91 + 31 = 122 términos. 


Hallar a + b si se sabe que la suma de los términos de la sucesión: 
1b, 2b +....... abb es 12691 


Solución 


SED w Eb a... aab - 12691 — se cumple: 


N? de términos = EL = ab EE 12691 


= [5 (ab) + 1 ) + b} ab = 49 x 7 x 37 e» ab = 49^ 


Rpta. a+b=13 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


Probiemas propuestos sobre Adición 


Hallar la cifra de las unidades de millar de la siguiente adición: 


E, LR 8888 + 

SEPA << „аы 8888 

E a ES, HE 8888 
. 85 sumandos 

888 

88 

8 

a)7 b) 6 c)5 d)4 e)2 


Hallar la cifra de las decenas de millar de la siguiente adición: 


9 + 
99 
999 
JE 
- 99 sumandos 
dee ы м Т. 9999 
A 9999 
99999... 9999 
а) 0 b) 1 с) 2 9 3 е) 5 


Cuál es la cifra de tercer orden en la siguiente adición: 


37 cifras 
ОТОТ WE cuu NEN LION 272 
454 RENS. ciar ca caniciónón 545 
CA GEB ICE 272 
272 
45 
a)o b) 1 c) 2 d) 3 e) Más de 3. 
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6.2 
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Dar la suma de la cifra de las centenas, decenas y unidades del resultado de la siguiente 
adición: 


135794 
24689 
46802 
91357 
a) 14 b) 23 c) 10 d)6 e) 16 


Hallar la suma de las cinco cifras de menor orden que se obtiene al sumar: 


7373.256. 73 + 2424....... РА: 7373... 73 + 2424....... АСЕ = n... + 737373 + 2424 
AE A E AAA О О АА 

30 cifras 28 cifras 26 cifras 24 cifras. 
a) 28 b) 29 c) 30 d) 31 e) 32 


Dar la cifra de las unidades de millar del resultado de sumar todos los números que tienen 
once "sietes" y un “seis” en, su escritura. 


a) 3 b) 2 c) 1 d) 9 e) 8 
Hallar la suma de las cifras del resultado de sumar: 
6666667 + 6666676 +.................... + 7666666 
a) 25 b) 15 c) 14 d) 49 e) 36 
Efectuar la siguiente adición: 
99 + 199 + 299 4............. 4 1999 


8) 21080 b)20980 с) 19980 а) 22090 е) МА. 


En qué cifra termina Іа siguiente adición convertida а base decimal: 


4e + 44, + aAA i RT S + 44..........44, 
( 9 cifras) 
a)9 b) 8 с)7 d) 6 e)5 
SUSTRACCION 


Signo de sustracción utilizado por Diofanto. El actual símbolo de resta se cree podría derivar 
de una barra utilizada por los comerciantes del medioevo. 


ч — e e ee = tro pt p— эр F er o —— e E P — —— 


T7 


AA A AO 7 ÁÍ19 


Discusión del concepto de sustracción 


Consideremos dos conjuntos A y B tal que B sea un subconjunto propio de A, es decir: 


B -EA 


Sabemos que esta inclusión nos indica que A, contiene al menos un elemento que no 
pertenece a B, por lo tanto: Ё 


A-Bx0 
Definición: 
Dados dos números naturales “m” y “s”, tales que: 
*m=n(A) y S=n(B) 
*Вс А у A-Bx0 
Se llama diferencia de “m” y “s”, denotada por m - s, al número natural “d” tal que: 
d=m-s=n(A-B) 


En la expresión: d 2 m-s , el número natural “m” se llama minuendo, el número "s" sustraendo 
y “d” diferencia. 


“A la operación que permite calcular la diferencia de dos números naturales se llama 
sustracción”. 


La sustracción de números naturales es la operación inversa a la adición, que se conoce la 
suma de los números (minuendo) y uno de ellos(sustraendo), nos piden hallar el otro 
sumando (diferencia). 


Pero... ¿existe siempre un número natural e N, de tal manera que: 
Q + m=s? 
Los siguientes ejemplos nos llevarán a la respuesta: 
a) Dado el par ( 80, 30 ) existe С e N tal que: 
© + 30 = 80; evidentemente existe ŒQ e N: © = 50 
b) Dado el par ( 30, 80 ), existe Œ e N, tal que: 
€t + 80 = 30; no existe tal бє N. 


La diferencia de dos números naturales es otro número natural; siempre y cuando el 
minuendo (suma) sea mayor que el sustraendo (sumando); sólo bajo esta condición la 
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sustracción es cerrada en N. Si no se cumple la condición aludida, la sustracción será la 
operación cerrada en Z. 


Leyes formales de la Sustracción 


) 


ii) 


iii) 


iv) 
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No existe elemento o módulo para la sustracción en N. Podría pensarse que 0 e N es 
elemento identidad o neutro para la sustracción en №, pero no es válido siempre, ya 
que: 
а-0 є №, pero: 0-ag N 
La sustracción en N no verifica la propiedad conmutativa, es decir: 
a-bzb-a 
La sustracción en N no verifica la propiedad asociativa, es decir: 
(9-5)-2=4-2=2, pero: 9-(5-2)=9-3=6 


Ejemplo que nos enseña que la sustracción no es asociativa. 


Ley de uniformidad: Restando miembro a miembro dos igualdades (si la resta es 
posible), se obtiene otra igualdad. 


a=b- 800 = 800 - 
c=d 200 = 200 
a-c=b-d 600 = 600 


Ley de monotonía: Con respecto a la sustracción presenta tres casos principales: 


(1) Si alos dos miembros de una desigualdad se les resta un mismo número (siendo 
posible la resta), se obtiene otra desigualdad del mismo sentido: 


Si: a>b entonces: a-c»b-c 
Si: a<b entonces: a-c«b-c 


(П) Sialos dos miembros de una igualdad se le restan (si es posible) respectivamente 
los miembros de una desigualdad, se obtiene otra desigualdad pero de sentido 
contrario a la propuesta: 


a=b- 8=8 
cid 4<6 
a-c >b-d 4 >2 


(1) Si se restan miembro a miembro dos desigualdades de sentido contrario, se 
obtiene una desigualdad con el sentido de la primera (en caso en que se pueda 
efectuar la resta): 


a<b- 60 < 100 - 
c>d 20 >10 
a-c<b-d 40 « 90 


м) Propiedad fundamental: “La suma de los tres términos de una sustracción es igual al 
doble del minuendo:” 


Como: M-S=D > M= 5 + D; entonces: 
M+S +D=2M 
7 
M 
COMPLEMENTO ARITMETICO (С°А) DE UN NUMERO 


Se llama complemento aritmético de un número, a lo que le falta al número para valer una 
unidad de orden inmediato superior al de sus unidades más elevadas. 


Todo n e Q tiene complemento aritmético en todo sistema de numeración. 


En el sistema decimal ( en N ): aplicando la definición: 


CA de a c— m 27 = 10 - a 
CA de ab =" 1000 - Bb. = 1? - ab 
CA de abc = 1000 - арс = 10? - abc 
С%А de abc..xyz = 10.0 -  abc.xyz = 10" -  abc..xyz 
AAA rr grape ий 
"n" cifras "n" ceros "п" cifras "n" cifras 


De donde surge la siguiente regla: "Para calcular el С°А de un número, se resta dicho 
nümero de la unidad seguida de tantos ceros, como cifras tenga el nümero". Ejemplos: 


CA de 6 - 10 - 6 - 4 
CA de 82 - 100 - 82 - 18 
CA de 742 = 1000 - 742 = 258 


Regla Práctica: 


Para calcular el С°А de un número en forma práctica se aplica la siguiente regla: 


"Se resta cada cifra del nümero, de la cifra 9, empezando de izquierda a derecha, con 
excepción de la última cifra significativa de la derecha que se resta 10; si después de la 
última cifra significativa de la derecha siguen ceros, todos ellos se consideran en el С°А: 


i) Hallar el С°А de abcd 
CCA de abcd = (9 -a) (9 -b)(9-c)(10-d) 
ii) Hallar el С°А de monopoo: 
C*A'de monopoo = (9- т) (9-0)(9-n)(9-0)(10-p)oo 
ii) Determinar el С°А de 6083000 
С°А 608300 = (9-6) (9-0) (9-8) (10-3) ooo = 3'917,000 
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Propiedad Fundamental: 


"Si aun número se le suma su СА, se obtiene como resultado una unidad seguida de 
tantos ceros como cifras tenga el nümero. En General: 


Aplicaciones del С°А de un número: Transforma una sustracción en adición: 
Sabemos que: M-S=D 
"Si al mipuendo y al sustraendo le sumamos una misma cantidad, la diferencia no varía". En 


virtud a esta propiedad, agregamos al minuendo, ( M ) y al sustraendo ( S ) del С°А del 
sustraendo, la diferencia ( D ) no varía. 


M-S=(M+C“A del S)-(S+C'A del S)=D 


M - S = ( M + С°А del 5 ) - (una unidad de orden inmediato superior a S) = D. 


Ejemplo 
6842 - 6842 + 
р — ( С°А de 4238) 
E = (Una cantidad de 'orden 
2614 12614 - inmediato superior a S) 
10000 
2614 


IP 
Excedencia de un número: Es la diferencia entre el número propuesto y una unidad de 
orden más elevado. 


Ejemplo 


Calcular la excedencia de 6842. 


EX? = 6842 - 1000 = 5842. 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE SUSTRACCION 


[e] TTA TI n Ргеміаѕ 


Comolas reglas y definiciones se cumplen en todos los sistemas de numeración; paracalcular 


el С°А de un número en cualquier sistema de numeración; además de aplicar la propiedad 
fundamental, podemos aplicar la regla práctica restando cada cifra del número propuesto de 
la cifra “máxima” del sistema empezando de izquierda a derecha y la última cifra significativa 
de la derecha se resta de la base del sistema de numeración. 
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* El cálculo de С°А de fracciones, se verá en el capítulo de “números racionales”. 


* Lo más relievante para resolver los problemas de sustracción es aplicar precisamente el 
algoritmo de sustracción. 


La suma de los tres términos de una sustracción es 32510; si el sustraendo es a la diferencia 
como 3 es a 2. Hallar el sustraendo. 


Solución 
M = minuendo Por Propiedad: 
S = sustraendo M+ SEED S 2ME 00 (1) 
D = diferencia Por dato: 
M + S + О = 32510 .........-- (2) 
De (1)y(2): M- ЕЕ = 16255, además 
mee (3) , 
E Ое(3)у(4):5 = 9753 
E eene (4) д 
Rpta. S 
Enlasustra n número de 3cifras y el minuendo 3802. Silá diferencia 


es 62 unidad lo del complemento aritmético del sustraendo. Hallar 
la diferencia. 

Solución 

Si: = minuendo, S = sustraendo, D = diferencia. 
Consideremos: S = abc 

Por dato: 3802 - IE = 0... usse a ү (1) 

Como: D - 5 (1000 - абс) = 62............................. (2) 

(1) en(2): 3802 -abc - 5 ( 1000 - abc) = 62 > 


abc = 315 , en (1): 
3802 - 315 = D = 3487 
Rpta. D = 3487 
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3. Usando una vez cada una de las cifras del sistema decimal formar dos nümeros de cinco 
cifras cada uno, de tal manera que al restarlos, esta diferencia sea mínima. Dar como 
respuesta esta diferencia. 


Solución 


Los nümeros serán: 
50123 - 


49876 


247 


Rpta. 247 


4. En una resta el minuendo es abc , ei sustraendo es abc y la diferencia es dc2 . 
Hallar a - c - d- b 


Solución 
d Se deduce que: a > b, también: c = 8 
abc id En el orden de las decenas: 
Баб 10+b-a=c=8,a-b=2 
dc2 ы En el orden de las cent 
a-1-b=d > a-b- 
№ 
Р Entonces: 
a-ced-b-a- 
Rpta. 11 


5. 5ЕС°А[ 1284, ]=abcd,,, 


Hallar: a+b+c+d 


Solución 


Aplicando la definición de С°А: 
C^A de 1234 5) = 10000 ,, - 1234, =abcd,,, 


=зәїй POE D 


208 


ла+ь+с+а=3+2+1+1=7 


Rpta. 7 


6. 


20« А + B «40 


La suma de las cifras de la suma de dos nümeros enteros positivos es 5 y la suma de las 
cifras de su diferencia es 6, si el mayor está entre 10 y 25 y el menor entre 10 y 15. Hallar 
la suma de las cifras del mayor de estos nümeros. 


Solución 
Sean A y B los nümeros A » B, podemos establecer: 

Además: А + B = mn , donde m + п = 5 
10« A «25 Sólo se cumplen 23 y 32, pero: 


10« B «15 
10«A«25 


15»B» 10 
5<A-B<15 > A-B=6 


A+B 
A- B 


Wi 
о 
[веј 
Ш 
— 
[^] 


suma pedida: 1 + 9 = 10 


Rpta. 149-10 


Hallar b + c , sabiendo que: ab - ba = cd 


y a=c+d. _ 


Solución 
ab-ba=9(a-b +d> 
9( c +d) - 9 = -b)=b+C; 


de aquí:a-b=1 ^ b«c 
Rpta. b+c=8 


Si: abc - bca = 306. Hallar : abc - cba 


Solución 

abc - bca = 306 — 100a +10b + c- 100b - 10c - a 
=> 11а - 10b - с = 34 

Se deduce que: а - bb =3 a a-c=4 


- abc -cba 99 (a-c) = 99x4 = 396 
Rpta. 396. 
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9. La suma de las cifras de la diferencia: 


abc, - cba, es 30 
¿Cuál es la base "n"? 
Solución 


Se deduce que a » c, entonces: 
a b со - 


лг Леа 2 En el primer orden: (n с-а) 
шут 5 En el segundo orden: (n «b - 1)-b-n- 1 
En el tercer orden: (a- 1-c) 


Por condición: a-1-c+n-1+n+c-a=30 = п = 16 


Rpta. 16 
10. Enla siguiente sustracción: 
b 21:ab0000,, -abab,, = mnpqrs,. 
Hallar m + n +р - q. 
Solución 
S=13-b 
= 13 -(a+7 
260000,,- s 
per са q = 13 - (I 
abab, 1 
mnp1rs H7 1 


(13) 


“M+Nn+p+q=a=b-1+12-a+12-b=23 
Rpta. 23 


| 11. La diferencia entre el С°А de un número y la excedencia de otro ( ambos de tres cifras), es 
100. Además la diferencia entre los nümeros es 40. Determinar la suma de las cifras del 
nümero mayor. 


Solución 


Sean los números: М, = abc y N, = de f, siendo N1 > N2. 


Podemos establecer: С°А ( N,) = 1000 - N, y exed. ( №) = № - 100 
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DS. EH Rm 


12. 


13. 


Por condición: 


(100- N, ) -(N,- 100) = 100 > 


NEN, = ООО. ra (1) 
Por dato: 

МЕА (2) 
De (1) y (2), el mayor: М, = 520 1 5+2+0=7 
Rpta. 7 


Siel C'A de (a) (а+1) (a+2) es igual a 34 veces el СА de (2а) (a) . Hallar la suma de las 
cifras del C'A de: (a—1) (a) (a+ 1) 
Solución 


Podemos establecer: 


C^A(a) (a1) (a+2) = 34 x C^ A(2a) (a) 
pes Se deduce que 0 « a x 4 
(9-а) (8-a) (8-a) = 34 x (9-2a) (10-а) 


Fijándonos en la última cifra, para a = 1, el primer miembro terminaría en 7 y el segundo 
en 6, no cumple, analizando para a = 2, 3, 4 y vemos que sólo cumple para a = 4 


(a—1) (a) (a+ 1) = 345 y su C'A = 655 
Suma pedida: 6 + 5 + 5 = 16 
Rpta. 16 
Se tiene un nümero de 4 cifras significativas, cuya suma de sus cifras es 21. "Cuál será la 


suma de las cifras de su complemento aritmético? 


Solución 


Seaelnümero: abcd 

Por dato: а+б+с+@ = 21........................... (1) 

Su С'А será (9-a) (9-b) (9-с) (10- d) 

Suma de las cifras del C'A: 
(9-a)«(9-b)«(9-c)«(10-d)237-a«b«c«d - 16 


кер cc 


Rpta. 16 el 
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PROBLEMAS PROPUESTOS SOBRE SUSTRACCION 


1. 
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La suma de los tres términos de una resta es 6858 y el sustraendo es la tercera parte del 
minuendo. Hallar la diferencia. 


a) 2286 b) 1143 c) 5713 d) 3429 e) N.A. 


Cuál es el valor del minuendo de una resta donde se cumple que la diferencia de los dos 
términos menores es 210 y que el minuendo es el triple del sustraendo. 


a) 540 b) 450 c) 630 d) 360 e) 603 


Al minuendo le sumamos 140 y le restamos el cuádruple de la suma del sustraendo más la 
diferencia, obteniéndose como resultado el minuendo. Hallar la diferencia original, si el 
sustraendo es el mayor posible y la suma de sus cifras es 3. 


a) 15 b) 5 c) 11 d)4 e)3 


En la operación de resta realizada en base nueve, la suma de los tres términos es 14034 
y si el sustraendo es la tercera parte del minuendo. Determinar la diferencia. 


a) 400, b) 456 с) 431 9526) e)347, 


(9) 
Nueve términos de tres cifras cuyos complementos aritméticos están en progresión 
aritmética mayor que 100, el número es ab2 y el último x y 6 . Hallarla última cifra del sexto 
número, sabiendo que es impar. 


a)5 b) 3 c) 1 d) 7 е) 9 
Si: 1aab- Hallar a + b + с 

cal 

59c 
a) 14 b) 15 c) 16 d) 17 e) 18 


Si el CUA (abc)=4a + 6b + 7c. 
Hallar la suma de cifras del mayor número que cumple la condición anterior. 


a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14 


Se tiene un número de 3cifras, cuyo complemento aritmético es un número de 2 cifras. Hallar 
dicho número sabiendo que su complemento aritmético es igual al producto de sus 3 cifras. 
Dar como respuesta la suma de las cifras del número de 3 cifras. 


a) 12 b) 15 c) 18 d) 19 e) 22 


um e w ee err а . s 


epee e y ———— — e 


10. 


11. 


12. 


13. 


6.3 


Restar la suma de los complementos aritméticos de los 50 primeros números, de la suma 
de los 50 números siguientes, se obtiene: 


a) 910 b) 885 c) 860 d) 810 e) 760 


Hallar el menor número de З cifras diferentes en el cuál se cumple que: С°А ( abc )=a.c 
Dar como respuesta a + b + c. 


a) 19 b) 18 c) 20 d) 17 e) N.A. 


Si: abcde - edcba = pqrst. Hallar el valor de: p+q+r+s+t. 
a) 36 b) 27 c) 18 d) 9 e) 11 
Si: cdc - aba = 848. Hallar: c a 

a) 10 b) 9 c) 8 d) 7 e) 6 


Hallar un número de 3 cifras, sabiendo que al restarle 120, se obtiene la tercera parte de su 
complemento aritmético. Dar como respuesta la suma de las cifras del número. 


a) 10 b) 8 c) 12 d) 18 e) 7 


MULTIPLICACION 
Discusión del concepto de multiplicación 


Se llama producto de un número "M" por un número "n" (п > 1 ) a la suma de "n" sumandos 
iguales a “M”: 


Мхп= М + М + М +......... + М = Р <= producto 
“n” sumandos 


ЕІ producto de los nümeros “М” у “п” se indica intercalando entre ambos el signo x 
(introducido por Oughtred de 1631), o un punto (Harriot) o simplemente yuxtaponiéndolos 
cuando se designan por letras (Descartes): 

Mxn; M.n ó Mn 


El número "M" recibe el nombre de multiplicando y el número "n" se llama multiplicador; 
ambos nümeros se dicen factores de un producto. 


La operación de calcular el producto se denomina multiplicación. Evidentemente esta 
operación siempre es posible puesto que se reduce a una suma especial. 


Leyes formales de la multiplicación 


Ley de la uniformidad: 


"Si se multiplican miembro a miembro dos o más igualdades, el resultado es otra igualdad". 
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a-a x 16 2 16 x 
b=b SIZES 
3 80 - 80 
n=n 

аба us: Dia: b». 224 n 


Ley de clausura: 


"El producto "p" de dos números naturales, es otro número natural”. 


Sia,beN = p=a.be М, Іо cual indica que la multiplicación es cerrada en N. 


Ley distributiva: 


“El producto de una suma indicada por un número, es igual a la suma de los productos 
obtenidos multiplicando cada sumando por el número. Así: 


(a+b+c)n=an + bn + сп. 


Ley conmutativa: 
“El producto no depende del orden en que se consideren los factores. Así: 
axbxc=axcxb=bxcxa=bxaxc 
Ley asociativa: 
“Si se reemplazan dos o más factores, por su producto parcial, el producto total no varía”. 
axbxcxd = (ахь) (сха) = (axbxc)d 


Ley de monotonía: 


1a Parte.- 


"Si se multiplican los dos miembros de una desigualdad por un mismo nümero natural se 
obtiene otra desigualdad del mismo sentido". 


Sia<b = a.c«b.c, Vce Nexceptoc - 0, 


2da. Parte.- 


Sisemultiplican miembro a miembro dos o más desigualdades del mismo sentido, se obtiene 
otra desigualdad del mismo sentido. 


a«b|x 6«10|x 

c«d 4«5 

e<tf 2<4 
a.c.e<b.d.f. 48 < 200 


Ley modulativa: 


Уа є Y, ехсеріоа = 0; 3! x tal que: 
ах = Hita le асу =] 


El número 1 es el único que goza de la propiedad de que multiplicado por otroa > O da un 
producto igual a “a”, es decir, el 1 es el módulo o elemento idéntico ó elemento neutro de 
la multiplicación, pues si se tiene otro número c < 1 por la ley de monotonía resulta ac < a; 
es decir, el producto a.c es desigual a “a”. 


Inverso ó recíproco de un número: 


Elinverso o recíproco del número “a” es otro número “x”, tal que el producto de ellos nos da 
el módulo de la multiplicación: 


1 
(a.)(x)31 ex = 
así: el inverso o recíproco de n es 1 бп t=nx апт! =1 


el inverso o reciproco de 5 es z 6 51> i -5x5!-1 


; 1 1,.(. Fu iw 1 
el inverso o recíproco de — = — ó – | —5—x-——---—x|—| =1 
6 m i 6 
6 


I 
6 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE MULTIPLICACION 


Observaciones 


Para resolverlos problemas de multiplicación, fundamentalmente, recurriremos al algoritmo 


de multiplicación (especialmente en los problemas de reconstrucción). 

También constituyen elementos importantes para resolver este tipo de problemas, los 
cálculos auxiliares, como descomposición de un número en factores primos; la simplificación 
y la descomposición polinómica. 
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1. Hallar el número de cuatro cifras que multiplicado por 53 termine en 4 987. 


Solución 


Consideramos que sea: abcd el nümero buscado. Reconstruyendo la operación. 


x Efectuando el producto de derecha a izquierda: 


с 

5 TI 
[3] 5xd-5x9 - 45 
[5] 

8 


a b d 
3 


Зхс+2= 3 6 3хс= Лео [с = 7] 


7 5хс+4 = 39 
зхь+2-06| = 6] 
Зха+2= 7 ela = 3] 


Rpta. El número buscado es 3 679 


2. Si: abc x468 =... 876; hallar las tres últimas cifras de abc x 156. Dar como respuesta, la 
suma de dichas cifras. 


Solución 


El producto pedido: 457 x 468 = 213 876 
Rpta. Suma pedida: 8+7+6 = 21 

3. Halarx«ysi:XyXyXy = 13.x.y.Xy*? 
Solución 


XyXyXy -13.x.y.Xy*? 
10101.Xy =13.x.y.Xy*> 777 = x.y.Xy >3X7x37 = x. y. Xy ху = 37 


Rpta. .x23A4y-27- х+у = 10 
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Hallar un húmero de cinco cifras tal que multiplicado por 839 de un producto terminado en 


74 687 


Solución 


Sea abcde el nümero buscado. Reconstruyendo la multiplicación: 


3 
b c d 9-7 efe = 3] 
[2] [5] [1] 9-7 E] 
omo cx9=0 ep] 
[o] [o] 9 


7 eps] 
-3 әрт] 


Rpta. .. El nümero buscado es: 73 033 


Si se cumple que aba x bab = 43... 5. ¿Cuál es el valor de a + b? 


Solución 


а аб 
eu» mJ 
E 


[e] => Mi, 8 

и К Ме. 5 а ® 
axbz' 35 © 

Rpta ла+Ь = 12 “$ 

Si N x 6 termina en 2 356. ¿Cómo termina N x 14? 

Solución 

(Мх2)3 =... 2356. Consideremos: NX2 = M = МхЗ = ..... 2 356 

БИМ = Ж abcd, entonces: 


> axb+n =43 


[e] [e] 5+n =43 
4 "n NB 


“ Se deduce que: a x b = .5; también 
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Зи д=бы ер а =2 
pd a b (E х Сеа о сг» 

3 3xb+1=3 c-bc-4 Ш М=...7452 
н INS ЕЕ NO = а= 
Жол 2 3 5 6 
El producto pedido es: 

Nx2x7 = Mx7 = ДБ = 10164 
Rpta. - Nx 14 termina en 2164 
Si: ao x bo x ab = 25 000. Hallar el valor de “a” 
Solución 
ao x bo x ab = 25 000 
10 x a x 10x b x ab =25 000 
axbxab-2x5x256a-22,b-5 
Rpta. .a-2 
Hallar a + b, siabbb хаа = ...641 
Solución 
a b b b Бха=7 d. lue ( 1) pero 
a a оў Бха+ х= .3......... (2) 
mU. 3 3 1 Ф en 0, 
—— 3 1 E + X= 3 SE а 
cre Э 6 4 1 


На. 85а S21 = 7X9" аб = 83 = 0 
¿En cuántos números де 3 cifras el producto de sus cifras es 30? 


Solución 


Los nümeros buscados son de la forma: 


abc, donde se debe cumplir que: 
абс -axbxc = 30 = 2x3x5 =  6x5xl1 


pub. а I. за АДИ 
6 combinaciones; 6 combinaciones 


Rpta. Entotal existen: 6 + 6 = 12 nümeros. 


235 651 
253 615 
352 516 
325 561 
523 165 
532 156 


x di 4 


10. Hallarx+ysi:babax79 2 zxxyy7 


Solución 
b a b a x 
7 9 
* * * * 7 
* * * * 1 


Reconstruyendo la operación fácilmente se comprueba que a = 3 
en las decenas: 

ӘБ. ТЕУ —. . ЭО Mm (1) 

Э observese el siguiente artificio: 

9.b«2 = 10b«(2-b) = b(2-b) 


65 40279 Laar " ue (2) 
también: 
Э9Ь +2 = 10b«2-b = (b-1)(12-b)sib»2 ....... (3) 


En las centenas: 

7b*2474b-1- dé 
Sólo se cumple b 2 5 .. 5353 х 79 = 422887 
Rpta. . x+y = 10 


11. La suma de 2 números de dos cifras es igual al producto de sus complementos aritméticos. 
¿Cuál es el valor del mayor de estos 2 números? 


Solución 

Sean: ab y cd los números. Podemos establecer: 
аб +cd = (100-ab)(100-cd) = 10000 - 100 (ab + cd) + ab x cd > 
=101 (ар + cd) - ab x cd = 10 000 = 101 xab + 101 - cd - ab x cd = 10000 
=ab ( 101 - cd) + 101 cd = 10 000 = (101-ab)(101-cd) = 201 = 3x67 


3 ар = 98 
67 = cd = 34 


101 - ab 
101 - cd 


Rpta. El mayor es 98 
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12. Sise cumple que: mcdu x 3 = udcm - 391. Hallar m + с c + и 
Solución 


Si: medu x З + 391 = udcm 


"Sm <10=3 m = 1,1253: 


Ena cuando т = 1 = и = 0 
m=2 > 00) 
mes u SA) 


De (1): 2с07х3 + 391 = 7 ас 2, descomponiendo polinómicamente se encuentra la 
siguiente solución para c = 3 = а = 4 


De ( II ) no hay solución 
Rpta. -.m+Cc+d+Uu= 2+3+4+7 = 16 
13. Hallar en que cifra termina Q - P si: 


38 términos 
3x4x6x7x3x4x 


= 
Ш 


eo ж ж» э э э о э э n 


————— 54 términos 
а = 2x7x8x9x2x7x 


Solución 


p————— 9 bloques completos 
P -(3x4x6x7)(3x4x67)...(3x4x6x7)x3x4 


Cada bloque: 3x 4x6x7 = ...4 
roo liloaifes;-—— — ———n1 
Desa aide Ау) A A ыа. (...4)x3x4 
Р a T E e UNE SÍ IA -r ed 8 
PESA MON A Bue E SE (1) 


m~~ {зене та нш таа, 
Аа = (2x7x8x9)(2x7x8x9)...(2x7x8x9)x2x7 


Cada bloque: 2 x 7x 8x9 = ...8 


r— —— 13 factores ——— 
Qro mma (AE уў О x7 — A 


Rptas GQP — X 2#-........- ттт BIER 4 
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14. Sise tiene que: aoa x abc = acobc. Hallar a + b + c. 


Solución 
a b C 2X 
a о а E» De la operación: a = 1 
a b c сотоа+с = 10> с = 95 : 
о о о b+1=c=>b=8 
a b lo 


a c o b С 
Rpta. -.a+b+c= 18 


15. Hallar b + c si se sabe que: aba x К = aca7 


Solución 


Se deduce que a y К ó son 1 y 7 6 3 y 9. Verificando: a = 


luego: 363 x 9 = 3c37 = ( 303 + 10b) 9 = 3037 + 100c 


>9b = 31+100Cob =9AC=5 


Rpta. -.b+c= 14 


16. ¿Cuánto vale p + b, si: p(p+1)(p+2)x4b = 3bb0b? 


Solución 
P...x4. =3.. >p>26 >p+2<9>p<7 


Se verifica para p = 7 > 789x4b = 3bb0b eb = 5 


Rpta. .p«b = 12 


Зук = 9 


zie]: IB БЕ PROPUESTOS 


sobre multiplicación con clave 


1.  Hallar la suma de las cifras del resultado en la siguiente multiplicación: 


9 ө е х 
2 е 
o 7 2 е 
е 9 0 е 
е e ° e 4 a) 16 


b)18 c)20 d)17 е) 15 
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2.  Hallar la suma de las cifras del producto: 


° . e X 
ө S ө 
° ° ° ° 
° ° 7 
е e 6 
e o e 2 3 
a) 12 b) 15 c) 20 d) 21 e) 23 


3.  Reconstruir: 


* 2 * 3 
* 7x 
ж 4 5 * 
1 ж 9 ж 3 ж 
* 1 x 7 * 8 * 


Dar como respuesta la suma de las cifras del resultado 
a) 17 b) 35 d) 42 d) 29 e) N.A. 
4. Hallar la suma de las cifras del resultado de la siguiente multiplicación. 


4 ЕУ кх 


ж 8 
ж 5 ж ж 
ж ж ж 3 
4 ж ж ж ж 
а) 17 Ы) 21 с) 24 9) 19 е) N.A. 
5. SiNxab = 17 472 
Nxcb = 53 872 
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o —-—— p co -y 


Hallar №, sic-a = 5 

a) 886 b) 416 c) 728 d) 736 e) 816 

Hallar el nümero de 4 cifras 

N = abcd y dar como respuesta la suma de sus cifras sabiendo que: 
ab = 4(a+b) 


abc 
abcd = 118(a+b+c+d) 


19(a+b+c) 


а) 21 b) 20 c) 22 d) 23 e) N.A. 


Hallar los números: N = abcdef, tales que: abcde x 4 = efabcd. 


El número de soluciones es: 


a) 1 b) 2 с)з d)7 e)4 
Hallar a + b si: 

(a-2)(a)(2b«1) x (Ы) (а+2)(а-1) =...4 

а) 9 b)7 c) 11 d) 12 e) 15 


Si abc x9 = bc7b. Hallar abc y como respuesta a x c 
a)9 b)27 c) 18 d) 36 e) N.A. 
Si se cumple que: 
abc x 839 =.. 543 
Hallar el valor de: a + b + с 
a) 15 b) 14 c) 13 d) 12 е) 9 


Hallar un nümero de cuatro cifras sabiendo que al multiplicarlo por 97 da como resultado 
un nümero que termina en 1 866. Dar como respuesta la suma de sus cifras. 


а) 25 b) 28 с) 19 d) 22 е) 21 

Sabiendo que "a" es una cifra calcular el valor де c + d a partir de: 
axb - cd y dxa = 1b 

a) 13 b) 11 c) 12 d) 9 e) 8 
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13. Setiene 4 cifras diferentes a, b, c y d que cumplen: 


аба х сіс = eaabib 


además: 
ea x fa —M 
ebxifb = ...9 
есх 119 = ...9 
Se pide hallar e + f 
a)8 b)5 c) 12 d)6 e) 10 


14. Hallar a + d si: 
abax3 = 10cd (о=сего) 


a)8 b) 12 c) 14 d) 16 e) N.A. 
15. Indicar la suma de los valores que pueden tomar "b" si: 


abbb x c = bbbc 


(diferentes entre sí) 


a) 19 b) 10 c) 15 d) 18 e) N.A. 

16. Cuántos números de 3 cifras que multiplicadas por 7 dan como resultado un capicúa de 4 
cifras? 
a)6 b) 8 c) 12 d) 18 e) N.A. 


17. Aunnümerode 4cifras se le multiplica por 9 luego se le agrega cinco, veces la cifra de mayor 
orden obteniéndose un nümero de 5 cifras iguales. ; Cuántos nümeros cumplen con esta 
condición? 

a)5 b)4 с) 3 d) 2 d)i 

18. Si: 

abc xac = cccla 


Hallar ( a + b + c ), siendo diferentes entre sí y además significativas. 


a) 15 b) 19 c) 18 d) 22 e) N.A. 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Si: сах са = ab40. Hallara+b+c+d 
a) 15 b) 22 c) 18 d) 25 e) 20 
Hallar ( a +b +c ) si: 


ab хс = ааа; ażb#c 
а) 15 b) 19 с) 14 9) 18 е) N.A. 


El producto de todos los números de una o dos cifra posibles de formar con dos cifras 
diferentes es 109 200. Hallar la suma de las cifras. 


a)7 b) 12 c)8 d) 11 e) N.A. 


Al multiplicar cierto nümero por 73, el producto termina en 0517, pero al revisar me di cuenta, 
que escribí un 2 en vez de 7 enlas decenas y 9 en vez de 6 enlas unidades de dicho nümero. 
Hallar la cifra de las centenas del verdadero producto. 


a)4 b)5 c)6 d)8 e)9 


Hallar: m +c +d +n +a. Sabiendo que al multiplicar mcdn x аа da como resultado un número 
que termina en 73195 


a) 22 b) 20 c) 17 d) 25 e) 28 


Hallar la suma de las cifras del nümero abcd sabiendo que el multiplicarlo por el nümero pp 
da como resultado un nümero que termina en 85 351. 


a) 32 b) 17 c) 27 d) 25 e) 30 


Hallar el número de 4 cifras que multiplicado por 53 termine en 4987. Dar como respuesta 
la menor de sus cifras. 


а) 2 b) 3 с) 4 d)5 e)6 


Hallar la cifra de las centenas de un número entero que al ser multiplicado por un número 
de 3 cifras da como producto parciales 1311, 874 y 1748. 


a)5 b) 3 c) 6 e) 4 e) 7 


Al multiplicar 13547 por un entero se tomó por error un 2, como 8 en las centenas y así 
el resultado fue: 25143232. ¿Cuál será la suma de las cifras del resultado correcto? 


a) 17 b) 18 c) 19 d) 20 e) N.A. 
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abcxa 
abcxb 
abcxc —— 


Hallar el cuadrado de abc. 


a)127449 b)0127448 с)127459 а) 127549 е) МА. 


Я 
29. Si se corre el punto decimal de un número, un lugar hacia la derecha aumenta еп: 3.051. 
Hallar el número: 


a) 0.330 b) 0.339 с) 0.337 0.338 e) N.A. 


30. Si un número de tres cifras cdu es tal que cdu = d + c? + u? 
Hallar c+d+u 


a) 13 b) 15 c) 18 d) 17 e) 12 


6.3 DIVISION 


Discución del concepto división 
Empezaremos, por desarrollar la idea de “números divisibles”, “múltiplo” y “divisor”: 


Dos números son divisibles cuando el cociente de ellos es exacto y entero; por ejemplo 32 
y 4 son números divisibles ya que: 


cociente exacto, 


cociente entero, de aquí: 


Propiedad: 


"Si dos nümeros son divisibles uno de ellos es mültiplo del otro". 


De(1)ydeacuerdoaesta propiedad se deduce que 32 es múltiplo de 4 y 4 es factor; “divisor” 
o submültiplo de 32. 


múltiplo 


divisor o supmúmplo 


se utiliza la notación: 


32 = m4; 32 = 4; 3224 


- ¿Por qué 32 es múltiplo de 4? 
- Porque 32 es el producto de 4 por un entero ( 8 ). 


- ¿Por qué 4 es divisor de 32? 
- Por qué 4 está contenido exactamente un nümero de veces en 32 (ocho veces). 


Algoritmo de la división: 
A pesar de que la relación de "divide a" existe sólo entre algunos pares ordenados enteros, 


podemos decir algo acerca de cualquier par dado. Por ejemplo, dados dos enteros 15 y 4, 
podemos expresar a 15 como un mültiplo de 4 más un residuo de 3. 


15 = 4х3 +3 
Este principio tan obvio ilustra el algoritmo de división. 
Definición: 
Esla operación que tiene por objeto averiguarlas veces que una cantidad llamada dividendo 


(D) contiene a otra llamada divisor (d); la cantidad que pone en evidencia esta relación se 
llama cociente (c). 
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DIVISION 


Elementos: 


D = dividendo 
d = divisor 

C = cociente 
R = residuo 


D E »[p-«.« | 32 E => 32—4x8 
с 8 


Exacta 0 0 
C = # entero 
с 
R 
Defecto 
32|5 + 32=5x6+2 
6 
2 


D | d » Cociente verdadero 
c+ R ocompleto 


R 2 R 
inexacta -h C, =C+= 
Completa rd D 


C + # entero ó 
Rx0 


o 


D | а  »m|D=d(c+1)+(-R”) 


(с+1) 
R 


32 |5 32 = 5 (6+1) -3 


( 6+1) 
35 
-3 


Exceso 


Propiedades 


IRI REI divisor 


R divisor 


H máximo divisor -1 
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Determinación del cociente de dos números con una aproximación dada : (8) 


Consideremos que sea: 


D = dividendo; d =divisor; “n” el mayor número de veces que el cociente por defecto contiene 


a 
a (&) y sea(n + 1 ) el menor número de veces que el cociente por exceso contiene 


a 


« (n- WR donde se cumple que: 


cociente por defecto (C) 


(n+ ies = cociente por exceso (С„) 


Nota: De la expresión anterior se deduce que : 


a 
cociente por exceso (С„) = Са "s 


Nümero de cifras de un producto y Numero de cifras de un cociente. 


Introducción: 


En todo sistema de numeración, cualquier nümero se pude representar dentro del límite 
comprendido por dos potencias consecutivas de la base, donde el exponente del límite 
superior es igual a la cantidad de cifras que tiene el nümero propuesto. Así en el sistema 
decimal. j 


i. En el sistema decimal: 


Número de una cifra a: _ 10° 2 a. < ДО 
Nümero de dos cifras ab: 10 sab «10? 
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Nümero de tres cifras abc: 10? «abc « 10? 


Número de "n" cifras abc. ......... xyz: MOS abcr ле. 15...98 xyz < 10" 
—— “n” cifras —— "n" cifras 


ii Representar los números: абаб, ; mnm, ; abcd; mrst,,, dentro del límite 


correspondiente a dos potencias consecutivas de sus bases: 
3 ===, 4 
10(tres) < ababítres) < 1O(tres) 
2 ===, 3 
10(пиеуе) < mnrm(nueve) < 1O(nueve) 
10? < abcd < 10° 


3 — 4 
10(аосе) S MISt(doce) < 10(аосе) 


Hallar entre qué límites está comprendido el número de cifras de un 
producto de “n” factores. 


Consideremos el producto: P = AxXBxCx............. prm... (1) 
"n" factores 


Además consideremos que: 


Nümero de cifras de A es "a" ES 10*! < A < 10? 
Nümero de cifras de B es "b" => 101 < В < 10 
Nümero de cifras de C es “с” = 101 < C < ТО? 
, multiplicando 

Nümero de cifras de Z es "z" ES 107 «Z«107 

102-1+b+1+c-1+...+2-1< AxBxCx. Ж xZ« 10e*b*ci... 2 

a Е А 

102 +0 +с+...+2-п < P « 10° +0+с+ -.+2 

Sua есе Б. Б.а: 2 +2 = М, la expresión (о ) tomaría la forma: 


“п” sumandos 
10 *-* <р < 10M 


-. El producto P tendrá como mínimo ( M - n 4 1 ) cifras y como máximo M cifras. 


Corolario (1): "El nümero de cifras del producto de dos nümeros enteros es a lo más igual 
ala suma de los números de cifras de los dos factores y al menos igual a esta 
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suma disminuida en 1. 
Si el número: N tiene "n" cifras y M tiene "m" cifras,el producto N x M tendrá 
n4mcifras ón + m - 1 cifras. 


Corolario (2): El cuadrado de un nümero que tiene "m" cifras tendrá 2m ó 2m - 1 cifras. 


Nümero de cifras de un cociente: TEOREMA: 


"Sieldividendo"D"tiene"m" cifras y el divisor “d” tiene "n" cifras y la primera cifra del dividendo 
es mayor que la primera del divisor; el cociente tendrá ( m - n ) + 1 cifras. 


"Si la primera del dividendo es menor que la primera del divisor el cociente tendrá (m - n) 
cifras". 
“Si las primeras cifras del dividendo y divisor son iguales, se comparan las segundas cifras". 


"Sila segunda del dividendo es mayor que la segunda del divisor, el cociente tiene (m - n)+1 
cifras y si fuese menor de la del dividendo que la del divisor tendrá el cociente ( m - n) cifras. 


En conclusión el cociente tendrá como mínimo ( m - n ) cifras y como máximo ( m - n) +1 
cifras". 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE DIVISION 


Observaciones Previas 
ву 
Para resolver los problemas de división debemos recordar que: 
Dividiendo = divisor x cociente + residuo 
Además las propiedades básicas: 


e |IR,I«IRLI = divisor 

e R«divisor 

e Rmáximo - divisor - 1 

e Lapropiedadfundamentai. 

En algunos problemas, se aplicará descomposición polinómica del número. 


Hallar a 4 b si: al dividir ab5 entre b7 da como cociente 22 y residuo 21. 


Solución 


Como: (Dividendo) = (divisor) (cociente) + (residuo), podemos establecer: 
ab5 = b7 x22 + 21; polinómicamente: 


100a + 10b +5 = 220b + 154 + 21 > 


= 100a - 2006 = 10b + 170 = 10(a-2b)-b- 17 
E 
termina en cero 
> bu EL 005 b = 37a =8 


Rpta. ..a+b = 11 
231 
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Cuántos nümeros al ser divididos entre 138 tienen 42 de cociente y un residuo mayor que 
35? 


Solución 

Por propiedad : residuo « divisor — r« 138 ER ИЕ (1) 
Por dato о 92 1 Cipo ~ A iniu (2) 
De(1)W(2) : ЗБе=г< 138 = MESITA 


Rpta. .. Existen: 137-35 = 102 nümeros. 


Si al dividendo de una división le añadimos 1000 unidades, el cociente y el residuo aumentan 
en 4 y 8 unidades respectivamente. 
¿Cuál es el valor del divisor? 


Solución 


Sea la división: 


о | d ES wDusyded9r] - x) mios, PARE (1), se debe cumplir 
5. iG 
D + 1000 [а = 0 + 1000 = а(с+4) + (г+8)..... (2) 
(с+4) 
(r+8) 


Rpta. De0OyQ :1000 = 4d+8= d = 248 


En una división, el dividendo termina en 21, el cociente en 91 y el residuo en 59. ¿Cómo 
termina el divisor? 


Solución 


Como D = dc + r, podemos establecer: 


„21 = APIS ..21- 59 = Ох. Sl 


=...62 = dx...91.Sid = ...8b > ....... a bx 
9 1 
un: 8 2 
6 2 
Rpta. ..d = ...62 .El divisor termina en 62. 


En una división de números enteros la suma del dividendo, divisor y cociente es 984. Hallar 
el cociente si: residuo por defecto = 31, residuo por exceso = 21. 


Solución 


Se cumple: D ++ c = 984 ................. (1), además por propiedad: 

r+r =d>31+21 = 52 =d.-.D+cC = 984-52 = 932 .................. (2) 
—Pero: D = de+r,en(2):52c+r+c = 932 регог = 31 
253с + 31 = 932 e с = 17 


Rpta. ЕІ сосіепќе с = 17 


Hallar el cociente de 57 entre 12 соп ип error menor que 0,1 


Solución 


ч ор. 0047-47 
10 12 10 12 10 


1 
= —(47+1)=4 
Co pe +1)=4,8 
Rpta. Са = 4,7 ^С, = 4,8 


Hallar él cociente de 173 entre 24 con un error menor que E 


Solución 
11 
з | 9x | 3.1903. 43 qim 
Са = х ——“—|=—х-—=— =—=7— 
11^| 24 A72 n nn 
Rpta. "e 


11 


5 : А B. A 1 
Cuántos números enteros existen tales que al dividirlos entre 47 con error menor que TA 


de un cociente por defecto igual a 12,8? 


Solución 
206,214 БЮ 42,9 5 PA 
10V 47 10 47 10 
128x47 47x129 
> «D«——— 
10 10 
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10. 
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6056 6063 
=> —— <D < —= 
10 10 


= 601,6 < D < 606,3 
Rpta. -.D=602; 603; 604; 605 y 606 


En una división al residuo le falta 35 unidades para ser máximo y le sobra 29 unidades para 
ser mínimo. ¿Cuál es el valor del dividendo si el cociente es 23? 
Solución 


La división propuesta, es la de forma: 


ala- 


r 23 
además: 
r+35 =d-1 
d- г = 36 
también: 
& P Е A i e- g^. El dividendo será: 


D = 65x23+29 = 1524 
Rpta. 1524 
Enuna división al residuo porexcesole falta 12 unidades para serigual al residuo por defecto, 


a éste le faltan 21 unidades para ser igual al divisor y a este 15 unidades para ser igual al 
cociente. ¿Cuánto le falta al cociente para ser igual al dividendo? 


Solución 

Se cumple: 
й= = e. (1) 
y -2l Cl. nT, (2) 
с-а "= qs. (3) 
comar + Г = а ........ (4) 


De (1) y (2), (4) se deduce que: 


г = 21 r = 33 л d = 21 +33 = 54 


что o———— o O ts dl 


11. 


12. 


13. 


De (3) 
С = 54+ 15 = 69 


~D = 54х69 + 33 = 3759 


Entonces D- С = 3759 - 69 = 3690 
Rpta. Al cociente le faltan 3 690 unidades para ser igual al dividendo. 


Hallar el mayor nümero de 4 cifras que dividido entre el menor nümero par que tiene 14 por 
suma de sus cifras se obtiene un residuo que tenga 14 por suma de sus cifras 


Solución 


El menor nümero par por cuya suma de sus cifras es 14, es precisamente 68 como la suma 
de las cifras del residuo es 14 y éste debe ser menor que el divisor (68); el residuo será: 59 


Sea N el nümero buscado (N es el mayor nümero posible de 4 cifras) 


N 68 
59 с =N = 68c +59 > 68c + 59 < 1000 = с < 147 


Rpta. „См = 146 => М = 68х 146 + 59 = 9 987 


Se tiene 943 nümeros consecutivos, si se divide el menor de ellos entre 78 se obtiene 29 
de residuo. ¿Qué residuo se obtiene al dividir el mayor entre éste divisor? 


Solución 


Se cumple: último término = Primero + 942. _............. (1) 
Pero: primero = 78x c + 29 en (1): 


último término = 78c + 29 + 78x 12 + 6 
último término = 78 (с + 12) + 35 


Rpta. .. El nuevo residuo es: 35. 


Al dividir A entre B se obtiene residuo máximo. Si el dividendo se disminuyera en 170, el 
cociente disminuiría en 3 unidades y el residuo se volvería mínimo. Hallar B. 


Solución 
Podemos establecer: 
A | B 


С mb, e Cda aue a p siad (1) 
B-1 
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14. 


15. 
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A - 170 


| B 


(С-3) 


> 


BES 43: 


1 


Rpta. De (1) y (2): 


A-4170 = Bic SIE 


Al dividir abcdef por 47 se obtuvieron 5 residuos máximos. Hallara+b+c+d+e-+f 


Solución 


Aa ajh 

A ANONO 

^ AJIN ош o o 

A ANOU О a 
AN Ow © Ф 


Еп la primera división parcial: 


En la segunda división parcial: 


Rpta. a+b+c+d+e+f = 48 


rd 


ZÉ 
т 9 9199 


9 

3 

6 

ab = п.47 +46 © n-21 .ab = 93 
46c = 47x9446€ c = 9 

d = a; ce ge ymg 


Reconstruir la siguiente división y dar como respuesta los valores que pueden tomar el 


cociente y el divisor. 


э e ө ө ө ө 4 e ө 
e ө ө e 
e e 4 e 


Rpta. 


-. El problema admite cuatro soluciones: 846; 848; 943; 949 para los 


divisores y 1419; 1 418; 1 418 y 1 416 para los cocientes respectivos. 


16. 


17. 


En la siguiente división, cada letra representa una cifra y letras diferentes, representan cifras 
diferentes; determinar a+b+c+d+e+f+g+h: 


d e e b | а b 
e b b f b 
g g e 
9 c h 
c" era b 
с е b 
0 
Solución 


En la primera división parcial, puesto que "b" por "b" es un número que termina en "b", "b" 
tiene que ser igual a 1,5 ó 6; pero como ab por "b" es un número de tres cifras, b; no puede 
ser igual a uno por lo menos. El resultado de la sustracción "e" menos "h" es “e”, luego h = 
0; y ateniéndonos a esta condición, si tomamos b = 5, "f" valdría necesariamente 5. Pero, 
por otro lado, g - c = c, luegog = 2c; así pues "c" no puede ser mayor que 4, y por lo tanto 
“b” no puede ser igual a 6. Conociendo b (igual a 5), unos cuantos razonamientos similares, 
nos llevan al resultado siguiente: el divisor es 35 y el dividendo 19 775 


-. la suma pedida es: 


Rpta. a+b+c+d+e+f+g= З3+5+1+9+7+6+2 = 33 


Completar la siguiente división donde cada asterisco representa una cifra y dar como 
respuesta la suma de las cifras del dividendo: 


* 


* 


* 


* 


7 ж t k o * * 


Solución 


(1) 


* * * * * 7 * 


Puesto que al multiplicar el divisor por 7 se obtiene un nümero de 6 cifras, mientras que 
con la segunda y la cuarta multiplicación se obtienen nümeros de 7 cifras, el divisor 
tiene que empezar por 11, 12, 13ó 14 y las segunda y cuarta cifras del cociente serán 


ochos o nueves. 
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18. 
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(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


Puesto que la segunda cifra del producto del divisor multiplicado por 7 es 7 es fácil 
comprobar que el divisor tiene que empezar por 111; 124; 125; 138 ó 139. 


El tercer resto empieza evidentemente por 10 y, por consiguiente, también el cuarto 
producto. Por lo tanto una de dos: o bien el divisor empieza por 111 y la cuarta cifra 
del cociente es 9, o bien por 125 y la cifra es 8. 


Pero si la cuarta cifra del cociente fuera 9; puesto que la tercera cifra del producto 
partiendo de la derecha es 7, el divisor tendría que empezar con 11 197 y entonces 
el producto por 7 tendría un 8 en segundo lugar en vez de un 7. Luego la cuanta cifra 
del cociente es 8 y el divisor empieza por 12 547; además, la sexta cifra es menor de 
5. 


Comoeltercer (por 7) empieza por 878, y el número inmediatamente superior no puede 
ser mayor que 979. ..; el cuarto resto empieza por 101; y como sabemos además que 
el cuarto producto empieza por 100, el último resto empieza por 1, luego la última cifra 
del cociente ha de ser un 1. 


Probando sucesivamente 4, 3, 2 y 1, como sexta cifra del divisor y realizando la división 
en sentido retrógrado, se encuentra que tan solo la segunda de esas cifras (el 2) 
satisface las condiciones todavía sin considerar. Por lo tanto, la división completa y 
solución del problema es la siguiente: 


тж 5" 24351058 | Pera 28 
6. 2 Me 3 36" 15 bI Br 7* 8*1 
UI г СЫВ 
1003784 
979944 
87 8.3 1 H 
101633 1 
19 0.3 7 8.4 
t2 5 4-7 3 
12 5473 
0 


Rpta. 1+2+5+4+7 +3 = 22 


La suma de los cuatro términos de una división inexacta por defecto es 847; si la división se 
hubiere realizado por exceso, la suma de los 4 términos sería 901. Hallar la suma de las cifras 
del dividendo si se sabe que el cociente por defecto más el cociente por exceso suman 19. 


Solución 


Por defecto: D | d > Dzdc«R. (0) с+с+1 = 19^[С = 9).......(0) 
c 


R 


d 


Å- P ——— I ———H P»— чә | ды 


19. 


20. 


Pordato-D + dtc +B = 847 . = IAEA (2) 


Por exceso: 
D | d > DiC- Роан Eo (3) 
(с+1) Por dato: 
-Rg О+а+с+(с+ 1) + Be 90l (4) 
(о) у (3) еп (4): 10а - Rc ++ 10 + В. = 90 ла = 81 ........ (p) 


(o) y (B) en (2): 81 x9+R¿+81+10+R,¿= 901^ R, = 14 
D = 81x94 14 = 743 


Rpta. Suma pedida: 7 +4 +3 = 14 


Cuántas cifras puede tener: E= A?x B? + A?x B^si Ay Btiene 15 y 16cifras, respectivamente. 


Solución 
Se cumple: 
10" <A<105 = 10% «A? < 1030 
multiplicando m . a . m: 
105< B< 1016 => 10 <B £ 102 
109 «A?B? < 1082 = 2 х 10% < 2А2В? «2 x 108 
= 2х 10% < Е < 2 х 108 


Rpta. .. Е puede tener: 59; 60; 61; 62 ó 63 cifras. 


¿Cuántas cifras tiene Е = "xp ,Si Ax B tiene 20 cifras y B x C tiene 15 cifras? 
Solución 
Podemos establecer: 

PEARBSIO" ш ^ е (1) 

jm *«BXxCc1O5  .— (X. ЕТ (2) 


c.c 3 
AxB  AxB _ (AxB) ! 
A mer Ша Шы (3), pero: 
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21. 


22. 
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De (1): 107 «(AxB) < 10% 
Ое (2): 105 52BxC > 10% 


dividiendo miembro a miembro: 


3 
C < 101 =æ 10% < Е < 10% 


10% < 


Rpta. .. Е puede tener 43; 44; 45 б 46 cifras. 


AxB 
Si Е= — puede tener de 10 á 15 cifras. A y B tiene 8 y 10 cifras respectivamente. 


С 
¿Cuántas cifras tiene C? 


Solución 
107 < A < 10? 
10° < В < ES 
10^« C < 10" 
TSE SS 1 - = э „А (2) 
De (1): 10'< Ax B < 10" 
10" > С> 10° 


1026" < « 1018" 


сото (1) = (2): 
16-т = 19 эт= 7 > 10°С < 107 
18-п = 15 эп = З 


Rpta. .. "C" puede tener: 4, 5, 6 © 7 cifras. 


Entre que límites se encuentra el número de cifras que se obtiene al efectuar la expresión: 


Sabiendo que "A" tiene 13 cifras, "B" 16 y C, 19. 


= 


— A am——— р Y e 


23. 


Solución 


Eliminando los radicales internos: 


3 
2 3 
з w-2 ggss 
к= {А22 pos сз = VA*.B?.c* 
з SMS 
a 24 
2 epa 
E-A*.B^.c* 
ЕБВ ЕЕ Ыр A LL 2 (1) 


сото: 
102 <А < 10 > 10°<А <10” 
105 <В< 1068 => 10% <В2 < 102 multiplicando 
10sC«10* => 10% <С3 < 107 
10% < E < 1012 


Rpta. .. “Е” podrá tener de 97 a 102 cifras. 


El número A tiene 7 cifras y otro B posee 9 cifras. si: A^ . В" tiene 4n cifras. Hallar "n" 


Solución 

Como: 
10*-' < A*.B^ «109 — Lu (1) 
i5 < Ao cMEU * (2) 


elevando a la cuarta potencia la expresión (2) y escribiendo en forma conveniente: 


me poo 10 "МЫ cO (3) 
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(1) « (3) 

10920.1-25 UB" лот 

HO" ¿e Bs с NM MINE E (4) 
por dato: 

10 < B < 10°, elevando al exponente "n" 

OP <s Ba < 10m6 


10" > В" 


iv 


@ o ИРА (5) 
(4) + (5) 
D Өү < 106 
ү s W cL AOS 

Se deduce que: 3 


8 
11-8п< 0 < 16-7n K 2 


Rpta. .. El ünico valor entero de "n" es 2. 

24. Hallar el valor de "n", si E tiene las 11 cifras; A tiene 18 y B tiene 13 cifras, 
siendo: E = VA?.B? 
Solución 


Podemos establecer: 


100 «E«10" => 109< E-VA?.B? < 10" .................. 


además: 


107 <A 10” 5 104 s АЫ < 10% 


multiplicando: 
107 «3B < 1095 > 108% Bi 103 


10? < А2 В2 < 1075 extraemos V : 
70 75 
10° < VAB? < тот 
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-———— у — у — 


dividiendo (1) + (2) 


i109 = "AS, x 16 


75 70 
109 > AB s 10" 

10-75 we 
{0° = *1 eio" 
10 

10-75 0 119 
10 < 10 «10 ^, 


de aquí se deduce que : 


10-55 4606 i9 < ЛӘН. г. MC S. (3) 
n n 
también о<11-7° „79 etta ns67 pa (4) 


Rpta. De (3) y (4) se deduce que n= 7 


Iiis] EPROPUESTOS 


sobre división (con clave) 


Efectuar la siguiente división; donde cada asterisco representa una cifra: 


* * * * * * * * * 
* * * * * * * 
* 0 * * 


* 
* 
* 
+ 


* 
LJ 
* 


Dar como respuesta, la suma de las cifras del cociente. 


a) 18 b) 12 c) 9 d) 11 e) N.A. 
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2. 
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Calcular el dividendo de la siguiente división y dar como respuesta la suma de sus cifras. 
(Cada punto representa una cifra). 


e ө ө ө ө ө 4 [о e o 


e 4 e e 


e e e 
e o 4 e 
e o e 4 
e e o e 
o 4 e 
в o © 
e e e 
0 
а) 15 b) 16 с) 17 9) 18 е) 11 


Efectuar la siguiente división y dar como respuesta la suma de las siguientes cifras del divisor. 


5. | ooo. 


e 5 5 е е 
e ө 5 ө e e v5... 
e e ө ө 
e о ө ө 
e ө ө e 
e ө ө e 
0 
a) 18 b) 20 c) 23 d) 21 e) N.A. 


Hallar: a + b + с + d, en la siguiente división: 


2 а сє 1 |b b 
a 


X = a с 
2 uc YC 
d e 1 
d 1 
a) 16 b) 15 c) 18 d) 20 e) 21 


SA 


— cw 


5. 


10. 


Hallar: a + b + c , si se cumple: 


a b a b 1 | b a 
- -= č =- ž - 6 6 c 
a b b 
ды. ¿Cad 
0 
a) 12 b) 14 C) 15 d) 18 e) 21 


Si cada guión representa una cifra. Hallar la suma de las cifras del dividendo, si: 


>p a £r Uode 
з 0 5 шь Y 
ы 0H 
E 5 MR 
оо о 
а) 15 b) 18 с) 17 9) 18 е) 19 


En una división entera los residuos por defecto y por exceso son 24 y 28 respectivamente. 
La suma del dividendo, el divisor y el cociente es 924. Hallar la suma de las cifras del 
dividendo. 


a) 18 b) 19 с) 16 d) 15 e) 20 


¿Cuál es el valor de c + d, si 5 c d entre a b da ba de cociente y b b de residuo? 


a) 15 b) 13 c) 10 d) 11 e)9 


Hallar el menor nümero de la forma: 8 a b 1 tal que al dividirlo por 29 deja residuo máximo. 
Indicar la suma de las cifras del nümero hallado. 


a) 16 b) 15 c) 18 d) 19 e) 17 


En una división inexacta el residuo por defecto y el residuo por exceso son iguales a 48. Si 
el cociente por defecto es 37. Hallar el dividendo. 


a)4500 Ы) 4000  c)3800 9) 3600  e)3000 
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11. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Cuántos números enteros existen, tales que al dividirios entre 49 se obtenga 32 de cociente; 
pero si se les dividen entre 46 se obtenga 35 de cociente. 


a)Nose Б) 10 с) 8 9 6 е) 5 
риае 
determ. 


Se dividen los números mcdu y abc obteniéndose 17 de cociente y 29 de residuo. Se dividen 
luego el C.A. de mcdu entre el C.A. de abc obteniéndose 4 de cociente y 4 de residuo. 


Hallar: abc. 


a) 439 b) 449 c) 459 d) 469 e) 479 


Determinar la suma de las cifras del cociente de una división entera inexacta cuyo dividendo 
es 529 565 y cuyo restos sucesivos obtenidos fueron 246, 222 y 542. 


a) 13 b) 14 с) 15 d) 16 e) 17 


Teniendo en cuenta que a =b + c y que al dividir aaaa entre bbb los residuos sucesivos son 
ссс y “a”, hallar la suma de los posibles cocientes. 


a) 57 b) 75 c) 105 d) 59 e) 25 


Cuántos nümeros enteros existen tales que al dividirlos entre 47 con error menor que 1/10 
de un cociente por defecto igual a 12,8. 


a)5 b) 8 с) 4 96 е) N.A. 


En una división inexacta, el dividendo es un nümero mayor que 644, el divisor es 34 y el 
cociente es 18. Hallar el residuo por exceso. 


a) 1 b) 20 c)5 d) 18 e) N.A. 


Al dividir 8975 entre cierto divisor, el residuo de la división es 659. Si dividiésemos el mismo 
nümero entre un divisor 63 unidades menor, el residuo se conservaría y el cociente 
aumentaría en una unidad. Hallar la suma del divisor y el cociente de la división original. 


a) 776 b) 695 c) 763 d) 767 e) 677 


Hallar el nümero de cifras de: 
Р = A? x B? xC, si А xB tiene 15 cifras y A x C tiene 20 cifras. 


a) 49; b) 48; c) 47; 48; d)50651 e)50 
50 6 51 49 ó 50 49650 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


SiE= E puede tener 10 a 15 cifras. A y B tienen 8 y 10 cifras respectivamente. Cuántas 


cifras tiene C? 
а) 3,4,5 b)5,6, с) 4,5,6 94465 e)667 

66 67 ó7 
Si los números A, B y C, tienen respectivamente n, 2n, 3n cifras enteras. ¿Cuántas cifras 
como mínimo puede tener 

Р = АзхВ*хС5 ? 

a) 26n b) 26n-12 с) 26п-11  d)25n e) 25n-12 
Si: A, tiene 17 cifras enteras. 


A, tiene 20 cifras enteras. 
А, tiene 23 cifras enteras. 


A, tiene 62 cifras enteras. 
¿Cuántas cifras pueden tener: 
Р = А, хА,ХА,...хА,, como mínimo? 


a) 632 b) 633 c) 618 d) 617 e) N.A. 


Si A tiene 18 cifras, B tiene de 10 a 25 cifras, C de 21 a 29 cifras, D de 30 a 35 cifras y E 
de 16 a 29 cifras. 


Cuántas cifras podrá tener: 
_ А°хВ°хСб 
D*xE? 


a) De 8 a 190 cifras 
b) De 9 a 189 cifras 
c) De 8 a 189 cifras 
d) De 9 a 190 cifras 
e) De 9 a 188 cifras 


Cuántas cifras tiene: A? + ( B?x C ); si A tiene 12 cifras, B tiene 10 y C tiene 15. 


a)De34a36 b)De32a34 с) 40 d)De28a32 е) МА. 
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24. 


25. 


26. 


27. 
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Cuantas cifras puede tener: 


AxC 
E- "p? · sabiendo que: 


B 
A x B puede tener 32 © 33 cifras C x D? entre 18 y 20 cifras y na 


de 3 a 5 cifras. 


aj8aí10 Б) 11а1з c)7a9 d)5a7 e) N.A. 


Hallar el número de cifras que puede tener la expresión: 


Е = A? x B?x (C -D )*, donde: 
A = número de 5 cifras B = número de 4 cifras C = número de 6 cifras 
D = número de 3 cifras 


a) De 38 a 46 cifras 
b) De 36 a 40 cifras 
c) De 28 a 60 cifras 
d) De 34 a 40 cifras 
e) N.A. 


El número de cifras de A es el doble de B y el cuádruple del C. Si D tiene 5 cifras. ¿Cuántas 
cifras puede tener: 


P=(AxD)=(B*xC*) 


a) De 2 а 11 cifras 
b) De 3 a 8 cifras 

c) De 2 a 13 cifras 
d) De 3 a 18 cifras 
е) De 4 a 10 cifras 


Dados los números A y B se sabe que: A tiene 6 cifras y que la suma de los números de cifras 
de las expresiones: 


M,-AxB'y М, = A? x B? es 87. 


¿Cuántas cifras tiene B? 


а)9610 Ы) 10011 c)11612 d)12613 е) №А. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


El dividendo y el residuo de una división por defecto suman 814 y el cociente es igual al 
residuo por exceso. Hallar la suma de las cifras del dividendo, si el divisor es 47. 


a) 19 b) 18 c) 22 d) 20 e) 21 


Hallar el mayor nümero de 4 cifra que dividido entre el menor nümero par que tiene 14 por 
suma de sus cifras, se obtiene un residuo que tenga 14 por suma de sus cifras. 


a)9920  b)9919 с) 9985 d)9928 е) 9987 


Se tiene 943 nümeros consecutivos; si se divide el menor de ellos entre 78, se obtiene 29 
de residuo. ¿Qué residuo se obtiene al dividir el mayor entre este divisor? 


a) 47 b) 45 c) 71 d) 35 e) N.A. 


Enuna división el residuo es 13. Si al dividendo se le multiplica por 4 y el divisor por 2, luego 
se dividen estos números se obtiene 16 de residuo ¿cual es el valor del primer divisor?. 


a) 15 b) 12 c) 18 d) 21 e) 24 


En una división el residuo es máximo y la suma de los cuatro términos es 49. Si al dividendo 
se le suma el residuo y ejecuto nuevamente la operación, el nuevo residuo es 5. Hallar el 
divisor. 


a) 6 b)5 0) 7 d) 9 e) 4 


El residuo de una división inexacta es 986. Si el dividendo se hace 2 veces mayor y el divisor 
se hace 3 veces mayor, entonces el cociente se reduce a la mitad del cociente antenor y el 
residuo se hace 8 veces mayor. Hallar el dividendo de la primera división. 


а) 4930 Ы) 7074 с) 6088  d)6902 е)5916 


La suma del dividendo y el divisor de una división inexacta es 71 veces el residuo y la 
diferencia de los mismos es 57 veces dicho residuo. Hallar el cociente de dicho residuo. 


a) 10 b) 12 с) 11 d) 14 e)9 


Calcular cuántos son los nümeros que cumplen la condición de que al ser divididos entre 46 
den un resto igual a quíntuplo del cociente. 


a) 10 b) 11 с)7 d)8 e)9 
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Dada la división: 


NU BLU X y хх x 
а ББС bre f 
x x а 
Som C 
X 


Reconstruir y hallar: 
(a+b+c+d+e+f) 


a)29 b)28 c)27 d)26 e)25 


En una división inexacta el dividendo es un nümero formado que termina en 65, el 
divisor termina en 19 y el residuo en 57. Cómo termina el cociente. 


8)...08 Ы)...16 c)...24 d)...52 е)...32 


En una división inexacta, el divisor es menor que 50, si le restáramos 190 al dividendo y 
dividiéramos nuevamente el residuo aumenta 32 unidades. Hallar cuántos valores puede 
tomar el residuo inicial. 

а) 2 b) 3 с) 4 9) 5 е) 6 

Hallar Іа cifra de las unidades del menor nümero comprendido entre 600 y 700 tal que al 
dividirlo entre cierto nümero da como residuo por defecto 17 y residuo por exceso 12. 


a)7 b)3 c) 2 d) 4 e) 6 


— -— = — æ — 


+ 


Capitulo 7 


PROPIEDADES DE LOS NUMEROS NATURALES 


Flujo del contenido de este capítulo 
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Conjunto de los mültiplos de un nümero natural: 
Consideremos el conjunto de los nümeros naturales N es decir: 


N= (0,1,2, 3,4,5,6,.. ......- .) y formemos un nuevo conjunto multiplicando el número 
2€N por cada uno de los elementos де c. (exceptuando el cero) 


El conjunto así formado lo llamaremos conjunto de los múltiplos de 2 y se denota por el 
símbolo: 


( 2) o también 2 N . Entonces: 

(2) = 2N = (2x1;2x2;2x 32x 4...) 

En adelante nos referiremos a este conjunto como el conjunto de los nümeros pares: 
( 2) =2N = (2; 4; 6; 8; ...) que se puede definir por comprensión como: 

(2) = {хє N/x=2xn, Yne м} 


Procediendo del mismo modo, podremos formar el conjunto de los 4; 5; ME 


(3) = 4 м = {4;8; 12; 16; 20;...} 

(4) = 4 м = {хє М/х = 4хп, Vne N} 
{5} = 5 м = {5; 10; 15; 20; 25;...} 

{5} = 5 м = {хє Ҹ/х= 5xn, Vne N) 
En general: 


Sia e N; entonces el conjunto: (a) 0 a N está definido por: 


{а} -axN-í[(a;2a8,38;4a;...) es el conjunto de los a. 


ii. Extensión de la relación “ser múltiplo de” al conjunto N, 


Sabemos que: 


N= NU(0) 


Si deseamos extenderla relación" ser múltiplo de" a №, lo única que es necesario determinar 
es: 


l. {0 }, el conjunto de los múltiplos de cero. 


П. Para cuáles números a e м, se verifica que 0 e ( a ] 


Recordemos que a x 0 = 0, sia e N, y por lo tanto que si multiplicamos O por cualquier 
elemento de N, = (0; 1; 2; 3;... } obtendremos 0 


0x0=0x1 = 0х2 = 0х3 = 0х4 = ............ Охп, Vne N, 
Concluimos entonces que: 

(0) = (0) 
Consideremos ahora el caso en que 0 є (a) paraa c N, 
Observemos que: 


0e(1) puesto que 0 2 1x0 
Oe (2) puesto que 0 = 2x0 
0€ (3) puesto que 0 = 3x0 


0€ (5) puesto que 0 = nxO 
Entonces en MN, se tiene que: 
LJ 


= (0;2;4;6;8;...) = {хє М/х  2xn, Vne М, } 
= (0; 3; 6; 9;...} = {хє № /х = 3xn, Yne М} 


(a) = {0; а; 2a; За;...} = {xe М/х = axn, Vne №, } 


МОТА: а €( 0 } puesto que no existe п є Ntal quea = Oxn 


Estos conceptos preliminares nos permitirán comprender con mayor facilidad las teorías 
más importantes de las propiedades de los nümeros naturales como: 


* Teoría de divisibilidad 
* Teoría de los números primos. 


* Máximo común divisor y 


* Mínimo común múltiplo. 
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- Criterio general de divisibi- 
lidad 

- Criterios de divisibilidad 

- Descomposición polinómica 

Ejemplo: determinar el valor 

de las cifras “a” y Ф” si: 

N - 64a72b = 72 


Teoría de divisibilidad 
Objetivos fundamentales Teoría de 
congruencia 


Resolver ecuaciones 
Diofánticas ( sólo cuando las 


Calcular el residuo de una 
división sin necesidad de 


- Identificación de cifras 
- Multiplicidad en una 


serie numérica calcular el cociente. variables: x, y, z.. € Æ). 


Teoría necesaria Teoría necesaria Teoría necesaria 


- Binomio de Newton - Criterios de divisibilidad. 
- Restos potenciales Ejemplo: 
- Descomposición polinómica Hallar a, b y c e 2* 


Ejemplo: | si se cumple: 

Calcular el residuo Ва + 15b + 11c = 1560 
de E +7 si: 

Е = 1х8'+2х82+.. + 100 х 81% 


División y divisibilidad.- 
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Dados dos nümeros enteros a y b llamados respectivamente dividendo y divisor, se llama 
cociente dea: b ó a/b a un número entero csi EXISTE y es UNICO, tal que da como resultado 
el dividendo si se lo multiplica por el divisor: c. b = a 


Ahora bien, dados los enteros a y b, no siempre existe tal entero c; por ejemplo ningün entero 
C, verifica c . 3 = -8. En otras palabras la división: la división no es siempre posible en el 
conjunto Z de los nümeros enteros. 


O sea que la división no es una operación cerrada en Z o aplicación Z x Z — # del Producto 
Cartesiano Z x Z en Y, pues hay elementos de Z x Z, o pares ordenados de números 
enteros, a los cuales no corresponde un nümero entero como cociente a/b. 


Diremos que la división es una operación parcialmente definida en Z porque para algunos 
pares ordenados (a,b) de Z x Z existe en Z el cociente a/b , y estos pares forman una 


я mr = v 


parte propia M, de Z x 2 La fig. adjunta representa una parte de este conjunto M, c Z x Z 
(que es infinito). | 


Fig. x 


Por ser M, una parte del producto cartesiano Z x Z es una relación en Z, que se llama relación 
de múltiplo en 2 o entre números enteros. 


la pertenencia: 
(ENTE c MN (1) 


suele indicarse ( en forma obviamente incorrecta) como "igualdad" 

a Mp»... OA (2) 
que se lee a es múltiplo de b. 
indicando con (b) el conjunto de los múltiplos enteros de b, (1) equivale a: 

& € (D) NT „=. P (3) 
Los puntos A, B, C, D (fig. x) indican respectivamente que M, contiene los pares ordenados 
(2,.-2),(0,-1),(3.3).(-4, 2) o sea que: 

26€ (-2), Өе (-1), 3 ези 2) 

La relación inversa se llama relación de divisibilidad en Y y se indica también: 


Баа ар ›....Ж. Жер (4) 


que se lee: "b divide a a" o "b es divisor de a". Entonces: 


(а, .b)e M, Sae(b) = b/a ........ (5) 
(1), (3) ó (4) significan que existe a/b = Ce Z, o sea: 
existe c є Z tal quec. b = a.......... (6) 
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En virtud de esta última igualdad c.b = a , en lugar de decir "b es divisor de a” se dice 
también “b es factor de a”. La igualdad c. b = a se llama factorización de a. Todo número 
a admite las factorizaciones triviales a = a.1ya = (-a).(-1) 
Debemos considerar con cuidado el papel del cero en la divisibilidad. De: 

coca 1 оу AU I.....———-—..-- (7) 
se deduce a = О. Entonces: cero es factor solo de cero. 
Por otra parte, sia = O se verifica (7) para todo c e Z. 


O sea: Todo número divide a cero: с/0 в Ieeeeeceeeeeec ee eee renes tna aean (8) 


(0/с = 0). O lo que es lo mismo: 


O e (с): cero es múltiplo de cualquier número ............. (9) 
a EN 
En cuanto a la división: Бе (10) 


Por de pronto carece de sentido si a + O, pues entonces ningún número ( entero о no ) да 
resultado a al ser multiplicado рого. Convendremos en que tampoco tiene sentido el símbolo 
0/0, pues todo número da О al ser multiplicado por О y entonces la operación 0/0 no queda 
definida, esta vez por falta de unidad en el resultado. Pero 0/0 pues existe c e z (cualquier 
entero) tal que 0 = c.0 


En cambio: 


Pam todoa sro Oka и |. JM «When e ЕЁ (11) 


NAT RELATIVOS К 
a divisibilidad 
1. Si un número es divisor de otros dos, será divisor de su suma, su diferencia y su producto. 


Es decir: 


Si А = пу В = б se cumple: 


i) A+B = nan = n 
B ÀA-B -AQ«5 x {1 
iii) AxB = nxn = n 


2. Si un número es divisor de otro lo será de todas sus potencias. Es decir: 
Si А = ñ, entonces: A = (nk = ñ 
3. 9 A-her, В = ñ+r, entonces: 
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-—-——— A A o——— 


hadi 


) A+B = (ñ+r)+(ñ+r) = Ber, r, 


Ї) А-В = (Rhe«r)-(n«r)- herr, 
i) AxB = (ñ+r,) (N+r,) = й+г,хг, 
iv) Ах = (й +г) = й+г,к 


Si un nümero primo divide al producto de dos factores, al menos debe dividir a uno de ellos. 
Es decir: 


Si AxB = б, entonces: A = ñ oB = ñ 


Siun número divide al dividendo y al divisor de una división inexacta divide también al residuo. 


A | B “Si n divide a A y B, divide a r” 
r 
" А = Bxq-r 
n = nxqer 


Luego: r = n 


El binomio de Newton (inducción) 


a 


b 


— 
(a+b)? = 2+2ab+b? = àá«b? ó b+a? 


рани 
а 


ES 


b 
IAS e, 
(a+b) = a?+3ab+3ab?+bi= á+b? ó baa 
—À 


à 


Generalizando podemos establecer que cualquier potencial del binomio es igual a un múltiplo 
del primer término más el segundo término elevado a un exponente igual al que señala la 
potencia del binomio. Esto es: 


(a+b) = á+b" б b+a" 


Caso especial: 


| а +6" (Sine №, nes par) 
(a-b) = 


á-b” (Sine №, nes impar) 
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Teoría de las congruencias 
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Los número afectados de un ritmo, por ejemplo el período 5, son divisibles exactamente 
por 5 y constituyen sus múltiplos: 


5: 10:154220:25:30: 35: df) si (1) 


Desfasando el ritmo en una unidad se logra otra serie de nümeros ya no divisibles por 5; 
pero con la propiedad de dar todos el mismo resto al dividirlos por 5: 


5:1: 467^21- 26:380: 96941^ pai (2) 


Los nümeros que figuran en la expresión (2), se dice que son congruentes entre sí, segün 
el módulo 5. 


Definición 


Dos nümeros a y b, que den el mismo resto al ser divididos por otro nümero m, 
o cuya definición sea un mültiplo de m, se llaman congruentes respecto del 


nümero m. Este nümero recibe el nombre de módulo de la congruencia. 


Para expresar abreviadamente que los nümeros a y b son congruentes respecto del módulo 
m, se escribe: 


a = b (mód. m) e 
Se lee: a congruente con b segün módulo m. 


(*) Esta notación se debe a C.F. Gauss (1 777-1 855), quien introdujo el concepto de 
congruencia en su obra Disquisitiones Arithmetical escrita alos 24 años. Aveces se escribe 
a =b(m)óa = bsimplemente cuando se propone conocido el módulo. 


Los números a y bse llaman miembros de la congruencia y pueden ser positivos o negativos, 
pero el módulo se supone siempre positivo. Así por ejemplo, los nümeros 48 y 30 son 
congruentes con el módulo 9 ya que divididos por 9, dan el mismo resto (3), se representa 
48 =30 ( mód 9) 
б 
48 =30(9) 


Рог el contrario, se llaman nümeros incongruentes respecto a un módulo m a dos nümeros 
que dan distinto resto al ser divididos por m y se representa: 


p ¿qím) 
72 £ 30(9) 


M A 


Propiedades de la congruencia: 


La congruencia con respecto al módulo "m" es una relación de equivalencia, porque cumple 
con las propiedades: reflexiva, simétrica y transitiva, es decir se verifica que: 


i. AA (m)... E Roc reflexiva 
i. Si A =B (т) SATB a a a a simétrica 
ii. SiA=B(m) y B=C(m) > AsC(m)  ............. transitiva 


"La condición necesaria y suficiente para que dos números sean congruentes respecto a un 
módulo es que su diferencia sea mültiplo del módulo" 
En la congruencia: 


agb(m) . e (1) 
se cumple: 
a [m > a-mq-«r 
rg а= пү+г 


b |m > b= mq +r 


г Y b-mer 
ла-Ь = ћ 


Para los aparatos contadores la serie de los riúmeros se 
cierra en un cierto punto sobre sí misma y vuelve a 
empezar: cuando el dispositivo llega a la máxima capaci- 
ded vuelve al 0. Si la mariecilla del reloj señala las 3 
pueden tambiér: ser las 15; y volverá a las З después de 
27 horas o de 39. Los nümeros 3, 15, 27, 39 divididos por 
12 dar: todos el mismo resto: 3. Se llaman números 
congruentes entre sí de módulo 12. 


El estudio de la congruencia constituye un capítulo muy importante en la teoría de los 
nümeros. 


Los aparatos contadores, desde las saetas del reloj a los cuentarrevoluciones de las 
máquinas calculadoras, indican, no ya sólo nümeros enteros, sino clases de nümeros 
congruentes (con módulo el número máximo legible en el contador + 1). 


Cada contador deberá forzosamente alcanzar un cierto nümero, comenzar de nuevo, 
transformando el contar en un proceso cíclico; el número señalado indica las vueltas 
pasadas, más el número entero impreciso de ciclos. Esto lo sabe muy bien el que compra 
un automóvil usado y se pregunta si ha recorrido 5.000 o 105.000 km (u otro número 
congruente con 5000 según el módulo 100.000). 


Números Incongruentes 


Se dice que varios números forman un sistema de números incongruentes con relación a 
un módulo “т” cuando todos sus restos por "m" son diferente. 


259 


12 


22 


Ejemplo 


Los números: 10, 21, 42, 73 y 94, forman un sistema de números incongruentes con 
respecto al módulo 5: 


resto: O 1 2 3 4 


El sistema completo más sencillo de números incongruentes respecto al módulo "m" es: 
A TIA т -= 1). а... (1) 
Se deducen las siguientes propiedades. 


Si dos números son incongruentes, continúan siéndolo, respecto al mismo módulo, si se 
les suma o resta un mismo número. Pues 


azb(m) a-bzi 


Es decir, a-b no es divisible por m y tampoco loserán(a«n) - (b«n) y 
(a-n)-(b-n), quedando probada la propiedad. 


Como aplicación de esto, un sistema completo de números incongruentes respecto al 
módulo será (basta afiadir a los de (1) 


a, acl, а+2, а+3,...,а+(т-1) 


Si dos números son incongruentes, respecto al módulo m, y k es primo con m, también los 
productos de los números por k serán incongruentes respecto al mismo módulo. 


Sea azb (т); ѕіак= bk (m ) se tendrá a =b ( m), contra la hipótesis. 


Como aplicación a esto, un sistema de nümeros incongruentes respecto al módulo será: 
(basta multiplicar por a si a es primo con m la sucesión (1). 


0,a,2a,3a,...,(m -1)a 


Restos potenciales 
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“Se llaman restos potenciales a un número N con respecto a otro "m", a los residuos que se 
obtienen al dividir la serie natural de las potencias de N entre el módulo m". 


Aplicación: Hallar los restos potenciales de 10 con respecto al módulo 13. 


T P — 


3-3 10? 213-4 10? = 13 -1 
3 + 


Nota: Aplicando restos potenciales, se pueden determinar los criterios de divisibilidad, 
en cualquier sistema de numeración. 


Nota: Calculando elresto de una potencia, fácilmente se determina el resto de la siguiente 
potencia. Así en el ejemplo anterior: 

10% = 1 

10' = 1x10 = 13-3 = 13 - З resto por exceso. 

102 = (13-3) 10 = 13-30 = 13-13-4 = 13 - 4 resto por exceso. 

10° = (13-4) 10 = 13-40 = 13 - 39-1 

10* = (13-1) 10 s. d4À5-9.9 s 13-1343» 13 + 3 resto por defecto. 
OS (18 4 3) 10 25430 = 1942644 = 13433544 = 13 4 resto por defecto. 


-de „м 


= 13-13-1 = 13-1 resto рог exceso. 


Nota: Cuando se calcule los restos potenciales, es aconsejable que ei 1 residuo | sea 
menor o igual a la mitad del divisor, para lo cual se debe tomar el residuo por defecto o por 
exceso segün convenga. 


Gaussiano de un número: 


“Se Пата gaussiano de un número N, con respecto a un módulo m al menor exponente (0 
del número N congruente con la unidad respecto al módulo m ” 


№ = 1(m) (mínima potencia de N que al dividirla por m da como resto la unidad. 


El gaussiano de un número interviene fundamentalmente en la ley de 
formación de los restos potenciales, cuando se trata de precisar los criterios de 


divisibilidad. Determina generalmente el “período”. 


Aplicación: Hallar los restos potenciales de 10 respecto a 64. 


Potencia Resto 
10? 1 ч 1 
10! - 10 Cada 6 potencias consecuti- \ 
102 ct- 36 vas de 10 se repiten los res- AT 
10? 40 Período tos potenciales. En este caso is) 
10^ 16 el gaussiano es O 
105 32 10% = 106 >g = 6 
10% 0 


Criterios de divisibilidad 


Sonlas condiciones que debe reunir un nümero para ser divisible pur otro. Cualquier criterio 
de divisibilidad se puede determinar, aplicando el: criterio general de divisibilidad. 
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Podemos decir que es la “fórmula” para determinar cualquier criterio de divisibilidad (en 
cualquier sistema de numeración) 


Representación general de dicho criterio: 


Consideremos el número: N = аб с..............................-.- xyz del sistema decimal 
PAS h Nor == 
"n" cifras 
Descomponiéndolo polinómicamente: 


abc...xyz = 2 + 10 y+107x+...4+ 10^? c 10^? b 1012 ................ (1) 
= ыы ч. 


"п" cifras 


Determinaremos las condiciones que debe reunir un nümero cualquiera, para ser 
divisible por m . Analicemos los restos potenciales de 10 con respecto a m : 


10! | m => 10'= тд, +r = 10'= mr, 
10? | т = 10? = mq, +r, = 10? = m«r, 


10? | m =, 103 = mg +r > 10? = m+r, 


| 
3 
+ 


103 = 


и 
3 
2 
+ 
y 


1073 | m = 109% 


In-2 9-2 

n-1 m-i = 1 
10 | m > 10"? = mq, ,* r, , 1071 = т +г,., 
Г 1 9... 


Estas potencias de 10 en (1) : 


abc...vxyz = ze (fier )y e (fier )xa.. e (mar ,)ee(ifior „Бы (Ог Ja 
1 2 n-3 n-2) n-1 
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abc...xyz = 2+ +уг,+й+хг+...+й+сг, ¿+ M+br, ,«ar 


2 п-1 


асса хуг =йї+[2+уг,+хг;,+...+сг „+Ьг otan] 


Paraqueabc...xyz sea divisible por m, la expresión encerrada en el corchete debe 
ser cero ó im. 
Aplicación: 
Hallar las condiciones para que un nümero de cuatro cifras sea divisible por 7. 
Sea abcd el número. Polinómicamente: 
abcd = d+10'c+ 1026 «109a — esses (1) 


restos potenciales de 10 respecto a 7 
10-748 W=7+28 14045721 end) 


abcd = d«(743)c«(7 +2)b+(7-1)a = de 7 «30 7 42b «7 -a 
abcd = 7 +(d+3c+2b-a) 

——— . 

debe ser cero ó 7 


Nota: Para determinar los criterios de divisibilidad, se hallan los restos potenciales, de las 
potencias de la base del sistema de numeración entre el módulo. 


Principales criterios de divisibilidad 


Consideremos el número: N = abcdef, aplicando la teoría de restos potenciales podemos 
obtener los siguientes criterios: 


0 
Criterio 2 = (2!) f * ) Un nümero es divisible por 2 cuando termina en cero 
par/ 6 cifra par. 
L- 00 
Criterio 4 = (2) : ер э! = ) Un nümero es divisible por 4 cuando sus 2 ültimas 
4 / cifras son ceros ó ellas forman un número 4. 
Criterio 8 = 


(EE def = со Para ser divisible por 8 la 3 últimas cifras debe ser 
( 8 ) а 6 deben forman un número 8. 
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En general: un número es divisible por 2^, cuando sus "n" últimas cifras son ceros ó ellas 
forman un número múltiplo de 2”. 


0 
Criterio5 = (5!) : f= ( $ ) Un número es divisible por 5, cuando termina en cero 
б 5. 
= 509 
Criterio 25 = (5?) : ef =( 35) Las 2 últimas cifras deben ser ceros ó deben formar 


un número 25. 


E О 
Criterio 125 = (53): def- E) Las 3 últimas cifras deben ser ceros o deben 


formar un número 125. 


En general: un número es divisible por 5", cuando sus "n" últimas cifras son ceros б ellas 
forman un número múltiplo de 5". 


Crileio3 : a+b+c+d+e+f =3 ) La suma de las cifras debe ser 3. 
Criterio9 : a+b+c+d+e+f = 9 ) La suma de las cifras debe ser 9. 

0 
Criterio 11 f+d+b-a-c-e = ( и ) Al multiplicar las cifras de derecha a 


izquierda por 1, -1, 1, -1,. . . al final la 


suma debe dar cero ó 11. 


o 


Criterio 7 : f+3e +2d-c-3b-2a = ( : Al multiplicar las cifras de derecha a 
izquierda por 1, 3, 2, -1, -3, -2, y así 
sucesivamente,al finalla suma debe 


ser cero ó 7. 


NI 
— 


0 
Criterio 13 : f - Зе - 4d -c + ЗЬ + 4а = ( T ) Al multiplicar de derecha a izquierda por 
1, -3,-4, -1, 3, 4 y así la suma debe ser 
cero ó 13 
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PROBLEMAS DE DIVISIBILIDAD QUE SE RESUELVEN APLICANDO LOS 
PRINCIPALES CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD 


Observaciones previas 


+ Se deben conocer los principales criterios de divisibilidad así como el criterio general de 


divisibilidad. 
ж Debemos recordar como descomponer un número en su forma polinómica. 


1. Si laaibb = 9. Hallar a + b, (máximo) si a + b 


Solución 


Aplicando el criterio de divisibilidad por 9: 


1+а+а+1 +6 +6 = 9 


2+2а +26 = 9 


2(1+a+b)= 
2(a+b+1)= 


8 
. a+rb+1 = 8 © a+b ES 
17 


Rpta. a+b (máximo) = 17 


9 
9 


2. Halar(a«b)si aaobb(b42) = 13 


Solución 


Aplicando el criterio de divisibilidad por 13: 


0 
a aob b(b«2) o» уза --ъ+ьуг = С 
43143 1 13 


о ——7aw2 = 60S ale 4 Abr =5 


> 7Ta-6b«2 -< 


Rpta. .а+Ь = 9 


13 > 7a-6b- 11> 7a = 6b« 11 & a = 5ль=4 
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Si: Зтпт = 143. Hallar mn : 


Solución : 
- 11 > módulo 11: 2m -(3« n) = 11 
3mnm -143 = ! 
18 módulo 13: ( т - 3n - 4m)- 3 = 13 
de donde: 


3(m+n+1) = 13 эт+п = 12 
22m-(3«12-m) = З(т-5) = 1» т = 5лп = 7 


Rpta. .. mn = 57 


Se sabe que aob5 = 91 y “b” es lo mayor posible. Hallar el número ab 


Solución M 
E А m 6b - 7 «13 
ls 7 módulo 7: 5+3b-a =7 6b = 7р + 139 
aob5 = 91 . а 
13 módulo 13: 5-3b-a = 13 "р" у “q” #ѕ enteros. 
Si: р = -q эб = -74 + 139 = 6q 
~b = 9 = 0, 1,... ,9; сото "b" es lo máximo >b = 9 


E 5+27-а=7 >a-4=7 


br E $8 4-427 


Rpta. .. ab = 49 


Hallar el mayor valor de b + c - a si se tiene que abcc=23 ya« b «c = 10 
Solución ` 
abcc-23 > 1000а + 100b+11c= 23 


11a + 8b + 11c = 28 | 
11(а+с)+8Ь = 11(10-b)+8b = 23 


a e шо ч» с с ч с"т==— ea 


р — id 


> зв = 2375 
bNL— 6 
> а+с = 4 


Para lo pedido: с = З y a = 1 


Rpta. .. 


Il 
со 


b+c-a = 643-1 


¿Cuántos números de la forma ppqq son 99? 


Solución 
9 > módulo 9: 2(p«q) = 9  p«q = 9618 
ррад son 99 
11 > módulo 11: (q+p)-(q+p) = O para cualquier valor de "p" y “q” 
De (1) 
paz 39 
р+4 = 9 o р+9 = 18 э р 
q = 8,...0 
Rpta. .. Existen: 9 + 1 = 10 nümeros. 


Si abc- 13  ab-$ 


Solución 

ac = 7  — aplicando módulo7 > За+с = 7 

ab = 9 > aplicando módulo9 > a+b = 9 Р 
abc = 13 > aplicando módulo 13— -3b - 4а +c = 13 
De (2): a+b = 9; porquesia-«b = 18 no cumpliría con (3). 
еп (3): -3(a+b)+c-a = 13 >= c-a=1 / 

еп (1): 4а+1 = 7 эа = 5;с = 6^Ь = 4 

Rpta. -.a+b+c = 15 


ac = 7, determinar a +b +C 


10. Indicarla suma del menor y mayor número de la forma ab888 que sean múltiplos de 19 más 


5. 


11. 
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(n. 


12. 
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Solución 


Podemos establecer: 


ab888 = 19411 
ab888 = 19 Descomponiendo polinómicamente : 
10000а + 1000b +877 = 19 transformando el 1* miembro en 19 ; 


19 +ба+19 +12b+19 +3= 19 


ба + 122+3 = 19 


3(2a+4b+1)= 19 => 2а+ 4+1 = 19 


Se deduce que amm = 9, b=0 


ато = 1. b 4 


El mayor: 90888 
El menor: 14888 


Rpte. Suma: 105776 


Sabiendo que b -c = 6 y que абс4 = 8 . Hallar el residuo de dividir accb entre 8. 
Solución 
Aplicando el criterio de divisibilidad por 8: 

bc4=8 

b-c=6=>b=6, 7, 8, 9 b=8 yc=2 

(ee (ob 2З 

accb = 8 + ccb = 84228- 8 +4 

Rpta. Residuo: 4 


Dos nümeros consecutivos comprendidos ente 600 y 700 son tales que el menor es 11 y el 
mayor 13. Hallar dichos nümeros y dar como respuesta la cifra de decenas del menor. 


Solución 


Sean Ny (N + 1) los números: N =11 = 11k; N« 1 = 13 = 139 


"уз — 


13. 


Además: 600« N «700 


600 « N + 1 « 700 


Podemos establecer: 


i3q-11k = 1 (todo en función de 11) 


+2 - 11 = 1 1 
11 q-1 y -— 
2q= 11+1 q- 11-52 1+6 
q = 1+6 
Рего: 


600 < 139 < 700 
46 < а «54 
Se deduce que: 
а= 1146 - 50 
„М+1 = 13x50 = 650 a N = 649 


Rpta. Cifra de las decenas del menor: 4 


Al dividir el número “N” entre 23 se observa que la diferencia entre los residuos por defecto 
y por exceso es 9. Si se sabe que el cociente es a488; hallar el residuo de dividir N entre 8. 


Solución 


R 


, = residuo por defecto R, = residuo por exceso. 


Por dato: R,-R¿ = 9 
luego: В, = 16; R; = 7 


рего: R,*R, = 23 
como: М = dxc« Hy pero: c = 8488 - 8, Ry 716-8 
luego: N=8+8=8 


Apta. .. al dividir N entre 8, el residuo es cero. 
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14. 


16. 
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Sabiendo que: abcía5 = 12,375, hallar a+b + с. 


Solución 


125 


N = abcta5 = 12375 E 
= а аэ = b === (0 
Cem 


Por ser 125:  ia5-125—a-2 


8 
Por ser 9 : 2ibrctit?24629 3b- Bl < 
І 17 (по) 
Рог ѕег11 : (6+6) -(4+с) = Ь+2-с = 11 
Luego т 8-2c«2 = 11 5 5-с a wc EE, b=3 


Rpta. -.a+b+c= 10 


Cuántos nümeros de 5 cifras son tales que son 23 + 5 y terminan en la cifra tres. 
Solución 

М 22845 -...8 = abcd3 М = 23q+5 

luego: 10,000 « 23q + 5 « 100,000 


434 < q < 4345 


pero: 23045 2.3 = 234 = 8-9 = 6 


391 valores 
Rpta. Existen 391 nümeros. 
Si 436° х 58 = aB0biab6a8. Determinar b - a. 
Solución 4 
4363 х 58 = aBOblab6aB —— inn (1) 


Aplicando el criterio de divisibilidad por 11 a ambos miembros de (1): 


436? х 58 = 1146 


1146 = 11 +(8+6+а+ьЬ +8) -(а+ь+1+а) 
6 = -а+10 >а = 4 


aplicando el criterio de divisibilidad por 9 a ambos miembros de (1): 


4363 х 58 = 9 +4 


9+4 = 9 +4+8+1+4+6+4+8 + 2Ь 
2b+4 = 9>b= 7 
Rpta. -.b-a=7-4=3 
Hallar la condición necesaria y suficiente para que el número А sea divisible por 40. 
А = 33 + 32" + 3З" + 1 
Solución 
Haciendo: 3^ = -x ,reemplazando en A: 
А=х3+ +x+1=(x+1)+(x+1) = (х + (+ 1) 
además: 40 = 4x10 = (9+1)(3+1)= (3+1)(3+1) 
Entonces: 


Rpta. (37+1)(3"+1) - 20 €» n es impar. 


Determinar un número de 4 cifras divisible por 99 y tal que si se divide entre 4 y 25 los residuos 
son: 3 y 18 respectivamente. Dar como respuesta la cifra de centena del número. 


Solución á 182442 
€—— E 43 = 4 +3 
Si: abcd = 25 + 18 > cd | = А 
68 = 4 — luego cd = 43 
92.- 4 wu 


además: 2643 = 89 = 100xab+43 = 99 =ab+43 = 99 


Rpta. .. ab = 56 entonces: abcd = 5643 
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¿Cuántos números 17 + 4 de cinco cifras terminan en la cifra 2 
Solución 

Los números son de la forma: 17k+ 4 

por límites: 10 000 « 17k + 4 « 100 000 


588 « k « 5 882.1 
y para que: 17k+4 = ..2 >к = ..4 
luego: k e (594; 604; ...5874) 
Rpta. Existen Е = 529 nümeros 
Siab=7-3 сй=7+2; е = ў +1 
Calcular el residuo que se obtiene al dividir entre 7 , el nümero: 


abcdefabcdef...................... 
MÀ O ——————————— 
20 cifras 


Solución 


abcdefabcdef....................-. = ab x 10' + odef [ 102 105 1] 


TM 
20 cifras 


pero: 10 = 7 +1 > 102 = 7 +1 = 108 = 741 


además: cdefab = cd х 10* + ef х 10? + ab 


cdetab = (7+2) (7 -3) +(7 «1)(T«2)«7-3- 7 
luego: abcdefabcdef A F 27007-9)(7 HUT (7 807-27 53 
——»———SÓ 
20 cifras 


Rpta. Residuo 4. 


7+4. 


21. 


22. 


23. 


Si: 5ab = 742 y sabiendo que el residuo por exceso de dividir su complemento entre 
11 es 7. Hallar a x b. 


Solución 

Баб = 7+2 | СА (Bab ) = 1000 -500- 10а-Ь = 11-7 

500+10a+b = 7242 | B. E E 

satb: = Tol. e (1) | Пе Ms aquel! > 7 
| A TET, ausi (2) 

De (2): solo cumple: a -b = -1 >b-a = 1 = b=a+1 d 


De(2)+3a $a$1 272 + Swai EF As da а E 3Ab 24 


Rpta. .. ахь = 12 


Sabiendo que: 41n + 61n 2119 y que: 36n - 23n está comprendido entre 400 y 500; hallar 
la suma de las cifras de "n". 
Solución 
41n + 61n = 102n = 17x6n = 7 x 17k (por ser 119) Y К 
Luego: п = 7 
36n - 23n = 13п = 400 < 13п < 500 
30 < п < 40 сото п = 7g Solo 
cumple: n= 35 
Rpta. 3 +5 = 8 
Encontrar los nümeros de tres cifras mültiplos de 13 y tales que la cifra de las centenas sea 


igual ala cifra de las unidades. Entre las soluciones sólo hay un mültiplo de 9; explicar porqué 


Solución 


aba = 13 > 101a +10b=13= 91а + 10а + 10b = 13 > 134 10(a & b) - 13 
>10(a+b)=13 €» a+b = 13 .. las soluciones posibles: 
5^b-28-aba = 585 


а = 4лЬ = 9 >aba 


494; а 


а= 6лЬ = 7 > aba = 676; а 7л = 6 saba = 767 
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24. 


25. 
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а = 8ab = 5» aba = 858; а = 9 Ab = 4 — aba = 949 


Rpta. Entre las soluciones sólo hay un mültiplo de 9 pues esta condición exige: 
a+b+a=18Acomoa+b = 13 quedaa = 5xb = 8 


Determinar las cifras x e y de manera que el número N = 28 x75y sea divisible por 33. 
Solución 
3 
28x75y = 33 > módulo 3:2+8+x+7+5+y = 8 = 23+х+у = 3. 
11 Козу лс A 5 (о) 
0 э8+у-х= 0 эх = 8+у .................... (В) 
módulo 11: (8 +7 +у)-(2+х+5) = _ В 
11—э8+у-х =11=у-х =3..................... (х) 
Sumando (о) + (x): 
1+2у = 82 у= 467. Siy 24, х= 1 № = 281 754 
SI My = X=4 N= 284757 
De (B): Se puede obtener: у = 0, х = 8; y = 9; х = 1; el primer par de valores по cumple 
la condición 1 + х+у = 3: el segundo da la solución N = 288 750 
Rpta. Soluciones: 281 754 
284 757 
288 750 
Cuántos números de 3 cifras múltiplos de 9 existen de tal manera que la cifra central sea 
igual a la suma de las laterales. 
Solución 
Para que un número sea 9 se sabe que la suma de sus cifras debe formar un nümero 9 
El número es de la forma a ( a + b ) b donde: ё 
а+а+ь+Ь = 2(а+ь) = 9 297 
E. son 9 nümeros 
Rpta. .. la cifra central es 9 y los números posibles son: — ----- 
891 
990 


== aa 


27. 


28. 


29. 


A un número de dos cifras 11 + 10 se le multiplican por 4; luego se le suma un 26 + 9 


obteniéndose como resultado a un número 13-2. Hallar la suma de las cifras de dicho 
número. 


Solución 
El número: ab. Se cumple: 
ab = 11+10además4xab+26+9= 13-2 


> 4аЬ = 13-11> 4xab =13+2 >13 = d par 


> ab 


ab = Sr = 20, 33, 46, 59, 72, 85, 98 
Sólo cumple: ab = 98 


Rpta. —.a«b = 17 


Cuál es el menor nümero 7 que da de resto la unidad al ser dividido por 3 ú 11? 
Solución 


Sea N el nümero. Se debe cumplir: 


N = 3+1 
ПО TN al sip №= 433+ 1 =383k+1 ^ xum (1) 
N-7 


Pero: 33k + 1 = 7 
7 +5k+ 1 = 7 
5k + 1 = 7 


AM) = 4 


'minimo 


Rpta. En(1) 2. М = 33(4)+1 = 133 


Encontrar de cuatro cifras diferentes de cero N = mcdu tal que se tenga: mcdu- 11; 
md=7; m+c+d+u = и? 
Solución 


Según el enunciado el valor mínimo que pueden tener las cifras es 1, y el valor máximo 9; 
por lo tanto, en virtud de la ecuación m+c+d+u = u? 
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se tiene: 4 < и? $ 36, luego puede tenerse и? = 4; 9; 16; 25 © 36, de dondeu = 2; 3; 4; 
566; pero siendo 3 < m + C + d < 27, osea: 
3 <u? -u < 27 sólo es posible: и = 3; 4 ó 5 у entonces m « c c d = 16; 12 620 


La condición modu = 11 da т+а-с-и = 11 y combinando con la anterior resulta: 


3 6 А 3 . 
= EX. "m = 20-8 «di 
5 0 4 


de donde c = 7, 4 62 cuando u = 3; 4 ó 5 respectivamente y se obtiene m +d = 80 18. 
Como la condición md = 7 equivale a m - 2d = 7 la segunda posibilidad ( m + а = 18) no 


conviene pues implica m = d = 9; y la primera da 3d = 7 «1dedonded = 5 И =з. 


Rpta. La ünica solución del problema es: 3 454. 


30. Demostrar que: 


li 
o 
+ 


Уп є Z* se cumple: 3?*3 + 40n - 27 


Demostración 


32п+3 + 40n - 27 


3^. 33 + 40n - 27 


US] 
9-1 


27 (9° -1 )+ 40n 


8[27. +5п ] = 8[27 (9 + 97? 49-1) 5n] 


pero:9 = 8412 9 = 8 +1 = 8K, +1; también 9% = 8 +1 = 8k, +14... 


en general 9"'—- 8 + 1 = 8k, ‚+ 1; entonces: 


= 8[27(8k, ,+1+8k, ,+1+...+8K,+1+8+1)+5n] 
= 8[27(8+n-1+1)+5n] 

= 8[27(8 «n)«5n] = 8 [27.8k+27n+5n] 

= 8.27.8k+8.32n 

= 8.8.27k+8.8.4n 

= 64(27k+4n) =64 (l.q.q.d.) 


31. Hallar los números enteros de tres cifras, N = c du, que sea iguales al cuádruplo del producto 
de sus cifras. 


Solución 


Recordando que un númeroes 5,cuandotermina en0ó 5. Elnúmerono puede ser5, porque 


siendo par sería 10y por lo tanto el producto de sus cifras, sería nulo, ya que u sería cero. 
Los factores primos de N de una sola cifra sólo puede ser: 2, 3 6 7 
Podemos escribir: 
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32. 


33. 


N = cdu = 100с + 10а «u = 10(10c+d)+u = 4cdu. 


Luego: 4dcu-u = 10(10c+d) 
ш{4@с-Л1 ) = 101061069) ww = 5 (а) 


Analizando esta expresión se deduce que: 
u(4dc-1)=5 


Spo e Be. ,luego4dc-1 = 5, lo que exige que 4d c termine en 6, y por 
lo tanto que c d acabe en 4 ó en 9. 


Consideremos los números terminados en 4 ó 9, a lo sumo iguales a 9x 9 = 81 y que no 
tengan factor primo mayor que 7; estos son: 4, 14, 24, 54, 64, 9 y 49. 


Para: c,d = 4 = 2,26 1,4 6 4,1, solo puede ser cd = 22 ó 14 ó 41. 
Рага: c,d = 14 = 2,7 sólo puede ser: cd = 27 ó 72, etc. 
De (a) setiene:u(4dc-1) = 100с + 10d = cdo 
_ cdo 
4xdxc - 1 


Tanteando el valor de "u" con cada uno de los valores anteriores de cd, no se encuentra valor 
entero y menor que 10 más que para cd = 38lo que da u = 4. El número pedido es pues: 


Rpta. 384. 


Hallar el resto de la división por 81 de la expresión: 
10^ - 9n + 2. 
Solución 


-1 
10°= (9+1)" = Panoa... 19—20 grin 9. 11uogo: 
——— O —————————— 


81 
10" = 81+ 9n + 1 


Porlotanto: 10"-9n 42 = 8149n41-9n42 = 8143, 


Rpta. Es decir, el resto pedido es 3 


Si: M = N(N+1)yM = abcd, ademása-d = b-c 
hallar la suma de las cifras M, sabiendo que N expresado en base 11 no termina en la cifra 
cero, y que ( N + 1 ) en base siete termina en la cifra cero. 
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Solución 


M=N(N+1)> М = abcd > a-b = b-c,de aquí se deduce que: 


-a-c = -b-d ә -(a+c)+(b+d) = O loque permite asegurar que M = 11 
peroM = N(N+1)ycomo N=..........X(once) X +0 is М #11 


>N+1 =11 además: 


М+1=.......... Ое) lo cual implica que N+ 1 = 7 
з A 277 — {única solución para 
o N+1 -< ә N+1 = 7 мет = 77 УФ o v 


11 ^ М=76 cifras). 


M = 76x77 = 5852 


Rpta. S, = 5+8+5 +2 = 20 


PROBLEMAS DE DIVISIBILIDAD QUE SE RESUELVEN APLICANDO TEORIA DE CONJUNTOS 
(Diagramas de Venn) 


КҮКҮ ЕЕ PREVIO 


Debemos conocer las operaciones ante conjuntos U, N ,— A, además de la Teoría de 
divisibilidad. 


1. беа “y” la cantidad de números del 11 951 al 19 499 que son 37 pero no 17 y sea “x” la 
cantidad de números que son 17 pero no 37. 
Hallar x - y 
37: 11 951 < 37k < 19 499 => 323 < k < 527 
-. Existen: 527 - 322 = 205 números 37 
17: 11951 <17k < 19 499 = 703<k<1 147 
-. Existen: 1 147 - 702 = 445 números 17 


17 y 37 osea 17x37: 11 951 < 17 x37 .k < 19 499 = 19 «k € 31 


-. Existen: 31 - 18 = 13 números 17x37 
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-— —w— cae w 00 — o9 


Graficando: 


х = 445 - 13 

y = 205- 13 

Rpta. x = 432 
y = 192 

x-y = 240 


¿Cuántos números de 3 cifras son múltiplos de 2 pero no múltiplos de 3 ni tampoco de 4. 


Solución 


En el diagrama de Venn: 


100< m x 12 « 1000 > hay 75 números 12 


100«mx4 «1000 > hay 225 números 4 
100<mx2 < 1000 — hay 450 números 2 
100<mx6 < 1000 > hay 150 números 6 


Rpta. Del diagrama: Hay 150 múltiplos de 2 pero no de 3 ni de 4. 
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3. ¿Cuántos 2 y 7 pero no 15 hay entre 45,000 y 120,000? 
Solución 


En el diagrama: la parte sombreada representa el conjunto solución del problema. 


i 
15 


= 


2 y 7 esto es 14 > 45000 < 14k < 120 000 > 3214, < k < 8571, 


л Existen: 8 571 - 3214 = 5 357 números 14 


14 y 15 esdecir 14.15 = 210 > 45 000 « 210k « 120 000 


214, <k < 571, 
-. Existen: 571 - 214 = 357 números 210 
Rpta. .. Existen: 5 357 - 357 = 5 000 números 2 y 7 рего по 15 


4.  Hallar cuántos nümeros entre 95,000 y 194,000 son 7 y 13 pero no 11. 
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Solución 

* y 13 osea 91: 
95 000 « 91k « 194 000 
1043, « k « 2 131, 

-. Existen: 


2 131 - 1043 = 1 088 números 91 


7;18; 11 osea 1001: 
95 000 « 1 001K « 194 000 


94, « k « 193, 
Existen 99 nümeros 1001 
Rpta. - 7 y 13 peron Ti son: 1088-99 = 999 números 


¿Cuántos números entre 7,000 y 9,000 son múltiplos de 17 ó 19 ó 23 pero no múltiplos de 
dichos 3 nümeros al mismo tiempo? 


Solución 


17: 7000 « 17k « 9000 “ 


911,7 < k < 5294 . 
2 Existen: 118 números 17 


19: 7000 < 19k < 9000 
368,4 < k < 473,6 


+. Existen 105 números 19 


23: 7000 < 23k < 9000 
y así sucesivamente, 


Apta. Se obtiene 315 números. 
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6. En los 840 primeros números naturales. ¿ Cuántos números múltiplos de 2 existen que no 
sean múltiplos de 4 ni tampoco múltiplos de 7. 


Solución ET 
2 B9. 430 
2 
2. 180.940 
4 
i4. 840 60 
14 
28 940 40 
28 


. 2 pero no 4 ni 7 son: 
420 - (180 + 30 + 30) = 180 números. 


Rpta. 180 nümeros 


7. ¿Cuántos números de 3 cifras existen tales que sean 8 pero no 3 


Solución 


La cantidad de números de tres cifras es 900; de los cuales: 900 + 60 = 150 son 6 y 


900 + 18 = 50son 18 . Entonces la cantidad de números de З cifras que son 6 y no 9 son: 
Rpta. 150-50 = 100 números 
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+ AL a 


A partir de: 15 x 16 x 17 х...................,- = 18 - 6. Hallar "n" 
A ———— 
"n" factores. 


Solución Si: P es el producto: 


Por inducción: RE iS "S 
P=13+(n+1)! = 13-6 = 13 +7 


E" 18 Fe Analizando: 
16 = 13+3 
17 = 13+4 


15+(n-1) = 13+(n+1) 
A—.——^ 


n-ésimo factor 


Rpta. .nz7 


El número: 


| ат (a T. 


1) 18 11) 18-1 ш) 18«2 1№) 1841 У) 18-2 
Solución 
17 = 18 -1 А и 
, 18 - 1 (n, impar) El primer factor es: 18 +1 
18 +1 (n, par) El segundo factor es: 18 - 1 


Rpta. .. El producto es 18 - 1 
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10. En la siguiente serie: 23, 31, 39, 47.............................................. 


200 términos 


¿Cuántos términos 17 + 2 existen? 

Solución 

Los términos de la serie, son de la forma: 
23 + 8q; donde O < q < 200 

Pero nos interesa los términos de la forma: 


2348q = 17+2 >17+6+8q = 1742 > 4+8q = 17 


>4(1+2q) = 17 = 142q = 17 >q 2 


(995/28) ae 
17 


N? de términos = 


Rpta. .. Existen 12 términos de la forma 17 + 2. 


11. ¿Cuántos términos de la serie: 94; 101; 108; . . .; 4 042 no son 11 + 7? 
Solución 
Los términos son de la forma general: 
а = 87 +77; n= 1;2;...;565 > 565 valores 


Sólo interesan los términos: 


a, = 11+7 = 11-4 =87+70+4-4=91+70-7(13+n)-4 


511-4 = 7(13+п)-4 = 11к = 7(13+п) >n+13 = 11 
>n +13 = 11р 


Сото 1 < п < 565 
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12. 


13. 


entonces 14<п+ 13 < 578 регоп + 13 = 11q 
14 < 119 < 578 
2<q<52 
U.S 8... ИБНЕ К ГЕ ; 52 (51 valores) 


Rpta. .. Existen: 565 - 51 = 514 números. 


¿Cuántos 13 + 10 hay en la serie: 29; 37; 45; 53; .. .; 4 517? 


Solución 


Los términos de la serie, son de la forma general: 


a = 21 +8n опет = 1,2, 2 , 562 


Sólo interesan los términos de la forma: 


n 


>a, = 13m-3 = 24+ 8п-3 > a, = 13т-3 = 8(3+n)-3 


2 3+n= 13 = п+3 = 139 
pero 1< n< 562 
4€ n+3< 565 


13q 


4< 139< 565029 bets , 43 ( 43 valores ) 


Rpta. .. Existen 43 nümeros. 


ө 21828. Pn. 
п ЮЕ 2 1 
Y ИР = айча; (азылы amp a 


Se tiene las siguiente afirmaciones: 


(DP-à, (MP-n, (I)P-n^ (IV)P= n? (V)P=3, 


¿Cuántas afirmaciones son falsas? 


a, = 13410 = 21+8n>a,= 18-3 = 13m-3 = 214 34 8-3 
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Solución 
a, = na, 


1 


а, = (n-1)a, 


Rpta. ..Son falsas (1), (111) y (IV), tres afirmaciones. 


14. Enla siguiente serie: 14; 26; 38; 50; .............. ¿Cuántos números de tres cifras son 15 +2? 


Solución 


Los términos de la serie son de la forma: 2 + 12n —^ n = 1; 2; 3;....,....... 


Por condición: 2412n = 15 +2 = 12п = 15 —2?x3xn = 1 eub = 5 


Además: 100 € 2 + 12n < 1 000 
8, < п < 83, 


Sólo cumplen: п = 10; 15; 20; ...80-( 15 valores ) 


Rpta. 15 nümeros. 


PROBLEMAS DE DIVISIBILIDAD QUE SE RESUELVEN APLICANDO CRITERIOS DE ECUACIONES 
DIOFANTICAS Y RESTOS POTENCIALES 


NAMES PREVIO 


+ Debemos recordar los criterios de divisibilidad; descomposición polinómica , 
básicamente 


1. Compré vacas a $ 45 000, cada una y caballos a $ 52 000 cada uno. Si en total gasté 
$ 939 000. Hallar la diferencia entre el nümero de vacas y de caballos que compré. 


Solución 
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V = N? de vacas c = N?caballos = 45 000V + 52 000c = 939000 transformando 
en 45 > 45V + 52с = 939 => 45 4 7C = 45 +39 — 7с-39 = 45 »c = 12 


_ 939-52 х12 _ 
a 


У 7 


Rpta. С -У = 5 


Se compran panetones y tortas a $ 4 y $ 7 respectivamente. Si el gasto fue de $ 123 en total. 
Determinar la suma de los nümeros de panetones más los de tortas, si el producto de estos 
nümeros es lo máximo posible. 

Solución 


x = N? de panetones y = N? tortas. 


4х + 7у = 123 aplicando módulo 4: -y = 4-1=>y=4+1 


w Т, Б, 9, 1З, 17 
{ y y y y 
х = 29, 22, 15; 8, 1 
Como x.y es máximo: x = 9 
y = 15 
x+y = 24 


Rpta. 24 


Compré vacas, cerdos y ovejas que cuestan '/.70 ООО, '/. БО ООО, '/.30 000, respectivamente, 
gastando en total S/. 1 290 000. Si compré doble número de cerdos que ovejas. ¿Cuántos 
animales compré en total? 


Solución 
x = № де уасаѕ у= № де cerdos z = № de ovejas. Podemos establecer. 
70 000x + 50 ОООу + 30 0002 = 1 290 000 > 7x + 5y + 3z = 129 


como: y = 22 


Luego: 7х + 132 = 129. Aplicando módulo 7 274 Жозе 2,2 = 1+3 


> 2 = 7 -3 >Z = 4 única solución ~. x = 8, у = 11 


Rpta. х+у+2 = 8+ 11 +4 = 23 


Se han comprado botellas de vino: 7 cajas de 18 botellas а S/.50 por botella, 1 caja 
de 13 botellas a S/.300 por botella, también por lo menos una caja de 19 botellas a 
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S/.100 por botella y cajas ( porlo menos una ) de 10 botellas a S/. 290 por botella; si 
por todo se pagó S/. 42 000. ¿Cuántas cajas del último grupo se compraron? 


Solución 


Sea n el número de cajas de 19 botellas y m el número de cajas de 10 botellas: podemos 
establecer: 


7x18x50+1 x 13 х 300 + 19 x 100n + 10x 290 хт = 42 000 


19 +29m = 318 
aplicando módulo 19: 19 + 19 + 10m = 19 + 14 
10т = 19-5 
5(2m+1) = 19 
2m = 19-1 
m =g 


Rpta. Nueve cajas. 


María va al mercado con S/. 22,590, compra papayas a 770 soles cada una, naranjas a 910 
soles cada una y manzanas a 1430 soles cada una. Si compra la mayor cantidad posible de 
manzanas, cuántas frutas compró en total, si gastó todo su dinero. 


a) 17 b) 18 c) 19 d) 21 e) 20 
Solución 


770p + 910q + 1430r = 22990 


7+7+7+3r=7+5 
3r = 7 +5 = 12,19... 
r=4 


Rpta. 4 


+17 " 
$^ donde n es un nümero entero 


„‚„_ en 
Sea la fracción 


Cuál es la forma general del entero n para que los dos términos de la fracción sean: 
i). Divisibles por 3 

ii). Divisibles por 5 

iii). Divisibles por 15 

¿Cuáles son los valores enteros de n para que la fracción de un número entero? 
Solución 


La fracción se puede escribir como: 


е.» 


2n+17 2(n*1)415 


е 5 I = „д Р 
па "ned de está ultima expresión se deduce que 


= 3k-1 Vke z* 
п = 5k-1 Vkez 
n = 15k- 1 VkeN* 


i). Es divisible por 3 © п+1 = ЗК 
ii). Es divisible por 5 «€ п+1 = 5k 
iii). Es divisible por 15 €» п+1 = 15k 


Valores de n para que la fracción origine un nümero entero: 


o © 
=) 


o 


n + 1 debe ser divisor de 15: 


яра enti = ЗЕТ 9098 — =17 
Du = 3 Sn: 295 7 
n+1=5 п = 4 >f=5 
nrt = 15 п = 14 5> 1S3 


Determinar el valor de x para que al dividir el nümero 90x1738 рог 11 tenga el mismo 


resto que el nümero: 


123128 ооо 123 dividido por 9 
q (AA -—_ ——— 


300 cifras 
Solución 
Aplicando el módulo 11 al primer número: 


(9+х+7+8)-(0+1+3) = 24+x-4 = 20+x = 22«x-2 

= 11 +х-2 = x-2 (representa el residuo del número entre 11) .......... (1) 
aplicando el módulo 9 al segundo nümero: 

100(1+2+3) = 600 = $46 (6 representa el residuo)  ........... (2) 


Como los resultados (1) y (2) deben ser iguales: 


Rpta. х-2 = 6 эх = 8 


En que cifra termina: 


(2727 )% + ( 4753 Y" x ( 12 729 )* en base siete? 
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Solución 


(2727) = (7+4)% = 7+4 

(475339 = 7 

(12729)5 = 7 «x luego: 

(7 +4)+7(7+х) = 7+4=4 
Rpta. .......... 4) 


9. Hallar el mayor resto de dividir: 


PLC PM +256% entre ` 3. 


А 
Solución 


Analicemos las potencias de 2 (módulo 3) 


2' = 3-1 

22 = 3+1 * Potencias Pares: resto 1 

2 = 3-1 ** Potencias Impares: resto 2 
2=3+1 


La serie queda así: 
abc + ә?2хабс m gAxabc du обхабс + о8хабс 
Para que se tenga el mayor resto abc debe ser par por lo que la expresión será 342 


Rpta. Resto = 2 


10. Si el número 25%*se convierte a base 9. ¿En qué cifra termina? 


Solución 
(25 2 = (9 -2 )** aplicando restos potenciales: 
( 9-2 Р = 9+4 
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11. 


12. 


13. 


(9-25 -9-8- 9 +1 ч 
luego:(9 -2)* = [(9-25]* = 9 +1 
Rpta. Terminará en la cifra 1. 


Sabiendo que el número ( 453 )^ expresado en base 11 termina en la cifra œ, hallar el valor 
de m en base 2. 


Solución 


453 = 1142 > ( 453)" = 11 +2", 


Pero: (453 )" =... Ou = 11+ 10 = 11-1 


Luego: 11 + 2" = 11-1 52"+1 = 1 
Rpta. т = 5 = 101, 
Hallar el residuo por exceso de dividir ( 12,725 )% + 4225 x 8,728 entre 13. 
Solución 
(12725 уе = [(13-2)9]P= [13 + (2) = 1341 
4225 = 13 


Luego: 


ol 
~ 
— 

il 

ol 

+ 

— 


N = (13+1)+ 


Pero si: 


luegor = 1^ r,213-1 = 12 


Rpta. 12 


Hallar el residuo entre 7 de la siguiente suma: 


S-545454... 599 
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14. 
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Solución 


Analizando los restos potenciales de 5 con respecto a 7: 


5 = 7 +5 
Ec +а 
53 = 7 +6 
5 = 7 +2 
55 = 7 +3 
527241 


Si: ab =7 
са =7 
T 


ef - 7 


De donde se obtiene: 5' + 52 +... + 5° = 7 
uide Entonces: 1031 = 6х 171 + 5 


S =95! +5243. 151025 4.51077, Бю 
w 
1718 


-.S=7+5+4+6+2+3>8 27420-7246 


Luego: abcdefabcdef al dividirlo entre 7, ¿Cuánto dará de residuo? 


Ss 
20 cifras 


Solución 


® al &| 
п n H 
NI Ni NI 


EF = ab х 10' + cdefab x [102 + 10% + 1] 


abcdefabcdef 
— ——————* 


20 cifras 


Pero: 105 27 +1 > 10? 27 +1 > 108 = 7 41 


Además:  cdefab 


cdefab 
Luego: 


Cd x 10^ + ef x 10? + ab 
ву Зат (7 32). 7- 35 7 


М = (7-3) (7 +1) +7х(7+3) = 7-83 - 744 


Rpta. Residuo: 4 


15. 


16. 


Demostrar que 2'55 - 1 es divisible por 31? 


Demostración 
(255-1)-231?- К e 2°. Como 21% = (25)!y31 = 25-1 
(25)9124 
, ME OP Sl T4 
-. Se tendrá que: (25 125-1 


Se puede notar que ( 25 )*! - 1 es divisible por 25 - 1, siendo entonces su cociente: 
(255,9 (253 +... + 25 + 1 


Para llegar a la tesis, necesitamos probar que este cociente es divisible рог 25 - 1 = 31. Si 
en cada sumando tenemos en cuenta que 25 = 31 +1 se tendrá que: 


(25) + (25)? +....+425+1 = (31+1)9+(31+1)%+...+31+1 +1 = 31 + 31 veces 1. 


Rpta. .. Por lo tanto probamos que 2'55 - 1 es divisible por 312 
Probar que 2'55 - 1 es divisible por 31? 
Demostración 
(2*5-1) + 31? = k (entero) 
2155 = (2) у 31 = 25-1 


(25 j2 E 


^ Se tendrá que: x=») 


Se puede notar que ( 25 )*! - 1 es divisible por 25 - 1, siendo entonces por cociente: 
(2)%+(23)%+...25+ 1 

Para llegar a la tesis, necesitamos probar que este cociente es divisible por 25 - 1 = 31 si 

en cada sumando tenemos en cuenta que 25 = 31 + 1 se tendrá que: 

(25) + (22)%+....+25+1 =(31+1 + (31+ 1)? +....+ 314+1+1 = 31 + 31 veces 1. 

д (25)90 4 (25) +... +25+1 = 31 


Por lo tanto probamos que 2'5 - 1 es divisible por 312. 
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17. 


18. 


¿Cuál es la mayor cantidad de viernes 13 que se pueden presentar en un año común (365 
días)? 


Solución 


Se calculan los días que existen del 1? de enero al 13 de cada mes, como podemos apreciar 
en el siguiente gráfico: 


Los días transcurridos del 1? de enero al 13 de cada mes, se divide entre 7 para determinar 
el nümero de semanas transcurridas (o semanas y fracción), luego se observa cual de las 


multiplicidades se repite con mayor frecuencia (en este caso: 742 se repite 3 veces) y esta 
representará la mayor cantidad posible de viernes 13 


Rpta. 13 de febrero, 18 de marzo y 13 de noviembre 


¿Qué día de la semana caerá el 24 de Diciembre del año 2000? 
Solución 


Contando los días desde el 24 de diciembre de 1992 (jueves) hasta el 24 de Diciembre de 
1992 (considerando que hay 2 años bisiestos (1996 y 2000) tenemos: 


2 x 366 + 6 x 365 = 2922 días 


Como cada 7 días a partir del 24 de diciembre de 1992 caerá jueves: 


2922 =7+3 (jueves + 3 días siguientes) 


Rpta. .. Caerá Domingo 


sie] IBS P IPROPUESTOS 
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sobre divisibilidad 
Hallar “a” en: a4a4a = 8 
a) 2 b) 9 с) 8 9 6 e) 10 
Hallar en “a” en: 5a2a6 =7 
а) 2 b) З c) 4 d) 6 e)8 


— UA IG AA p A чур чыр ч р 


10. 


11. 


Calcular “a” en: 4aa13 E 


a)2 b)5 c)3 d)4 


Hallar “a” en: a17a0 =125 


a) 3 b) 2 с) 5 96 


Sabiendo que: 


Hallar: a+ b + c 


a) 12 b) 14 c) 16 d) 20 


Hallar a + b en abo(b 6) = 44 


a) 10 b) 11 с) 8 d) 13 


e) 6 


e)7 


e) 14 


Siabc-9, bac =5 уса= 8 . Hallar (a.b.c ). 


a) o b) 24 c) 120 d) 210 


Hallar a x b en: 2a42b = 72 


a) 6 b) 8 c) 12 d) 15 


Calcular ax b si: a95b = 88 


a) 10 b) 14 c) 18 d) 16 


Calcular b en: 7ab4a = 77 


a)8 b)6 c)4 d)3 


Calcular a + b еп: 89a46b = 56 


a) 9 b) 6 с) 4 d)5 


e) 240 


e)24 


d) 12 


е) 2 


e) 7 
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12. Si: abba = 63 , hallar a . b 


a)7 b) 9 с) 14 9) 8 е) 12 


13. Hallar: b? - a?, si: 30ab60 = 99 


а) 81 Ы) 9 с) 20 9) 16 е)1 5 


14. Hallara+b+c,si: Gab9Bc- 504 


а) 9 Ы) 10 с) 17 d) 13 е) 12 


15. Cuáles el mayor nümero de tres cifras que es igual а 27 veces la suma de sus cifras? Dar 
como respuesta la cifra de las decenas de dicho nümero. 


a)9 b)8 с)7 9) 4 e)2 


16. Hallar la suma del menor y mayor número de la forma a26b que son múltiplos de 11 


а) 6534 Ы) 9944 с) 9834 d)9504 е) 10527 


17. ¿Cuál es la máxima diferencia entre a y b si: a4a2b = 712 


a)7 b)5 с) 8 d)2 e)4 


18. Hallar el mayor valor de a + b si: 7a2ab = 13 


a) 18 b) 10 c) 9 d) 14 e) 12 


19 Sabiendo que b- c = 6 y que abc4 = 8. Hallar el residuo de dividir accb entre 8 


a) 0 b) 6 с) 3 d) 4 е) 2 


20 Si С°А (aaaa)- 7 
Hallar "a" 


a)3 b)4 с) 5 d) 6 e)7 
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21 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Hallar el número de 3 cifras consecutivas crecientes que sea divisible por 7. Su cifra de 


decenas es: 


a)3 


b)4 


c)5 


d)6 


e)7 


Cuántos valores pueden tomar "a" si: 97a63b = 13 


а) 4 


¿Cuántos números capicúas de 5 cifras múltiplos de 125 hay? 


a) 7 


b) 5 


b) 8 


C)6 


с) 4 


Hallar a x b si: 3446935 = 63 


a) 48 


Si: ab62 = 61. Hallar a + b.(Dé una de las dos soluciones) 


a) 7 


Cuántos números de la forma 9abb son múltiplos de 68 


a) 1 


b) 28 


b)8 


b)2 


c)4 


с) 9 


с) 3 


Si: aa75b = 56. Hallar a + b 


a) 1 


b)2 


с) 3 


d) 7 


d)5 


d)O 


d) 10 


d)4 


d) 4 


e) 8 


е) 6 


е) 30 


е) 11 


е) 5 


е) 0 


Cuál será el mayor número primero del cual es mültiplola suma de абса, саас, bcba у ddab? 


a) 11 


Teniendo en cuenta que абаб = 47. Hallar a - b 


a) 1 


¿Cuál es la máxima diferencia entre “a” y "b" si: ada2b= 712 


a) 7 


b) 91 


b) 5 


b) 8 


c) 37 


с) З 


с) 2 


d) 101 


d) 6 


d)5 


e) 13 


е)2 


e) 1 
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31. Hallara x b, si: C^A (ba6b7) = 77 


a) 20 b) 16 с) 21 d) 24 e) 25 
32. Hallar el menor valor que debe tomar "c" si:95c92d = 37 

а) 6 6) 7 с) 8 d) 9 €) No existe ningún valor. 
33. ¿Cuántos números capicúas de 4 cifras son divisibles por 5 y por 3 a la vez. 


a) 1 b) 2 c)3 d)4 e) 6 


34. Sabiendo que abc837 = 8+5. ¿Cuál de los siguientes valores puede ser el residuo de 
dividir abc entre 36. 


a) 26 b)8 c)7 d) 4 e) 22 

35. Hallar el resto de dividir entre 13 el mayor número de la forma 1a3b4 sabiendo que: 
C^A (la3b4) - 77 
a) 1 b)8 c)9 d) 11 e) 12 


36. Cuantos nümeros de la forma 4abc4 son mültiplos de 19 


a) 45 b) 46 c) 47 d) 48 e) 49 


37. Si: ababab- x ¿Cuál es el mayor valor de x sabiendo que es un módulo simple 


a) 3 0) 7 c) 13 d) 37 e) 4 
38. Hallar el valor de x para que E = 36427 — x= 9. Dar la menor solución. 
а) 0 b) 2 с) 4 d) 6 е) 8 


39. La suma de las cifras de ип nümero es 75. Si este es lo menor posible, siempre será un 
mültiplo de: 


a) 17 b) 23 c)7 d) 9 e) 25 
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40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


Hallar cuántos nümeros B 4 6 de 3 cifras existen, que multiplicados por 13 de un 36 « 10 


a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) N.A. 
Si м = 500 + 13у 
hP-(b + Ma + Ma + 3)(b  t)aabc. Hallar la suma de las cifras de Мм 


a) 16 b)18 c) 17 d) 20 e) 19 


Determinar xy =7 si se cumple: 
6x8" +759 =42+ (x y) 


a) 21 b) 35 c) 49 d)72 e)14 


¿Cuántos valores puede tomar "n" sabiendo que: 


njOO........ 00-11 + 6 ,neN 
ace 
“n” cifras 
a) 1 b)2 c) 3 d) 4 e)6 


Si xyyx = 13 y se sabe que yzyzx = 15. Hallar la suma de los valores que puede tomar z. 
a) 12 b) 10 c) 15 d)8 e) 11 
Si se tiene que: xyxz- 77 y que x+y = 9, entonces zy es: 
a) 11 b) 15 с)7 d) 9 e) 13 
Hallar m + n a partir de: 
mo(2mpn = 61 
a) 10 b)13 c)9 d) 11 e) 12 
Si se tienen las siguientes proposiciones: 


) п-п = 3 


299 


Il) (т + 3m) (m «3m «2) = 4 
Ш) p(p+1)(2p+1) = 6 


Se cumplen: 
a) Sólo I b) I y Il c)Iyll d) Sólo Il! е) Todas. 

48. 510 = B?(A+C?)-ABC + ABC? y A = 9 +5,B = 9 -2,C = 9 +4, hallar que residuo 
se obtiene al dividir Q entre 3. 


a) 0 b) 1 с) 3 d)6 е) 2 


49. Siaba = n(a+b)yn = 7 +4. Hallar "n" si (a + b) es lo menor posible. 


a) 81 b) 74 c) 88 d) 95 e) 67 


50. Si: N=1234ab=72. La suma de todos los posibles valores de “a” y “b” es: 
a) 13 b) 34 c)8 d)14 e) 16 
51. Hallar la suma de todos los valores de “q” en la siguiente igualdad: 
21pqp1= 53 


a) 25 b) 23 c) 35 d) 28 e) 34 


52. Si: 12b(a-b)al- 23. Hallar el mayor valor de a + b 


a) 9 b) 10 c) 14 d) 13 e) 15 


53. Siaboba=19 ¿Cuántas soluciones se obtienen? 


a) 1 b)2 с) 4 е) 5 e) Más de 5. 


54. Hallar "b" sabiendo que abcc = 23 y с+а+Ь = 10 


а) 4 Ы) 5 с) 6 а) 7 е) 8 
55. ¿Cuántos números capicuas de 4 cifras son 37 ? 
a)2 b)3 с) 4 9 6 е) 5 
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CT» a т=з» ë ë 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


Se tiene que: aba=25 y bab=9 
¿Cuál de los siguientes números primos es a + b? 


a) 31 b) 19 c) 37 d) 13 e) 43 


Si se sabe que: 


a(ma)m = 11 
Entonces xmax es: 
а)11 Ь)11-1_  eit2 ditr-4 е)113 
Hallar la mayor suma a + b si: aBab = 63 
a) 15 b) 14 c) 10 d) 12 e) 13 
Si 2a2 = 4 ¿Cuántos valores puede tomar “a” ? 
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) N.A. 
¿Qué requisito debe cumplir el número abcd para que sea divisible por 6 ? 


ajd = 2 b)a+b+c+d= 3 c)4(a+b+c+d) = 6 
9) 4(а+Ь+с)+а = 6 eja«b«c«d = 6 


Si: 388ab22 = 97 ¿Cuál es el valor de a + b ? 


a) 4 b) 5 с) 6 9) 7 e) 8 


Se convierte 7%! al sistema quinario. ¿En que cifra terminará en tal sistema? 


а) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4 


SIN = hay = 59. Hallar la suma de los valores de N dividido entre 59. 


a) 59 b) 49 C) 47 d) 79 e) Ninguna Anterior. 
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64. Sise tiene que: abc = 13 y además que: 
(2cy2a)bc = 7 
Entonces debe cumplirse que: 
а) с = 3b + 4a para por lo menos 2 valores de a. 
b)a+b+c = 91 
65. Si se cumple que 97388ab22 es divisible entre 97. Cuál es el valor de a +b ? 


a)7 b)6 c)5 d)9 e) 10 


66. Elcomplemento aritmético de un nümero de 37 cifras es un 11 +5. El número será: 


a)11+7 b)11+3 c)1145 9) 11+6 е) No se puede determinar. 


67. Determinar cuántos nümeros de 3 cifras son 5 pero no son 2 ni 3. 


a) 120 b) 60 c) 180 d) 150 e) 80 


68. En los 840 primeros números naturales ¿Cuántos números 2 existen que no sean 4 ni 7 


a) 180 b)360  c)280 d) 380 e) 390 


69. Cuántos nümeros de 3 cifras son3 o de 4 pero no 12. 


a) 425 b) 144 c) 288 d) 375 e) 350 


70. Cuántos números de 3 cifras son 2 y 3, pero no 5 
a) 60 b) 18 c) 45 d) 36 e) N.A. 
71. Determinar a x b, si: 6ab98c = 504 


a) 18 b) 16 c) 14 d) 12 e) Ninguna anterior. 


72. Determinar un número de 5 cifras, tal que sea igual al producto de sus 5 cifras por 45 (Dar 
como respuesta, la suma de sus cifras. 


a) 20 b) 23 c) 27 d) 32 e) Ninguna anterior 
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73. 


74. 


75. 


76. 


78. 


79. 


80. 


81. 


Un depósito de licores recibió seis barriles de cerveza, cuyos contenidos eran: 15, 16, t8, 
19,20 y31 litros. El primer día se presentaron dos clientes: uno compró dos barriles y el otro 
tres, con la particularidad de que el segundo compró la mitad de litros que compró el primero. 
Sino hubo que destapar ningún barril al momento de venderlos. ¿Cuál era la capacidad del 
barril que no se vendió? 


a) 16 b) 18 c) 19 d) 20 d) 31 


Hallar un número de 4 cifras divisibles por 4 y tal que si se divide entre 25, 11 y 9 los residuos 
son 17, 3 y 2 respectivamente. Dar como respuesta la suma de las cifras del núrnero. 


a) 16 b) 17 c) 18 d) 19 e) 20 


T 25. а b 
Paraa = 7 yb = 11, teniendo en cuenta que g^58 expresión: 
(а+1) (а-1) - (6+1) (b-1)nosiempre es: 


а) 49 Ы) 121 сз  d)77 ве) 25 


„ma m 
Si: ада =5 +1, ¿Cuántos valores pueden tomar "a" ? 


a)2 b)4 c)3 d)5 e)7 


¿Cuántos números de la forma a3b7c1 son müttiplos de 9 ? 


a) 990 b) 900 c) 90 d) 99 e) 100 


Si: 7b6b3b = 13. ¿Cuántos valores puede tomar “b” ? 

a)5 b)6 c) 7 d)8 e) 10 

Al nümero abc que es 11 +6. ¿Cuáles el menor número de veces que tengo que sumar cba 
para estar seguro de obtener un Mie 


a)4 b)5 c)6 d)2 e)3 


Si С° A de 67b8 es 9 . Hallar "b" 
a)5 b)6 c)7 d)8 e) N.A. 


Hallar un número de 3 cifras 7 que al añadirle una unidad se convierte en 8 y añadirle 
otra después se obtiene un 9 (Dar como respuesta la suma de las cifras del nümero). 
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a) 9 b) 7 c) 20 d) 19 e) 21 


82. М = 7 +3 у 4N = 15 + 13. Hallar la suma de sus cifras del menor. 


a) 13 b)7 c) 9 d) 11 e)5 


83. Un número de la forma a3b, múltiplo de 11, es tal que al invertir el orden de sus cifras 
disminuye en 297; luego el valor de la cifra "a" es: 


a)3 b)9 c)6 d) 8 e)7 


84. Un número es múltiplo de 37 cuando restando "n" veces la última cifra de un número 


formado por las cifras restantes, el resultado es 37. Dar el residuo de "n" entre 6. 


a)5 b)4 c)3 d)2 e) 1 


85. ¿Cuántos números М = mcdu existen tales que: du- mc = 39 y que sean 31 


a) 1 b)3 c)5 d)7 e) 6 


86. Siabcd =19 y cd =3(а6 +1). Hallar a +b +c + d 
a) 15 b) 14 c) 13 d) 12 d) 11 
87. Siabcd =13, además cd =3(ab +2). Hallar a + b + c + d 


a) 18 b) 19 с) 17 d) 24 e) 23 


88. Siabcd =17 y cd = 4xab «3. Hallar a +b +C + d 


a) 16 b) 18 c) 12 d) 20 e) N.A. 


89. Sabiendo que 2abc = 17414. ¿Cuánto se le debe sumar a abc2 para que sea 17. 


a) 6 b)8 c) 12 d) 14 e) N.A. 


90. Cuántos números de la forma mcdu = 23 y además du - mc +9 existen ? 


a) 1 b)3 c)5 d)7 e) 4 
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91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


98. 


Si: aboab = 221. Hallar los valores de “b” e indicar su suma. 


a) 20 b) 32 c) 30 d) 25 e) Ninguna Anterior. 


Indicar la suma de menor y mayor número de la forma ab888 que sean múltiplos de 19 


más 11. 


а) 105,776 b) 100,125 c) 130,125 а) 105,104 e) Ninguna Anterior. 


Hallar el resto de dividir E + 8, siendo E = 710 + 7% x З + 79 х 3 + ...... 


a) 1 b) 3 с) 5 9) 7 е) 4 


Hallar el residuo de: 


[848 abc abc abc ............. E entre 7 
87 cifras 
a) 1 b) 2 c)3 d)4 e) Ninguna Anterior. 


Diga cual es el residuo al dividir la siguiente suma: 
e= 9*3 49 x4* 
entre 7 
a) 1 b)2 с) 3 d)4 e)5 
Para *n" entero y positivo la expresión: 
N = 72"*+1+2 х 137*14 177*!, es múltiplo de: 


a) 37 b) 41 с) 50 d) 99 e) Ninguna anterior. 


Hallar el mínimo valor de abc si se cumple 65** = 9 +1 
(Dar como respuesta a x c ). 


a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) Ninguna anterior. 
Hallar el residuo por exceso de la división de E entre 13, si: 


Е = 7 х 298% + З х 999% + 5 


+ 7 х 399 + 3100 
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a) -1 b) -3 c) -8 d) -5 e) Ninguna anterior. 


99. Si: 655-11 +11. Hallar "b" 


a)4 b)5 c)6 d)7 e) N.A. 


100. Hallar el residuo de la siguiente división 7(**1)2 5 


a) 1 b)2 c)3 d) 4 e)o 


101. Hallar la suma de los valores que puede tomar "a" si: ab54(s = 9 


a) 18 b) 13 c) 21 d) 20 e) N.A. 
102. Hallar (a+b) si : 2ab22ab222ab............- =© 
PR A AAA 
52 cifras 
además a z b. 
а) 5 b) 8 c)9 d) 12 e) N.A. 


103. Si: abcab = 13 ¿Cuál es el residuo que se obtiene al dividir entre 7 el número anterior? 


a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4 
P 83. Demostrar que: 3^ + 9 = 10, VneN 
P 84. Demostrar que: 4^*! . 3"+2 + 8 = 22, VneN 
P 85. Demostrar que: ?- 7n =6,Vne N 
P 86. Demostrar que: 9"*'- 8п + 55 = 64, Vne N 
P 87. Demostrar que: 9 x 2^*! + 52n*! = 23,VneN 
P 88. Demostrar que: 2 x 7 х 52" + З х 2 = 17, Vne N 
P 89. Demostrar que: 4”** + 60n + 32 = 36, Vne N 
P 90. Demostrar que: 2 x 16” *? - 30n - 62 = 450, Vne Ni 
P 91. Demostrar que: (2n- 1 5-(2n- 1) =240,Vne N 
P 92. Demostrar que: 7 (7^ - 1) + 240п = 288, Vne N 
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P 93. 
P 94. 
P 95. 
P 96 
P 97 
P 98. 
P 99. 
P 100. 


P 101. 


Demostrar que 
Demostrar que 
Demostrar que 
Demostrar que 
Demostrar que 
Demostrar que 
Demostrar que 


Demostrar que 


Demostrar que 


:64" . 25" - (81.25 )" = 992, Vne N 

: 8120n? + ( 1354974 -4)n = 7, Yne М 
nonga 665, у пє N 

tient ^ Agma 100, Vne N 

:97*3 +40n-27 =64, Vne N 

:29*45 4341 = 11, Vne N 

:2". 3+3 47 = 17, Vne М 
:221+5 5n +6 = 19, Vne N 
[103.4245 29, Vne N 
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Capitulo 8 


TEORIA DE LOS NUMEROS PRIMOS 


Losnümerosnaturales (exceptuando alcero) atendiendo ala cantidad de divisiones que poseen, se clasifican 
en tres grupos: El nümero 1; los nümeros primos y los nümeros compuestos. 


El nümero uno: Los nümeros primos: Los nümeros compuestos: 
(excepción) Tienen sólo dos divisores: Tienen más de dos diviso - 
Es el ünico nümero que Ejemplos: res! !, Ejemplos: 
posee un solo divisor: 1 11,17; 41,79; .. . 48; 60; 280; ... 


Números primos relativos: Es toda serie numérica en la cual los integrantes, puede o no ser números 
primos, pero todos ellos en conjunto sólo admiten como divisor común a la unidad. Ejemplos: 


1.8; 21; 15 ii. 18; 13; 20; 41 iii. 8; 21; 19; 23 
>= AAA O M 
divisor comün: 1 divisor comün: 1 divisor comün: 1 


Nümeros primos absolutos: Es toda serie numérica en la cuál todos sus integrantes son nümeros 
primos, por lo tanto, el ünico divisor que tiene en comün es 1. Ejemplos: 


i. 41; 73; 19; 11 ii. 7; 17; 23 їн. 2; 31; 43; 79 
ә ———— w э ———— 
divisor comün: 1 divisor comün: 1 divisor comün: 1 


Números primos entre sí dos a dos: Es toda serie de números absolutos o primos relativos donde 
además se cumple que cualquier par de números de la serie solo admiten como divisor común a la 
unidad. 


(1): Se pueden descomponer en un producto de factores primos y además, de modo único, si no se tiene en 
Cuenta el orden de los factores. 
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Se llama divisor elemental de un nümero, a su menor divisor diferente de 1. 


Propiedad de los nümeros primos 


1. 
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"Si un nümero es primo absoluto, es primo relativo con todos los nümeros que no son 
mültiplos suyos". 

En efecto, si "p" es primo, sus divisores son "p" y "1" ;si “q” no es divisible por "p" el 
único divisor común que puede tener es el 1. 


Corolario: 

"Un nümero simple es primo con todos los nümeros menores que él. 

"El divisor elemental de un número cualquiera es primo". 

En efecto, si el nümero es primo su divisor elemental es él mismo y la propiedad es evidente. 
Si es compuesto, su divisor elemental "d" es necesariamente primo, pues si admitiese el 
divisor "d" mayor que 1 y menor que "d", loque es imposible ya que por definición un número 
no puede tener un divisor menor que su divisor elemental. 


La propiedad demostrada equivale a esta otra: " todo nümero tiene un divisor primo". 


"Si un nümero primo divide un producto de varios factores, divide necesariamente a uno de 
ellos". 


Sea “р” el número primo que divide al producto abcd . . . k. 
Si "p" no divide a a es primo con él, y por lo tanto, divide al producto b . c . d. . к; si "p" 


no divide a "b" es primo con él, y por lo tanto, divide al producto c. d. ..... .k; prosiguiendo 
así resulta que si "p" no divide a: a, ni a b, nia c, . . ., tiene que dividir al último factor К. 
Corolario: 


i "Si un nümero primo divide a un producto de varios factores primos es igual a uno de 
ellos". 


ll. . "Si un número primo divide a una potencia, divide a la base". 


“Si un número primo con el producto es primo con cada uno de sus factores" pues si "p 
y un factor "b" tuviesen un divisor común “К” éste número dividiría también a 
п =a.b.c..... .h y entonces “p” y "n" no serían primos entre sí, en contradicción con 
la hipótesis. 


“Si un número “n” es divisible por varios números primos entre sí dos a dos, es divisible 
por su producto”. 


Corolario: 


“Si un número es divisible por varios números primos, es divisible por su producto”. 


"Todo número compuesto, se puede expresar como un producto de factores primos”. 
Consideremos que sea “C” un número compuesto. Sea “a” el divisor elemental de C. 


se puede escribir: 


si n, es primo la propiedad queda demostrada, pero si es compuesto se tiene a su vez: 
n, = bn 
1 2 


siendo "b" el divisor elemental de n,; sustituyendo en (1) resulta: 
C = abn, 


ysin, no es primo, admite un factor primo “с”: 
n = Cn, 


luego: 
С = aben 


y así se continua hasta que el número п, sea primo, lo que no puede dejar de ocurrir pues 
siendo los números n,, n,, n, . . ., n decrecientes, es decir, n, > n,» n,» ...» n» 1 el conjunto 
de ellos esta comprendido entre n, y la unidad y, por lo tanto, es finito, no pudiendo suceder 


que la operación anterior se prolongue indefinidamente. 


Cuando un nümero se escribe en esta forma, se dice que se ha descompuesto en el producto 
de sus factores primos. 


Pude ocurrir que algunos factores sean iguales, porlo quela expresión general de un nümero 
compuesto mediante sus factores primos es: 


© = ас BENGE. a s [n] 
que también se llama forma canónica del número C, donde: a, f, х, ......A 
son los exponentes de los factores primos: a, b, c, ...,h. 
Ejemplo 


Descomponer 270 en factores primos (simples) 


Como 270 es divisible por 2 se tiene: 


270 = 2х135 

asuvez: 135 = 3x45 
luego: 270 = 2x3x45 

у сото: 45 = 3x15 
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se tiene: 270 = 2x3x3x 15 
pero: 152 3x5 ^ 
luego: 270 = 2x 3x 3x 3x5 


y por último: 270 = 2x3?x5 , conclusión ésta, а la que se 


puede llegar aplicando la siguiente disposición práctica: 


270 2 
135 3 
45 3 
15 3 
5 5 


“Si “a” y "b" son números primos, entre sí, se cumple que (a + b) y a x b son primos entre 


sf” 


En efecto, si ( a + b ) y a . b no fuesen primos entre sí, admitirían un factor primo común 
mayor que la unidad. Este factor primo tendría que dividir a uno de los factores del producto 
a x b y como también es factor de la suma (а + b ), dividiría igualmente al otro factor. Así, 
los nümeros "a" y "b" no sería primos entre sí, lo que es contrario a la hipótesis. Luego 
(a+b)ya. b son primos entre sí: 


Teorema (o): 


Consecuencia: 


Teorema: 


Teorema: 


Si un nümero no es primo, el menor divisor suyo distinto de la unidad es 
primo. 


Todo nümero no primo, admite por lo menos, un divisor primo. 


Sivarios nümeros no son primos entre si, admiten por lo menos un divisor 
primo comün. 

En efecto, si consideramos que A, B, C, E, no son primos entre sí, 
М.С.О. (А, В, CE) = d>1 


Si d es primo, queda demostrado el teorema, y si no lo fuese, segün la 


consecuencia anterior, d admitiría por lo menos un divisor h primo, que 
por dividir а d, sería divisor común de A, B, C, E que son d. 


La serie de los nümeros primos, es ilimitada. 


Debemos probar que: si p es primo, por grande que sea p, siempre 
existe otro nümero primo mayor que p. 


En efecto, haciendo el producto ID de todos los nümeros primos iguales 
o menores que p: 


2x3x5x7x11x...xp= D 


NT "-— 9 Ҹи Eoo r o —— р b эшн rcc iE rm Ы E 


Ip es un número par superior a 2 y no es primo. 


D + 1, es impar y puede ocurrir que sea primo o que no lo sea. Si D + 1 
es primo, ID + 1 > P > p; ya hay un número primo mayor que p que es 
D + 1, y si no es primo, según consecuencia del teorema (o), admitirá 
un divisor primo que no puede ser ni p, ni menor que p, pues al dividir E 
por estos números primos que son divisores suyos, los restos de las 
divisiones son todos ceros, y si al dividendo P le aumentamos una 
unidad, los restos serán ahora todos 1, si ID + 1 admite un divisor primo 
d y éste no es ni 2, ni 3, ni 5, . . . ni p, tendrá que ser d > p. 

Luego existe un número primo que p; obien ID + 1 sies primo, o cualquier 
divisor primo de Ю + 1, si ID + 1 no fuese primo. 


Método para reconocer si un nümero es o no primo: 


i. Se extrae la raíz cuadrada por exceso del nümero. 
ii Se divide el número entre todos los números primos menores o iguales que su raíz 
cuadrada por exceso y si ninguna de las divisiones resulta exacta, el nümero es primo. 


Aplicación: Determinar si 97 es o no nümero primo. 


i — J97z10 


i 97:2 82:355:171) 


Como 97 no contiene exactamente a ningün nümero primo menor o igual que su raíz 
cuadrada por exceso: 


Entonces 97 es nümero primo. 


Método para determinar los números primos comprendidos en una serie natural: 


(2) 


Criba de Eratóstenes‘: 


Como noexiste una fórmula que comprenda todos los nümeros primos, podemos aplicar una 
técnica para hallar los números primos menores que un número natural n > 1 es la llamada 
Criba de Eratóstenes. 


Estatécnica tiene mucha utilidad cuando el número "n" es relativamente pequeño y consiste 
en escribir la serie natural hasta "n" para después pasarlos a la criba (tabla) o cedazo 
mediante el siguiente procedimiento: 


i. Se escribe la serie natural hasta “n” (consideremos n = 100) y construyamos la tabla 
del 1 al 100 (en este caso resulta práctico escribir 10 cifras como sigue): 


Eratóstenes fue un astrónomo, filósofo y matemático griego, oriundo de CIRENE. Dirigió la 
biblioteca de Alejandría e ideó un método para reconocer si un nümero es primo. También 
cálculo el diámetro del sol y la distancia entre este y la tierra. Murió en Alejandría en el año 
194 a de c. 
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(з) 4 б 6 С) в 910 
(3 14 15 16 @ 18 (49 20 
e3 


12 
22 24 25 26 27 28 (9 30 
32 зз 34 35 36 GJ 38 39 40 
45 46 48 49 50 

€? Criba de 

52 69 54 55 56 57 58 69 60 Eratóstenes 


62 63 64 65 66 Є? 68 69 70 
72 (3 74 75 76 77 78 (9 80 
82 63 ва 85 86 87 88 9 90 
92 93 94 95 96 6) 98 99 100 


2250902609509. 
© 


Se tacha el número 1 porque no es primo. El primer número primo es 2. 


Identificado el primer primo 2, se tachan todos los 2 desde 2? (se elimina la mitad de 
la serie). 


Después de tachar los 2, el número inmediato superior a 2 que este sin tachar es el 
siguiente primo, en este caso 3. 


Se procede a tachar los 3 desde 3? 


El inmediato superior a 3 que esté sin tachar es el siguiente primo en este caso 5 y se 
repite el proceso hasta el momento en que el cuadrado del número primo sea mayor 
que el mayor elemento de la serie. En ese momento, se detiene el proceso y se puede 
asegurar que todos los números que están sin tachar son los números primos 
comprendidos dentro de la serie propuesta. En nuestro ejemplo se debe obtener 25 
números primos: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; 59; 61; 67; 
71; 73; 79; 83; 89; 97; 


Teorema de "Si un nümero entero positivo divide al producto de otros dos enteros y 
Arquímedes: no tiene divisores comunes con uno de ellos a parte de la unidad, 


entonces divide al otro". 


Demostración: Si: n e Z* у "n" divide al producto A.B >A. B = fi 


Consideremos que A no tiene factores comunes con "n" a parte de la 


unidad, entonces B contiene a los divisores de "n" ~. B = Ñ 


Ejemplos: Si:27.N = 49 —N = 49 porque 27 y 49 no tiene factores comunes 


excepto la unidad. 


Obtención de los divisores de un nümero: 
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Teorema: "Todo divisor debe tener factores del mültiplo con exponentes iguales o menores" 


-— EBENEN, — —áEN- о арене c can р р 


En virtud a éste teorema y considerando a i un número cualquiera descompuesto en 
factores primos: 


N= a 0? сх... hè 


Escribamos el siguiente cuadro: 


haciendo todos los productos que se pueden formar, de modo que entre en cada uno un 
elemento de cada fila, y uno solo, habremos formado todos los divisores. 


REGLA PRACTICA 


Se desarrollan todas las potencias del primer factor primo desde el exponente cero hasta 
el mayor (о) 


a а аг аз. ат > tfila 


Cada término de este desarrollo es un divisor de i y todos forman lo que llamaremos la 
primera fila de divisores de N 


Se desarrollan todas las potencias del segundo factor, partiendo del exponente 1 hasta el 
mayor (В) 


bi GA par. MDP 


Cada término de este desarrollo se multiplica por toda la primera fila, logrando nuevas “filas 
de divisores de һы: 


b ab a?b a?b 
b? ab? a?b? a?b? 
b? ab? ab? amb — 1ег grupo. 


Cuando se termina de trabajar con el segundo factor primo, todas las filas logradas se 
reunen en lo que llamaremos el primer grupo. 


Si el nümero posee un tercer factor primo, se desarrollan las potencias consecutivas desde 
el exponente 1 hasta el mayor exponente (х ), cada término de este desarrollo se multiplica 
por todo el primer grupo, logrando nuevos grupos de divisores del número М. 
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iv. 


Cuando se termina de trabajar con el tercer factor primo, todos los grupos que se han 
formado se reunen en lo que podemos llamar arbitrariamente un "Bloque" 


Si hubiese un cuarto factor primo, se desarrollan sus potencias del exponente 1 al mayor 
y cada término de este desarrollo se multiplica por el primer "Bloque" logrando nuevos 
"Bloques" de divisores de N y así sucesivamente. 
Aplicación: Hallar todos los divisores de 2 400 

2400 = 22x 8x5? 
Potencias del primer factor primo: 2° 2' 23 2% 25 ->1ra. fila 
Potencias del segundo factor primo: 3' 


n 8-.. 16 32 1er grupo: 


Í ana 
3 6 12 24 48 96 
Potencias del tercer factor primo: 5405? 


ter grupo x 5 
5 10 20 40 80 160 
15 30 60 120 240 400)» 2do. grupo: 


1er grupo x 5? 
25 50 100 200 400 800 
45 150 300 600 1200 родя Ser. grupo: 


-. Los divisores de 2400 serán: 


1 2 4 8 16 32 
3 6 12 24 48 96 
5 10 20 40 80 160 


15 30 60 120 240 480 36 divisiones 


25 50 100 200 400 800 
75 150 300 600 1200 2400 


Fórmula que da el nümero de divisores. 
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El número total de divisores de un número es igual al producto de los exponentes de los 
factores primos aumentados en 1. 


Consideremos N= a Ы? p 
Demostraremos que el número total de sus divisores es: 
N'DN =(a+1)(B+1) (x +1) (A41) 


En efecto, según hemos explicado anteriormente para hallartodos los divisores formaremos 
el cuadro: 


f a ааз... жи ах (о + 1 ) números 
тъ. БИИБЕЗ an b® (В + 1 ) números 
PA AAA cx (x + 1 ) números 
Dedi реГ ваен P (А+ 1) números 


Y multiplicamos los números de la primera fila por los de la segunda los resultados por los 
números de la tercera fila y finalmente, por los de la cuarta. 


Al multiplicar los a: + 1 números de la primera fila por cada uno de los ( B + 1 ), números de 
la segunda se obtienen (о + 1 ) (B+1 ) divisores; al multiplicar éstos por los de la tercera 
el número de divisores se eleva a(a+1) (B 1)(x + 1). 


Por último, al hallar los productos de estos por los de la cuarta fila se obtienen 
(0+1) (B+1)(x+1)(A4+1) divisores en total. 


Aplicación: Hallar el número de divisores de 588 000 
Como: 588 000 = 25x 3x 53x 7? 


№ D 588 000 = (5+1)(1+1)(3+1) (2+1) = 144 


Suma de los divisores de ип nümero 
Si: N= а 0? сх 


La suma $ de todos sus divisores es el valor del polinomio obtenido al efectuar el producto: 
(1+а+а?+...+ах) (1+6 + 62+... +0 )(1+с+с2+...+с)(1н +0 +...+ P) pues 
los términos son los divisores de м. Pero las expresiones de los paréntesis son progresiones 
geométricas y, por consiguiente, sus sumas valen: 


acti] БЁ*! — 1 cX*1 4 1—1 


¿> respectivamente. Por lo tanto: 
ai" ba 10% Дйн = 


а®+1—1 bf — 1 cX* — 1 [+1 _4 


a 44 СТ ТЕ 


Ejemplo: 
La suma de todos los divisores de 1 260 es: 
1260 = X(d?.Xb x 


PI 27 md 


LE = 8 
AA 
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Suma de las potencias de los divisores de un nümero: 


Sea el número: N = а pP c* Ê y queremos obtener la suma de las potencias enésimas de 
sus divisores: 


an+) _ pb» 1 (a+ pe» 


N————— XC 
a^ —1 b^-1 c^-1 Р-1 


Suma de las inversas de los divisores de un nümero: 


S = Suma de todos los divisores de N 
і QI e 


N 


Producto de los divisores de un nümero: 


y a continuación los divisores de N en orden decrecientes: 


N. 
N; K 


oiz 


E E А wine! WU ones (2) 


(1) х (2): [P = N.N.N...N = Neenee 0090.-060 


pe BHN +N, mw. (А+1) 


Formula que también se puede expresar como: 


(а+1)(В+1)(х+1).........(3.+1) 
e 2 
Pi) =N 


№ de divisores de ж 


Py = № 2 


Aplicación: Hallar el producto de todos los divisores de 36: 


364 2x2 2 фер 
э 
= 2 = 
у= 5022-02208) 


NIO y 
Ш 
[^] 
x 
оз 
Il 
Кә] 


l 
~ 
о 
N 
м 
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ES “AA 


indicador ( 9) de un número N 


Es el número que indica la cantidad de números enteros menores que N que son primos 
con М ; se le designa así: q(N ) 


Consideremos (MN ) en factores primos: 


м = able ...P, entonces: 


Cuántos números menores que 360 son primos con 360 ? 


360 20X35 


Ф( 360 ) 


2х3х5°(2-1)(3-1)(5-1) = 96 números 


Números simples: Son aquellos que no son compuestos, es decir los números primos y el número 
uno. 


Número perfecto: Es aquel cuya suma de divisores es igual al doble de dicho número. Ejemplo: 
28 es un número perfecto porque la suma de sus divisores: 1+2+4+7+14+28 = 
2x28 = 56 


Existe una fórmula para hallar los números perfectos pares: 


№. perfecto раг = 2? (2? - 1) 


en la que es condición necesaria pero no suficiente que p sea primo, y necesaria y suficiente 
que lo sea 2° - 1 


Nümero defectuoso: Es aquel cuya suma de divisores es menor que el doble de dicho nümero. 
Ejemplo 15 es nümero defectuoso ya que: 


1+3+5+15<2x15 


Número abundante: Es aquel cuya suma de divisores es mayor que el doble de dicho número. 
Ejemplo el número 30 es abundante ya que: 


1+2+3+5 +6 + 10 + 15 + 30 > 2х 30 
72 > 60 


Nümero saturado: Son los menores nümeros enteros con el mayor nümero posible d divisores; 
es decir que un nümero saturado tiene más divisores que cualquier otro nümero menor que 
él. 
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Ejemplo: 60 es un nümero saturado; tiene 12 divisores y ningün nümero menor que 60 tiene 
tantos. 


Nümeros amigos: Dos nümeros son amigos cuando cada uno es igual a la suma de los divisores 
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del otro excepto él. 


Fórmula para calcular dos nümeros amigos: 


N, 2 2 [(224 1). 22-1] 


N,-2 (2-142) (2-1 42r) 


Siendo x « z y primos los tres paréntesis y en consecuencia z. paraz = 1, x = 2, se obtiene 
N, « 284, М„= 220 que son dos números amigos. 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE NUMEROS PRIMOS. 
ОВ5ЕНУАСЇЮМЕ5$ PREVIAS 


Siempre que nos pidan calcular el valor de un exponente en un problema sobre 


números primos, lo más aconsejable es aplicar la fórmula que nos da el número 
de divisores. 

Debemos recordar que en estos problemas siempre recurriremos a la 
descomposición del número en producto de sus factores primos. 


Si "m" y "n" son dos números que se diferencian en 5 y se cumple que el número 
а 57 


(7" + 7^ ) tiene 288 divisiones. Hallar el mayor entre "m" y “п”. 
Solución 


Como? MENS" — О ARA (1) 
descomponiendo en factores primos al número ( 7m + 7"): 


Тт + Т" = petm) S xX 468088 NZD 
.МеО(7т +7") = (n+1)(3+1)(1+1)(1+1) = 288 
n+1 = 18 
й = No uu mz» 


Rpta. El mayorm = 22 


Se construye la tabla de divisores de un nümero, y se observa que es de 3 cifras por 3 
columnas y que la suma de los elementos de la diagonal que contiene a 1 es 6007; hallar 
la suma de los divisores del nümero. 


Solución 


Sea М -a?.b? el número. 


DEE GEN 


Cuando se tiene el producto de dos nümeros consecutivos, la raíz cuadrada por defecto 
da el menor, luego: 


Sus divisores: 


a-b = 7f =7.11 у. N =®7 ЫШ" 


Rpta. - SD, (1+7+49)(1+11+121) = 7581 


Utilizando la Criba de Eratóstenes, hallar la suma de los nümeros primos comprendidos 
entre 200 y 240 


Solución 
201 203 207 209 


[a] 215^ 217 219 
223 [223] 
231 [233] 237 


Rpta. .. Lasuma: S = 211 + 223 + 233 + 227 + 229 + 239 = 1 362 


Se construye la Tabla de divisores de un nümero, que sólo tiene 2 factores primos, resulta 
ser una Tabla de 4 x 3 (4 filas, 3 columnas). Determinar la suma de divisores de! nümero 
sabiendo que el cociente del mayor elemento de la 4? fila entre el menor elemento de la 
4" fila entre el menor de la 3ra. fila es 175. 


Solución 
Por datos: 
Construyendo la tabla de divisores de N a^ b? 
F "M зч Я 3 2 —375 
a b 
ag xibu 5% xi 
а =5, "Б EX 
М = 5x7 
3 — 
€ = утлы E 
Rpta. 12,400 beil ЛЕП 
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Hallar cuántos números de 3 cifras del sistema quinaño son números compuestos. 
Solución 
El menor número de tres cifras en base cinco es: 100, = 25 


El mayor número de tres cifras en base cinco es: 444, = 124 


101 3023 305 107 109 
ыт 795 18 7.5315 


Existen: 124 - 24 = 100 nümeros de 3 cifras en base 5, de los cuales 21 son primos. 
Luego, existen: 100 - 21 = 79 compuestos. 


Rpta. 79 compuestos. 


n n n 
Hallar cuántos divisores tienen: 604 x126? x70? , sabiendo que es cuadrado perfecto y que 
"n" es el menor nümero posible. 


Solución 


Como es cuadrado perfecto, tendrá una cantidad impar de divisores. 


n 2 0 
Е = 60*x126? x70? 
п п п уп Wm п йш пп 


УЕ – 608 x1269 х705 = 2* x38 x58 x29 x33 x78 x2^ x5* хт“ 
o el NE 
e En ES 
ЈЕ =23 x3?* x58 y712 
n debe contener a 3, 24, 8 y 12 = Mino = 24 


"E 


29 x9 329081518. ух 720. 


Rpta. №0, = 33x23x19x21 = 302 841 


Entre cuántos nümeros se puede dividir 967, de manera que el residuo en todos los casos 
sea 67 


Solución 


Como: D = dc + R, podemos establecer: 


10. 


gezie edu ЭМ ет J ТО АЕ (1) 


E > IE 5g 


Construyendo la tabla de divisiones de 900 y considerando (1): 


ї 21 

3 6 12 

9 18 36 

5 10 20 Porlotanto los posibles valores del divisor 
15 зо 60 EM "d" son: 

45 90 180 y 

NET. d = 900; 450; 225; 300; 150; 75; 100; 180 
—€— y 90 

225 450 900 


Rpta. 9 nümeros. 


Cuántos nümeros de la forma a(2a)(a — 1) son primos absolutos? 
Solución 


a(2a)(a 1) es primo; сото 2a < 10 > a«5 ~ a = 1;2:364 


2 
Peroa = 1, 3; para que(a-1) + 2; luego a Ke 

4 
Aplicando divisibilidad por 3: 


а(2аа– 1) 3 +4a-1 


34a-1az4. 


Si a => a(2aya-1) 241 primo absoluto. 


Rpta. .. Existe un sólo nümero 


Cuántos divisores cuadrados perfectos tiene el nümero 1440 000 
Solución 


1440 000 = 29x 3? x 5* 


Para calcular los divisores cuadrados perfectos solo utilizaremos las potencias pares de los 
factores primos. 


26 Y 2°: 2 28 —у tra: fila 


S DOE 
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i" 22» 23 428 
1er. Grupo 
qu (22132 823 x 3228p5/x 732 


5> 5°, 5* | | 


Se obtendrán: 


1 2? 25 

58 2x3 2x3 

5 22 x5 25x52 

3° х'Б° 22x 3 х 5? PINES x 52 
54 а) 24 х 54 


32 х 5* 2°х3°х 5* 24у 32 x5 


Rpta. 24 cuadrados perfectos 


po 

29х32 
295052 

26 х 32 x5? 
2°х5° 
2°х38°х bf 


11. Sabiendo que el número М = 25° + 25°%-' tiene 33b divisores. Hallar (a + b ) 


Solución 
N en factores primos: 


М = 255 (254 1) = 5%:2x2x 13 


N*D, = (2a-1)(2)(2) = 33b = 2a - 1-999 como 2a - 1 e N 


2 


Esto implica que 33b debe contener a 4, para ello b = Se 
6 


332 
р sib=2 2a-1 =a лт 


i заь 218 2a PU 
4 2 


sólo cumplen: а = 42^b = 2 


Rpta. >. а +6 = 44 
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12. 


13. 


14. 


Cuántos divisores que no son mültiplos de 40 tiene el nümero 9520 
Solución 
9520 - 2'x5x17x7 


N°D so = 5x2x2x2 = 40 


NeD 20 = no( 2522) = N*D (2x7x17) estoes: 2x2x2 = 8 


Rpta. .. N° de divisores que no son 40: 40-8 = 32 


Cuántos divisores de 303 terminan en la cifra 5 ? 
Solución 
М = 303 = 22x 32x 53 


Sólo se deben considerar los divisores que se obtienen de las potencias de 5 у los 
productos con las potencias de 3. 


Como: 33 x 5 da 4x4 = 16 divisores, habrá que eliminar de ellos todos los 
correspondientes a las potencias de 3 ó sea: 1; 3; 9 y 27. 


Rpta. .. Terminan en 5: 16 - 4 = 12 divisores. 


Determinar la suma de los divisores de un número capicúa de tres cifras, tal que la suma 
de sus cifras sean 9; sabiendo que su número de divisores es lo mayor posible. 


Solución 


El número es de la forma: М = аба = 9 (porquea+b+a = 9) 


Luego: 
2a + b=9 
| d 
1 7 > М= 171 = 3х 19 
2 5 => N = 252 = 2x3 x7 
3 З > N =1883 = 7 x 37 
4 1 > N-414-2x3 x23 


N = 252 = 22 х 32 х 7 da el máximo número de divisores: 


2-1 3-1 7-1. 


t Б = pe» = 
Riga. HUE o 


325 


15. Hallar a + $ si 2*x 7? y o? x 7? tienen ambos 20 divisores 


Solución 


(a+r1)(B+1)= 20 | 


= 


3;4 
В = 4;3 
Como о? х 7? también tiene 20 divisores => а = 4 у = Sa 


Rpta. -.a+fB=7 


16. Lasuma de los divisores de un número que tiene únicamente a 3 y a 7 como factores primos 
es 104. Hallar la suma de las cifras de dicho número. 


Solución 


El número es de la forma: М = 32x 7? 


ga 4 y _ 
DA = A E =104 > (3% - 1474 — 1) = 2x6x104 = 25x3x13 
383-1 = 26 а = 2 
AAA ap ранч 


. М = 3х7 = 63 


17. Cuántos divisores tiene: 7° x59^ = si oP x В“ tiene 35 
divisores y se sabe además que: а = p?; para "p" y "P" primos 
Solución 
En factores primos: №, = axb? = ( p?) xp" = рох В” 


Números de divisores: (2В+1)(р?+1) = 35 = 5х7 В=З ^ D =2 
— dass 


LN 77 x5 = 7% x5 tiene: (44+1)(3*+1) = 5 330 divisores. 


Rpta. 5330 divisores. 


18. El número 47-1 х 6™+1 x 7?" posee 70 divisores que son2 pero no 8. ¿ Cuántos de sus 
divisores son 21 ? 
Solución 
N: = 473 x6"7*'!x77"; меп factores primos: 
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ча e олар —_ 


19. 


N= 231-1 х 3m1 х ат = 2 (2902 у 3%+1у 72m) 


# divisores 2: (3m-1)(m+2)(2m+1) 


Ru 23 ((23ms tie ате уут) 


# divisores 8 : (3m-3)(m+2)(2m+1) 


Por condición del problema, de (1) y (2) podemos establecer: 


(3m-1)(m+2)(2m+1)-(3m-3)(m+2)(2m+1) 


(m+2) (2m+1)[3m-1-3m+3] 


(т+2)(2т+1) = 35 = 5х7 
em=3 
м = 28 x 3* x 75 


N- Sx7(29x $x75) 


H divisores 21 = 9x4x6 = 216 


Rpta. 216. 


= 70 


70 


Se sabe que un nümero escrito en base 3 tiene sus dos ültimas cifras iguales a 
cero. Si se sabe además que el nümero tiene 14 divisores y que es mayor que 5000 y 
menor que 7000. Hallar la suma de las cifras del nümero. 


Solución 


El número es de la forma: 


Como N tiene 14 divisores será de la forma: 
М = xa 
14x1 
También: (a+1)(B+1)= 14 | 
TÉ 


como a > 2 [ para poder cumplir con (1) ]: 


además: 3' >> 7000,se deduce que: а = 6 ^ p = 1 
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20. 


21. 
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> № = S35xa* por límites: 5000 < 35 a < 7000 
6% <а<9"" 
За =07 
N = Зихи = 5108 
Rpta. Xcifras = 5+1+0+3 = 9 


Hallar la suma de las cifra del menor nümero que dentro de sus divisores sólo posea dos 
divisores primos y que el producto de sus divisores sea un nümero que tenga 65 divisores. 


Solución 
Sea № el número; en factores primos: ^ N2 p.q  .............. (1) 
(a+1(B+1) a(a+1(B+1) Bla+1X(B+1) 

PD. =N PE e xig A PNEU (2) 
Como PD, tiene 65 divisores у 65 = 5x19. .... (3) 
De (2) y (3) 

s; AA a „5, exu 1)0 9 1) IN (4) 
А AA ye Taa v) B. 1620 0 Lo (5) 


3. Para el menor nümero: 


De (4) y (5) se deduce que: a= 1 л В 


РИГЕ 12 


„Мае ш £l 


Rpta. 2+4 = 6 


Un número N descompuesto еп sus factores primos es de Іа forma N = 2х. 3. 5* 


Se suprimen 24 divisores dividiéndole por 2, 18 divisores dividiéndoles por 3 y 12 divisores 
dividiéndole por 5 ¿ Cuál es el número N ? 


De acuerdo a la regla para determinar el nümero de divisores de un nümero, se tiene: 


El número N = 2.3.5 tiene(x+1)(y+1)(z+1) divisores 


N 
El nümero m аха "QE IS tienex(y+1)(z+1) divisores 


22. 


oz 


El número 7 = 2х. 371. 52 tiene(x+1)y(z+1) divisores 


N 
El número E Є 2.9.5? tiene(x+1)(y+1)z divisores 


Luego, los casos en que el número de divisores disminuye en 24, 18 y 12 respectivamente, 
se escribirán: 


(х+1)(у+1)(2+1)-х (y+1) (2+1) = 24 ó (y+1)(2+1)=24 _....... (1) 
(х+1)(у+1)(2+1)- (х+1)у(2+1) = 18 ó (х+1)(2+1) = 18 ...... (2) 
(x+ 1) (у+1)(2+1)- (х+1) (у+1)2 = 12 ó (х+1)(у+1) = 12 (3) 


Resolviendo el sistema anterior de donde las incógnitas son ( x 4 1 ), (у+ 1) (2+ 1) tenemos: 
Multiplicando (2) y (3: (x+1)?.[(z+1)(y+1)] = 18.12 


Pero el valor del corchete es 24 como indica (1), luego: 


18x32 
1)? = 
iw 24 


Y como x + 1 es positivo, se obtiene x + 1 


= 3,de donde x = 2. Análogamente se obtiene ` 
у = 3 2 € 


3. 


Rpta. El número pedido es, por tanto, М = 22 х 33x 55 = 337 500 


Si N = abtc = 187 y bc = 9; hallar la suma de todos los divisores de N 


Solución 

N= abi = 187 E РЫ а а (1) 
17 

Bersery = >» (bec)-(ü4] 2M сс (2) 

PorserN = 17 > c£10-2b-3a = 17 Гос ві... (3) 


De (1): Si: b+c=9, en(2: 9= a+1=  a=8 


En (3): 9-b+10-2b = 24 = 17 > = 17-550 = 4 лс = 5 


М = 8415 .. Suma де divisores de N =17 848 
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23. 


24. 
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Si: b+c = 18; b = с = 9, а = 6, también cumple: 
М = 6919 = 11x17x37 ~. Suma de divisores de М = 8 208 


Rpta. Existen 2 soluciones; 17 848 y 8 208 


Determinar un número capicúa de 4 cifras tal que dos de sus factores primos sean cifras del 
número. Dar como respuesta la suma de las soluciones posibles. 


Solución 


El número es de la forma: N=abba, para que dos de sus factores primos sean cifras del 
número, a y b solo pueden tomar los valores: 2, 3, 5 y 7; ahora: ni “a” ni “b” pueden ser 
3, sino la suma de las cifras de N sería: 


2(а+Ь) = Tmp з 
2 
5 
7 
Luego hay 6 posibilidades: 

а = 3,6 = 5 (Noporque N = 5) 

а = 5,b = 2 (NoporqueNz 2) 

a =abibi= г N 2772/81 

a=7b=2 ( No porque N 2 ) 

ай 535.04 Np o 5075861 

[s = 7; = 5 (NoporqueN = 5) 


Нра...5 = 57754 2 772 = 8547 


Sean "p" y “q” dos números primos que suman 13 y tales que, el número p™.q™ tiene 858 
divisores. ¿ Cuántos divisores tiene el número ( mn )Pa 


Solución 

2411; 3+10; 5+8; 7+6; 9+4; 9+4; 11+2 
~p=2aq= 11 

858 = 2x3x 11x 13 


Si:p +q = 13 = | 


Además: (n"+1)(m"”+1) 


п" + 19= 2 
т"+1 = ij Ee = (2 9)p 2 


Rpta. -. ND, = 23x23 = 529 


e US PROPUESTOS 


Sobre propiedades de los números N 
Números primos 


1. Cuántos términos debe tener el siguiente producto para que el resultado sea un número que 
tenga 961 divisores. 


P= 36 х 362 х... х 36" 


а) 5 b) 6 с) 8 d) 10 e) N.A. 


2.  Hallar el número de la forma aabb tal que posea 21 divisores y uno de sus dos 
factores primos es 2; dar la suma de sus cifras. 


a) 22 b) 24 с) 26 d) 28 e) 30 
3. Determinar el nümero amigo de 2924 

a)2620  b)5544 с) 4362  d)6426 е)4356 
4. Sabiendo que 10" x 25" tiene 33 divisores, hallar m + n. 

a) 5 b) 8 c) 4 d) 9 е) 6 


5. Cuántos divisores primos como máximo puede tener: 
3551xa (a<10) 


a) 4 b) 32 c) 16 d) 15 e) 18 


6. Е потегоР = 221?" - 1 es primo ¿ Cuál de los siguientes números contiene a un número 
primo mayor que P ? 


a) P! b)(P-1)! c) P? 9) (P+1)! e) Р! +1 


7. Determinar la suma de todos los divisores comunes a los nümeros: 19 456; 17 408 y 13312 


a) 1 b)4095 се) 255 а) 2047 е) №А. 
8. Е! sistema de factores primos де N es: 
М =2xaxb 


y la suma de sus divisores es > de N. Determinar a + b 
а) 8 b) 10 c) 12 d) 14 e) 16 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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Un nümero tiene dos divisores primos y en total 15 divisores. Si la suma de sus divisores es 
403. Determinar la suma de las inversas de todos sus divisores. 


а) 1.60 — b)240 о) 2.60 9) 2.80 е) 3.20 


Cuál es la mayor potencia de 11 que divide а factorial de 1000 


a) 90 b) 92 c) 12 d) 98 e)99 


Hallar cuántos divisores tiene: М = 182 x 12x 3? SN tiene 187 divisores 


a) 143 b) 154 c) 156 d) 136 e) N.A. 


Siel número: № = 10° х 5° x 2 tiene 63 divisores 50. Determinar cuántos divisores 36 tiene. 


a) 30 b) 42 c) 24 d) 28 e)36 


Hallar la suma de los divisores que tiene el mayor capicúa de cuatro cifras que es múltiplo 
de siete. 


a) 1288 b) 6144 c) 3072 d) 24576 е) N.A. 


Si "m" y “n” son dos números cuya diferencia es 3. Hallar m +n si: 3" + 3" tiene 36 divisores. 


a) 9 b) 11 c) 13 d) 15 e) 16 


Si el producto de los divisores de un número es 5' x 7*?. Determinar la suma de las inversas 
de los divisores de dicho número. 


2565 b) 2 œ)1 d) 1.5 e)NA. 


a) IL 
) 6125 5 


56x8? 


Los números: А = 77 x 8 y B= (menores posibles), tienen el mismo número de 
divisores. Hallar ( a + b ) si son enteros y positivos. 


a) 3 b) 4 с) 5 а) 6 е) N.A. 
Cuántos divisores tiene el número: 


BE 15x 157 15? x ISS” 


оаа) y (Ё+п+2^ 
4 


а) (п2+1)?2 Ып2+п+1)2 c) 5 е) N.A. 


— — M 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


La cantidad de divisores del número N = abab es 14. Hallar el valor de a + b. 


a) 6 b) 7 с) 8 d) 9 e) 10 


Si el número N = aa55 tiene 20 divisores. Hallar la suma de sus divisores. 


a)2176 БЫ) 3720 c)8712  d)6544 — e)5432 
Cuántos números de la forma N = a(2a)(2a)a tiene 24 divisores ? 
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e)5 


Cuántos pares de números existen tales que su producto sea 4 050 


a) 18 b) 25 c) 12 d) 15 e) 16 


Hallar los números: N, = 36x 63^ y N, = 63 x 36”, sabiendo que: 


N?Dy, de 5 
ND, 6 
Dar como respuesta "n" : 
a) 6 b) 7 c) 8 d)4 e)3 


Hallar la cifra de las centenas del menor nümero comprendido entre 500 y 1000, que tenga 
24 divisores y sea 24. 
a)5 b)6 c)7 d) 8 е) 9 


Hallar la cifra де las centenas de ип nümero de 15 divisores, si se sabe que los términos de 
la primera fila de su tabla de divisores suman 781 y los de su primera columna, 13. 


a)8 b)6 с) 4 а) 2 е) 5 


Hallar un nümero de 18 divisores, sabiendo que los términos de la primera fila de su tabla 
de divisores suman 63 y las de la primera columna 57. Dar como respuesta la cifra de las 
decenas de dicho nümero. 


a)8 b)6 с) 7 d) 4 e) 3 
Hallar o. - В si se sabe que el número N = 2° x 3? tiene 2 divisores 2 más que divisores 3. 
а) 2 b) 1 с) 5 d) 4 e) 3 
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SesabequeN = (24)*x(30)^tiene2, 392 divisores. Hallar cuántos divisores tiene el número 
que resulta de dividir N entre ( 4320)* 


a) 12 b) 24 c)6 d) 36 e) 48 


Si la suma de los “п” primeros números primos absolutos es de la forma aab. Hallar a + b 
a) 12 b) 13 с) 14 d) 15 e) N.A. 

“A” y “B” son dos números amigos si y sólo si: 

SD, =50в = А+В Determinar el número amigo de 5 020 


a)6084 Ы) 5524  c)3384  d)4384  e)5564 


Hallar un nümero "n" compuesto de los factores primos 3, 5 y 7 sabiendo que 9n, 5n y 7n 
tienen respectivamente 40; 15 y 12 divisores más que "n". 


a) 7840445 b) 2701125 с) 6387425 d) 11426200 e) N.A. 


Capitulo 9 


MAXIMO COMUN DIVISOR 
(o prodivisor) 


Se llama comün divisor (o codivisor) de varios nümeros diferentes de cero, a cualquier 
nümero que sea divisor de todos ellos. 


Así por ejemplo 3 es divisor común de 15; 18 y 45; en cambio 5 no es común divisor, pues 
divide a 15 y a 45 pero no a 18. 


Consideramos los conjuntos: 


А = { хє М/х = divisor de 12) = { 1; 2; 3; 4; 6; 12) 


В = { хє №/х = divisor de 30 } = { 1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30) 
С = { хє N/X = divisor de 42 } = { 1; 2; 3; 6; 7; 14; 21; 42) 


Graficando: (divisores de 30)B 


A (divisores de 12) 


(divisores de 42) C 
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Se observa que: А П ВП С = { 1; 2; 3; 6 ) conjunto formado por los divisores comunes 
(codivisores) de los números 12; 30; 42, donde el mayor de los comunes divisores 
(prodivisor) es 6. 


Definición 


"Se llama máximo comün divisor o prodivisor de varios nümeros al mayor de los divisores 
comunes de éstos nümeros. 


Como la cantidad de divisores comunes es finita, la existencia del máximo común divisor es 
evidente. 


Propiedad especial del M.C.D: 


Una propiedad interesante y útil del M. C. D. de un par de números, a y b, es que el 
M. C. D ( a,b ) puede escribirse como la suma de un múltiplo de a y otro múltiplo de b, siendo 
esto también consecuencia del algoritmo de división. 


Ejemplo 1 
MC. D. (7, 17) = 1 
7 :7;14;,21;28;... 
M.C.D. (7/17) = 1 = 802) (2) Ct) 
17 : 17; 34; 51; 68;... 
Ejemplo 2 


M.C.D.(6,15) = 3 


6 :6; 12; 18; 24; 30;... 
M.C.D.(6;15) = 3 = (1) (15) +(-2)(6) 


15 : 15; 30; 45; 60; 75;... 


Métodos para calcular el máximo comün divisor: 
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1) Descomposición en factores primos. 

Н) Descomposición simultánea. 

II) Algoritmo de Euclides ( Divisiones sucesivas) 
IV) Regla de Stum. 


Descomposición en factores primos: 
Se descomponen en factores primos, los nümeros cuyo M. C. D. se desea calcular luego: 


"El M. C. D. es el producto de los factores primos comunes afectados de su menor 
exponente" 


— P èë qyr ч 


En efecto, este número así formado es divisor de todos ellos, pues sólo contiene factores 
de ellos y con exponentes iguales o menores. Cualquier otro divisor no puede contener otros 
factores primos, ni tenerlo con mayor exponente, en virtud del criterio general de divisibilidad; 
luego no hay divisor común mayor que el formado, el cual es, por lo tanto, el M. C. D. 
Ejemplo: 


Calcular el M. C. D (25 200; 19 800 y 27 900) 


25200 -«22. 327 52. f 
19 800 — 2. A A 
27900 = 22.3? 5? 31 М.С. 0 = 22.3? 5° = 900 


Descomposición simultanea: Constituye un método práctico para calcular el M. C. D 
y consiste en lo siguiente: 


Se colocan los números en forma horizontal y ala derecha se traza una vertical; a la derecha 
de la vertical se colocan los factores primos comunes que contengan los números 
propuestos; cuando dejen de contener factores primos comunes, se detiene el proceso y el 
producto de los factores que están a la derecha de la vertical nos dará el M. C. D. 
Desarrollando el ejemplo anterior por este método: 


25 200 19 800 27 900 2 
12 600 9 900 13 950 2 
6 ЗОО 4 950 6 975 3 
2 100 1 650 2 325 3 M. C.D = 2232 52 = 900 
700 550 775 5 
140 110 155 5 


Son los cocientes primos entre si y que se obtendrían al dividir los números entre 
su M. C. D. 


Algoritmo de Euclídes (Divisiones sucesivas) 


Este método ideado por Euclídes se fundamenta en la propiedad que dice "si un número 
divide al dividendo y al divisor de una división inexacta, divide al residuo de dicha división". 


Supóngase que estamos interesados en encontrar el M. C. D. de 58 y 16. El algoritmo de 
la división nos permite escribir: 
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58 = 16 x 3 + 10, donde O < 10 < 16 


Obsérvese que cualquier número que divida a 58 y a 16 debe dividir también a 10 porque 
podemos escribir: 


10= 58 - 16x 3 


En particular, el M. C. D. de 58 y 16 debe dividir a 10. Esto es una consecuencia de la ley 
distributiva y del significado de “divide a”. Esto implica que el M. C. D - que llamaremos D- 
es un divisor común de 16 a 10. Es más, debe ser el máximo común divisor de 16 y 10 porque 
si hubiera otro común divisor mayor que él, este divisor tendría que dividir también a 58, y 
D no sería el M. C. D. de 58 y 16. Además cualquier número que divida a 16 y 10 debe dividir 
también a 58. 


-. M. C. D. (58; 16) = M.C.D(16;10) 


Ahora hemos reducido el problema a encontrar el M. C. D. de 16 y 10. aplicando el algoritmo 
de la división nuevamente: 


16 = 10.146 
Nuevamente, cualquier número que divide a 16 y 10 debe divider también a 6, porque 
tenemos: 
6 216 -10 


En particular el M. C. D. de 16 y 10 debe dividir a 6. También cualquier nümero que divide 
a 16 y a 6 debe dividir a 16, así que: 


M. C. D. (16; 10) = M. C. D. (10; 6) 


Aplicando el algoritmo de la división y razonando como antes tenemos: 


026.144 
=4.1+2 


^o- 


y 
y 


El último enunciado, que identifica a D, establece que el M. C. D. (4; 2) = 2. Siguiendo 
la cadena de ecuaciones en orden invertido tenemos: 2/2 y 2/4, así también 2/6 y 2/4 y 
2/6; por lo tanto, 2/10, 2/6 y 2/10; así que 2/6, 2/10 y 2/16; por lo tanto 2/58; 2/16 y 2/58, y 
a sido identificado el M. C. D. en cada paso. 


2 M. C. D. (58; 16) = 2. 


Todo el proceso descrito se reduce a la siguiente regla para calcular el M. C. D. de dos 
nümeros: 


“Se divide el mayor por el menor; éste por el resto de la división, el cual se divide a su vez 


por el nuevo resto y así sucesivamente hasta obtener una división exacta. El divisor que de 
el cociente exacto es el M. C.D buscado" 


338 


w 


Disposición: 
Cocientes => 


M.C.D.(58;16) = 2 


residuos > 1016 |4 |2] 0 


Regla de Sturn para hallar el máximo común divisor de varios números: 


Esta regla esta basada en el teorema siguiente: 


"El máximo común divisor de los números: A; B; C; D; . . . Z, el menor de los cuales es A, es 
igual al máximo común divisor de los números A; Ry; Rg; .... ;R;, siendo R¿, Н Ro» .... А,., 
los restos de las divisiones por A de los números B; C; D; .....; 2." 

En efecto por propiedad de divisibilidad, los divisores comunes de A y B son los divisores 
comunes de A y R, y reciprocamente; los divisores comunes de A y C son divisores comunes 
de A y R, y recíprocamente, etc., los divisores comunes de (A, B, C, . . . Z) son, pues, los 
divisores comunes de (A; Rẹ Ro . . - Rz) y, por lo tanto, ambos grupos de números tienen 
el mismo máximo comün divisor. 


Regla de Sturn: 


Se divide cada uno de los números dados, por el menor de ellos; se considera entonces este 
divisor y los restos de las divisiones que hubiesen resultado inexactas y se dividen estos 
nümeros por el menor de ellos, y así sucesivamente, prescindiendo siempre en el curso de 
la operación de los restos que sean nulos; el ültimo divisor empleado será el máximo comün 
divisor de los nümeros dados. 


Ejemplo de aplicación: 
Hallar el M. C. D. de 2520; 3060; 2790 y 4545. 


Dispondremos la operación como sigue: 


2520 3060 2790 4545 

-2520 -2520 -2520 

2520 540 270 2025 

-2430 -540 -1890 

90 0 270 135 

-270 -90 

90 0 45 
-90 

0 45 = M.C.D. 
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El divisor empleado en cada operación esta indicado en cada rectángulo. No se han 
escrito los cocientes (por ser innecesarios) pero sí los productos que deben restarse para 
obtener los nuevos restos. 


1. M Hallar(a-« b), sabiendo que los cocientes sucesivos al calcular el M. C. D. por el algoritmo 
de Euclídes de los números (a + аб y (a - 2Xb +1)0 fueron: 1; 1; 1; Зу 2. 


Solución 


Sea d el M. C. D. Completando el algoritmo de derecha a izquierda. 


Además: 
B 160.=а- 20020, а es (1) 
Ais 25dr&(a—2)ab ere ae o oum AAA (2) 


De (1): se deduce qued = ..5 


25 no cumple con (1) 
De (2): (а + )аб =25 > s- 


75 
Rpta. .. аБ = 75; a+b = 12 


2. Hallar “В” si: 


Аз + В? = 3185 y M.C.D(A,B)+A = 21 


Solución 
А2982 = 73985 — С РИК... (1) 
M.C.D.(A;B)=D 
ЮДА = al AA (2) 


Por propiedad: А = Dq, B-Dq (3) q, yq s.p.e. si 
(3) en (2) 


Si, Юа (о) 
= D(1+q,) = 21 = 3x7 | 


Si Dz3..q,26....... (B) (no cumple) 
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(о) en (1) 
О? «D = 3185 = 73х22 + 72 ф@= 31855q, = З 
Apta: B = 85521 


Hallar cuantos pares de números comprendidos entre 500 y 700 existen tales que su 
M. C. D. sea 32. 


Solución 

Los números buscados son de la forma: 32q 

A = 32q, ^ B = 32q, donde q, y q, son primos eritre sí 
500 « 32q « 700 


1546...) «2158 
~- q = 16; 17; 18; 19; 20 


Si: q = 16 q, = 17; 19 
q,- 17 9, = 16; 18; 19; 20 
9, = 18 9, = 17; 19 
9, = 19 9, = 16; 17; 18; 20 
9, = 20 q, = 17; 19 


Rpta. .. Ехіѕіеп:2+4+2 +4 +2 = 14 soluciones. 


Hallar a x b x c, si el M. С. D. de 5bbabc y 57b es 26 


Solución 


Como los números tienen como divisor común a 26 significa que son múltiplos de 26: 


2 2 
Bbbabc = 5 54 


13 13 
“c” es par solo cumple b - 2 
522a2c =13 aplicando módulo 13: B 
431431 A 
X 


4.85432-2-4a-6«c = 13 = 18-4a «c = 13 35-4a4c = 13 


ea =153ус = 2 


Rpta. -.a.b.c = 5x2x2 = 20 
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Setiene dos nümeros uno de dos cifras y otro de tres. Hallar el menor de ellos sabiendo que: 


і. EI M. C. D. de los complementos aritméticos es 21 

i. La suma de los números es 890 

iii El producto de los complementos aritméticos es 9 261 
Solución 


Sean: M = abc у N = mn los números. 
Podemos establecer: 


(100-N)= 24,284 — .. ee (1) | 
P» gs. p:elsí. 


(1000-M) = 91g, ® 2]. а... (2) 
Мен =a ^ Mim td (3) 
(100-N)(1000-M) = 9261.................... (4) 
De (1) 


100-N = 215 21-5-N = 21 => N«5 = 21 > N = 16,37, 58, 79... (5) 


De (4): 

Para que el producto termine eri 1, los factores deben terminar en: 9 ó en 3 y 7 . En 9 no 
pueden terminar porque sino, N tendría que terminar en 1,lo cual no es posible de 
acuerdo a (5). 

Entorices, uno de ellos terminará en 3 y el otro en 7; sólo cumple cuarido N= 37 ^ M = 853 


Rpta. El nümero menor es 37. 


La suma de dos números enteros positivos, que tiene 21 divisores comunes, es 47 ó 40. 
Hallar su diferericia, si es la máxima posible. 


Solución 


Sean: "A" y "B" los nümeros 
yseaD = M.C.D.(A, B) 
Pero "D" tiene 21 divisores, 


Luego: D = a? ó D = af.b? 


Por propiedad: 


A 
57a > A=Dq, А+В = 0(9,+9,) = 47040 = 25.72.3.5 


S.p.e.sí > i 
B ШИЮ = 28х72 nq, 9, = 15 
p > PED. 14! 3 
je A 
11 4 
8 Ez 


Para:q,- 14 y q, = 1 se obtendrá la diferencia máxima: 
Rpta. A-B = 20x 72 (14-1) = 40 768 


Se tienen cuatro rollos grandes de alambre de 2 275; 2 548; 2 366 y 2 093 metros 
de longitud y se pretende sacar de estos, rollos idénticos más pequeños que ellos, 
cuya longitud sea lo mayor posible sin desperdiciar nada de alambre. ¿Cuántos de 
estos rollos más pequeños podrán sacar en total ? 


Solución 


Sea “P la longitud de rollos más pequeños, "I" debe ser divisor común de 2 275; 2 548; 2 366 
y 2 093 y como debe ser lo mayor posible, será el M. C. D. de éstos. 


2 275 = 5.7 .13 | = M.C.D = 7.13 = 91m (longitud de los rollos 
21548 = 2 Ea más pequeños) 

LEIDO ASS -. Se podrán sacar: 

2 093 = 7.13. 23 


2 093+2 27542 548 2 366 
91 


— 102 rollos 
Rpta. 102 rollos. 


Se tiene dos avenidas: una de 21 cuadras (de 120m cada cuadra) y otra de 25 cuadras (de 
100m cada cuadra), se desea convertir estas avenidas en sendas alamedas plantando 
árboles equidistantes entre sí, de tal mariera que debe haber un árbol al comienzo y al final 
de cada avenida. Sila plantación de cada árbol sigriifica un gasto de S/. 2.50. Se desea gastar 
lo mínimo. ¿ A cuánto ascenderá ese gasto mínimo en total para convertir las dos avenidas 
en alamedas ? 


Nota : No considerar la distancia entre cuadras y considerar que la distancia entre árboles 
para ambas avenidas es la misma. 
Solución 


L 21x20 LB. 5:7 


1 


L, 


25.5: 


25 x 100 


343 


10. 
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Para que el gasto sea mínimo, la separación entre árbol debe serlo mayor posible, es decir 
igual al M. C. D ( L; L) = 25x5 = 20m 


3 2 
ligg 1-239357, 


Número total de árboles 20 20 PO LET A + 


Nümero total de árboles 2.3.7+1+5%+1 = 253 


Ш 


Rpta. Gastó: 253x250 = S/. 632 500 


Una urbanización posee una extensión rectangular de 1 995 metros por 2 145 metros desea 
lotizarla en terrenos cuadrados. Se hacen estudios y se llega a determinar que la 
urbanizadora ganará más si la extensión de cada lote es la mayor posible; en tal caso ganará 
S/. 750 00 por lote vendido. En caso de vender todos sus lotes. ¿Cuánto ganará como 
máximo? 


Solución 


Sea “T la longitud de cada lado del terreno cuadrado. 


Para obtener un número exacto de lotes, | debe ser divisor común de 1 995 y 2 145 y para 
que cada lote sea lo mayor posible, entonces | debe ser el M. C. D. (1 995; 2 145 ). 


Реан 
| | 
ч 


1 = M.C.D.(1995; 2 145) = 15 .. áreadec/lote: 15 х 15m? 


área total 1 995 x2 145 
о Е ааа ооо 
ешр área de un lote 15x15 


Rpta. .. ganará: 19 019 x 750 000 = S/. 14,264'250 000 


Hallar el M. C. D. de (5'7 -1) y (5'39-1) 


Solución 


Los números propuestos admiten como divisor común el número de la forma 5* - 1, para que 
5* - 1 sea máximo se requiere que “a” tenga el mayor valor posible, ademas a. debe ser 
divisor común de 1 207 y 1 349. Como M. C. D. ( 1207, 1 349) - 71: 


Rpta. .. М. С.О. (5120 - 1) у (5'39-1)es (57-1) 


NEUE Еа а е ARA A EA. A > 


ы” we 


11. 


En que cifra termina el M. C. D. de 6% - 1 y 65 + 1 


Solución 


623%. 1 = (61192 + 1 ) ( 6576 + 1) (62-1) 
бИ (EFi) 


Rpta. Cifra 7 


M.C.D.=(6%*+1) que termina en la 
cifra 7 
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Capitulo 10 


MINIMO COMUN MULTIPLO 


Se llama común múltiplo (o comültiplo) de varios números diferentes de cero a todo número 
(diferente de cero también) que sea a la vez múltiplo de todos ellos. 


Así por ejemplo 48 es múltiplo común de 6; 12 y 16 porque: 


48 = 6.8 
48 = 12.4 
48 = 16.3 


Consideremos los siguientes conjuntos infinitos: 


A-í(xeN'/x 


B = {хє М/х 


C = {хє N'/x = 


Entonces el conjunto infinito formado рог los mültiplos comuries de 6; 8 y 12 será: 


M = (xe N'/x» (6; 8;12)} = {6 ; 48; 72; s } 


Como los múltiplos de un número no pueden ser menores que él, los múltiplos comunes a 
varios nümefos rio pueden ser menores que el mayor de éstos. Entre los múltiplos comunes 
hay, pues, uno menor que todos los demás y se llama mínimo común múltiplo de los números 
dados. 
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Definición: 


"Se llama mínimo común múltiplo (o promülttiplo ó mínimo común dividendo) al menor de los 
múltiplos comunes de los números dados”. 


En el ejemplo anterior el M. C. M. (6;8;12) = 24 


Propiedades: 
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“Todos los múltiplos comunes de varios números, son también del M. C. M. de éstos”. 
Sea c un múltiplo común de “a” y "b". Si c по fuera múltiplo del M. C. M. (ab) = m, 
se tendría, dividiendo c por m: 


с = mq+r, О<г<т 


Ahora bien, siendo los números “a” y "b" divisores de "c" у “m” lo serán también del resto 
de su división r, y esto es imposible porque entonces “a” y "b" tendrían un común múltiplo 
r menor que su mínimo comün mültiplo m. 


“El mínimo común múltiplo m de dos números “a” y "b" esigual al producto de estos números 
divididos por su máximo común divisor “D”. 
En efecto, puesto que se puede escribir 


ab_ Бат, 
р р 


O|w 


El cociente == es mültiplo de “а” y mültiplo de "b"; portanto, segün la propiedad anterior, 
sea mültiplo de m, es decir: 


-m.k keN, kz0 


Pero esta igualdad se deduce, dividiendo por "b" y por "a" sucesivamente: 


H mk, b mk 
D. 4. BI Dzaa 
А ¿q ke. 3 a b A 
Por propiedad del máximo común divisor se sabe que los cocierites D y D son primos entre 
sí, luego k = 1 
Y, por consiguiente, 
ab. ni 1 
Бы dr (1) 


> 


Como se quería demostrar. 


Esta propiedad (Teorema), es importante por establecer el nexo de dos nümeros con su 
máximo comün divisor y su mínimo comün mültiplo. 


Corolario 1: 


El producto de dos números es igual al producto de su máximo común divisor por su mínimo 
común múltiplo. 


De (1): ab=m. D 


"Si dos números son primos entre sí, su mínimo común múltiplo es igual al producto". 
Silos números “a” y "b" son primos entre sí, entonces О = 1 у т = a.b 


“Si se divide el mínimo común múltiplo m de dos números “a” y “b” por cada uno de ellos, 
los cocientes que resultan son primos entre sí”. 


Si se multiplican (o dividen) los números a y b por un mismo número n su mínimo común 
múltiplo queda también multiplicado (o dividido) por n. 


a-b 
m.c.m. (a;b) pum 


Como el máximo común divisor de an y bn es Dn, resulta 


— ben a-n-b-n ab mf 
Tc ап, bn) SE пеп 
D-n D 
Método para calcular el mínimo común múltiplo 
|. El mínimo común múltiplo de varios números а; b; c; . .; 1 esigual al de los números m; с; 


... ¿ 1, siendo m el mínimo común múltiplo de “a” y "b". 
Pues todo múltiplo de “a” y "b" lo es de m y recíprocamente. 


Ejemplo 
Calcular el mírimo común múltiplo de 120; 96; 72 y 35 
aplicando m-c-m (ai) - 2 
120-96 
m. с. m. (120; 96) = 24 = 480 


luego: m. с. m. ( 120; 96; 72; 35) = m. c. m. ( 480; 72; 35) 


480-72 
24 


=1 440 


pero: m. c. m. (480; 72) = 
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1. 
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luego: m. с. m. (480; 72; 35) = т. с. m. ( 1 440; 35) 


1440-35 
en fin: m. c. m. (1440; 35) = дь: Аа 080 = 10 080 


Por consiguiente: 


m. c. m. ( 120; 96; 72; 35) = т. c. m. (480; 72; 35) = m. c. m. (1440; 35) = 10 080 


"Por descomposición en factores primos: 

Se descomponen los nümeros en el producto de sus factores primos y el m. c. m. de ellos 
vendrá dado por el producto de los factores primos comunes y no comunes, afectados de - 
su mayor exponente" 


Ejemplo 
Hallar el m. c. m. ( 5 400; 18 600; 14 700) 
57400 = FFS 


18 600= 23х3х 52х31 MM m.c.m.=22x3%x5%x72x31 
14 700 = 2?x 8x 5? х 7? 


Por descomposición simultánea: 


Se colocan los números en forma horizontal y a la derecha se traza una vertical; ala derecha 
de la vertical se van colocando los factores primos, comunes y no comunes, hasta que al 
final quede 1 


EI M. C. M. será el producto de los factores primos que están a la derecha de la vertical. En 
el ejemplo ariterior. 


5 400 18 600 14 700 2 

2 700 9 300 7 350 2 

1 350 4 650 3675 3 

450 1550 1225 2 

225 775 1225 8) 
75 775 1 225 3 mre Im 8229 3 X5x T7 x 31 

25 775 1225 5 

5 155 245 5 

1 31 49 T 

1 31 7 7. 

1 31 1 31 

1 1 1 


Determinar el valor de "n" sabiendo que el M. C. M. de los nümeros: 


A = 72°.750 y B = 902.4 tiene 2 944 divisores. 


^ -- — —— — — — 


LORS M dE ————————— 


-— 


YT Y O E — 


Solución 


"A" y “В” en factores primos: 


А = 72^x750 = 291. gm, 53 
М.С. М. (A,B) =P = 2*1, 3+1, 5" 


В 2п+2 . 32" z 5n 


90^x4 


Por dato: ND, = (3n+2)(2n+2)(n+1) 
368 . 2? no cumple 


2 944 96.4* no cumple 
23.8? cumple 


(Зп+2) (п+ 1)? 1 472 


Rpta. -.(3n+2)(n+1) = 28.8 >п = 7 


Hallar "n" si se tiene que el M. С. M. de 562". 539" y 56" . 5397 tiene 34,153 divisores. 
Solución 

Descomponiéndolo los nümeros en factores primos: 

А = 56225890 = 2° , TATI ll 


MUCIME E20 ES e 
Вв=56° 415392 = 23". уп ул) Men = де уро 113 


ND,- = (6n+1)(5n+1)(2n+1) = 34 153 = 72.17.41 


мсм 


Rpta. п = 8 


Hallar la suma de los posibles valores de А, si M. C. M. ( 14А; 7B) = 140; M. C. М. ( 4A, 14B) = 280 


Solución 
14A = 2.7.A 
> M.C.M. = 140 = 2.5.7 
7B = 7.B SJA= 2.5" 
B"= 251 
4А = 22. А 
D.C M. = 280 = 2.5.7 п 20-9 р 
14B = 2.7.B п=1—› p=0,1,2 
m=0>q=1 
m=1>q=0,1 
Rpta. ~. los valores de А: 22x5+2%x5%+2x5%+2x5 = 18 
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Se sabe que al dividir el producto de dos nümeros entre su M.C.D se obtiene 1 496 y que 
al restar la suma de los cocientes obtenidos al dividir los dos nümeros entre su M. C. D. de 
su M. C. M. resulta 1 477. Hallar la suma de los dos nümeros. 


Solución 


Sean A y B los números. Consideremos que: 
M.C.D.(A;B) D^ M.C.M.(A;B) = M Podemos establecer: 


Por propiedad del M. C. D.: 


A = Dq, 

— — q, y q, S. p. e. sí > Por condición: 
B - Da, 

ABL M= 09 4 = 1496 = 2.11.17 "c (1) 
también: 

M-(q,+9,) = 09,9, = 147 >q, +9 = 19  ....... (2) 


De (1) у (2): 9, =8л9,= t1 D = 17 


Rpta. .. A+B = 0 (9, +9,) = 17.19 = 323 


Dos números se dividen y su cociente exacto resulta igual a su M. C. D, si la suma de su 
M. C. D. y su M. C. M. es 72; hallar la diferencia entre dichos nümeros. 


Solución 


Como el cociente es exacto que los nümeros son divisibles, por lo tanto el M. C. D. de ellos 
es el menor y el mayor es el M. C. M., además como el cociente es el M. C. D. (el # menor); 
el mayor será el cuadrado del menor. Si los números son A y D, entonces А = D? 


D^-D- 72 2D = 8 л D?= 64 
Rpta. A- D - D?- D = 64-8 - 56 
La suma de dos nümeros es 280 y su M. C. M. es 480 . Hallar la diferencia entre dichos 


números. 


Solución 


Consideremos que sean A y B los números; además: M. C. D. (A;B) = D 
yM.C.M(A;B) = M 


Por propiedad del M. C. D.: 


A = Dq, AB = Dg, q, y q; S. p. €. sí 


A+B = 280 => D(q+q,) = 2805 D = ——— ................ (a) 
91+ 92 
4 
М = 480 = 09, = 480 > D = ыу е „ш. (В) 
9192 
Como (a) = (B) 
añ 4p ue Bas 571 280 
qi*do 280 7 4+3 q,- 443 
Rpta. —. А = 40.4 = 160 
— A-B - 40 
В = 40.3 = 120 


EI M. C. M. de2 541 y un nümero “М” es 99099 y se sabe que “М” tiene 24 divisores. Hallar 


la suma de las cifras de "N". 


Solución 


2541 = 3.7.11? 
N 


M. C. M. = 99099 = 3?.7.11?.13, se deduce que “N” tiene 
que ser de la forma: 


М = 3°. 13. q, donde q, puede ser: 7-12 


Además: N?Dy = 242 3.2.42 3.2.(1+1)(1+1) 


Entonces: q = 7.11 


SON = 32.7. 11.183. = 9009 


Rpta. Suma pedida 9+0+0+9 = 18 


Hallar la diferencia de 2 números tales que la diferencia de los cuadrados de su M. C. M. y 


su M. C. D. es 9555. 


Solución 


Sean: “A” y “B” los números. Sea “D” el M. C. D. de ellos y M su M. C. M. 


Por propiedad: 
A = Dg, 
B = 09, 


а, Y 9 S.p.e.sí >M = 09,9, 
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Como: M?-D? = 9555 


D?qfqó-D? = 9555 > 0° (42-1) = 3.5.7.13—5 D = 7 


E 2 то 2 2 
También: d1:d2-1 = 3.5.13 > 9-92 =19 > q,.q,= 14 = 7.2 = 14x1 
7(7-2)= 35 


Rpta. . A-B = 
(14-1) = 91 


Se sabe que la suma del M. С. M. y del M. С. D. de dos números es 1 177. Hallar la suma 
de los posibles valores que puede tomar el M. C. M., si se sabe además que los nümeros 
no son primos entre sí. 

Solución 


Los números: “A” y “В”; M.C.D = D; M.C.M = M: 


Mab dem. m —— (1) 
A = Dg, 
mb M = Dq, Q; .............. (2) 
В = 09, 
(2) en (1): 


0(9,9 +1) = 1177 = 11.107 como D + 15D = 11 


q, => 
> 9,9, = 106 
9 


También se puede verificar que: 


а= 2 
D = 107; q,q,=10 
q-5 


„М = 11.2.23 = 1166 ó М = 107.2.5 = 1070 


Suma pedida: 1 166 1070 = 2236 


Rpta. 2236 


Hallar la diferencia entre dos nümeros cuyo M. C. M. es 816, y que los cocientes sucesivos 
que se hallaron aplicando el algoritmo de Euclídes para la determinación de su M. C. D. son: 
2,1y5. 


^0 w —— = 


11. 


12. 


Solución 


Sean: A y B los números. A > B . Sea M el M. C. M. (A; B ). Por condición del problema, 
podemos establecer: 


= M.C.D.(A. B) 

LRQx = 2B+R, = 17R, 

ASA AA —-—————— — (1) 

B 

M =R,.6.17 = 816 > А, = 8 
En (1): A =8.17 

>A-B = 8(17-6) = 88 

В = 8.6 
Rpta. 88 
Hallar si “п” si N, = 36 х 40"; N, = 36" x 40 y si: 
M.C.D.(N,,N,) = 32 3/2 M.C.M(N,,N2) 
Solución 
Descomponiendo N, y N, en factores primos: 
N, an+. 32.5 


22,9 .9»,5 22.39%. 5" ARA MC. D (NEN) 
A PA 3.5 JM мер. UN: М) 


Como: M.C.D.(N,;N,) = 32 yo M.C.M(N,,N2) , entonces: 
Qz3 32 5 = 25 9 23п+2 42n gn 


Hog 


23п+2 " ga . 5" 


22п +3 32 „5 = 25 _2n+1 я 3 5% 
genus SS Де. 35. 5 exunzs 


Rpta. n - 3 


EI M. C. M. de dos nümeros que se diferencian en 10 unidades es 2415, hallar la cifra de 
las decenas del menor de los nümeros. 


Solución 


Sean: A y (A + 10 ) los números. Sea M. C. D. (A;B) = Dy M.C.M. (А; В) = М 
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Por propiedad del M. C. D.: 


A = Dq, 
Da y q, S- P- €. sí. 
(A+10) = Dq, 


————— MC S. 07= 5 
М = Ваф. = 2415.5 D. q,.4,= 395-7238 q, + 21 
q, = 23 


{ 
2 A =05 24 = 065 
А +10 = 5.23 = 115 


Rpta. La cifra de las decenas del № menor es сего 


13. La media armónica de dos nümeros es igual a la cuarta parte de su M. C. M. y la media 
aritmética de su M. C. M y su M. C. D. es 32. Hallar la diferencia entre dichos nümeros. 


Solución 


Sean: A y B los nümeros. Podemos establecer: 


2A.B 1 , 
—— — - Consideremos: 
AFB 4l MEGIAMSCA3BO]. os у^ 


M.C.M.(A;B)+M.C.D.(A;B) _ ¿o M.C.D.(A;B) 
— A > M.C.M(A;B) 


Wow 
z 


Por propiedad del M. C. D.: 
A = DQ, 
B = Dq 
(3) y (4) en (1): 


2Dqq2D — 1 i q 
———— SM > ф+ф = 8 | 
D(h+q) 4 ' 


(3) en (2): 


Dai? +D v - 
ЕТ. 925 D (q, Q1) = 649 qq 77 


(57 en (6): 
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14. 


15. 


А = B^ 78356 AU 4 35920 
>A-B=48 ó э А-В = 8 
Bp 88 e Bse =Й 
А-В = 48 
Rpta. Existen 2 soluciones © 
А-В = 8 


La editorial SS publica cierta cantidad de libros y se observa que al contarlos de 10 en 10 
quedan 3; de 15 en 15 quedan 3; de 12 en 12 faltan 9 paracompletar un número exactamente 
grupos. Sila cantidad de libros es mínima y mayor que 2 000, ¿Cuántos libros se publicaron? 
Solución 


Sea "N" el nümero de libros. Podemos establecer: 


№ = 1243 > N-3 = 12 N-3 = MCM(8, 10, 12, 15) 
N = 1043 5 N-3 = 10 N-3 - 120 

М = 15«3 > N-3 = 15 N-3 - 120K 

N=8+3 >N-3=8 N = 120k + 3; por condición: 


N > 2000 


120k + 3 > 2000 > К> 16% . mínimo = 17 
ДМ = 120(17)+3 = 2043 


Rpta. Se publicaron 2 043 libros. 


Hallar la cifra de unidades del mayor número de tres cifras que convertido a los sistemas de 
numeración de bases 6; 8 y 9 dan como resultados nümeros que terminan en 5, 7 y 8 
respectivamente. 


Solución 


Sea N el nümero. 


Еп base 6: N = ......... b(si ә N= 6 ЖБ UTEM EEN (1) 
En base 8: N = ......... 7(ocho) э МҸ = г Р абаа S (2) 
En Баѕе 9: № 2.....B(uevw) — Ҹ= 9+8.  .e (3) 


(1), (2) y (3), sumando 1 а ambos miembros se obtiene: 
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16. 


17. 


18. 
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N+1=6:By9 > N+1 = MOM(6, 8, 9) = 72> М = 72 -1 
Por condición: N < 1000 = 72k-1« 1000 > k< 13,9 


& I es meds dee = 935 
Rpta. ~. N termina en 5. 


Tres corredores А; B y C parten juntos desde un mismo punto de una pista circular que 
tiene 90 metros de circunferencia. La velocidad de A es de 9m/seg.; la de B , 5m/seg. y 
la de C, 3m/seg. ¿ Después de cuánto tiempo tendrá lugar del próximo encuentro de los tres? 


Solución 


A recorre 9 - 5 = 4m/seg. más que B; luego lo alcanza cada: 90 + 4 = 22,5 seg. también 
A recorre: 9- 3 = 6m/seg. más que C; luego lo alcanza cada: 90 + 6 = 15 seg. 


- Para que los tres estén juntos riuevamente, debe transcurrir uri tiempo igual al 
M. C. M. (22, 5;15) = 45 segundos. 


Rpta. 45 segundos. 


Se hacen funcionar dos relojes a las O horas, si uno de ellos se retrasa 10 minutos 
cada hora con respecto al otro. ¿ Cuánto tiempo transcurrirá hasta que ambos relojes 


coincidan a las 12 horas ? 


Solución 


Cuando uno avanza 60 minutos el otro avanza: 60 - 10 = 50 minutos, este reloj avanza 
5/6 de vuelta en una hora; dará una vuelta en 6/5 de hora = 72 minutos. 


-. El primero da una vuelta en 60 minutos > 12 vueltas dará en 12. 60 = 720 minutos 
El segundo da una vuelta en 72 minutos > 12 vueltas dará en: 12. 72 = 864 minutos. 


Coincidirán cada que transcurra un tiempo igual al M. C. D. ( 720, 864) = 4 320 minutos 
<> 3 días. 


Rpta. 3 días. 


Las ruedas delanteras y posteriores de una locomotora miden 250 y 425 cm. de 
circunferencia. ¿ Qué distancia deberá recorrer la locomotora, para que una de las ruedas 
de 28000 vueltas más que la otra ? 


Solución 


Cada que la locomotora recorre 250 cm. la rueda delantera da una vuelta y cada que recorra 
425 la mayor dará una vuelta completa. 

Para que las dos ruedas de un número exacto y entero de vueltas, la locomotora debe 
recorrer como mínimo una distancia igual al M. C. M (250, 425) = 4250 = 42,5 теп éste 
recorrido: 


19. 


20. 


La rueda menor da: 4 250 + 250 = 17 vueltas. 


La rueda mayor da: 4 250 + 425 = 10 vueltas; en este lapso, la menor le saca a la mayor: 
17 - 10 = 7 vueltas de ventaja. 


-. Para sacar 28 000 vueltas de ventaja, la locomotora debe recorrer: 


28 000x42,5 _ 170.000 metros 


Rpta. 170 000 metros. 


La ciudad A está a 224 Km de la ciudad B y a 624 Km. de la ciudad C. Un avión que vuela 
avelocidad constante hace escala en В alirde A hacia C. Suponiendo que no tarda nada 
en la ciudad B y que el M. C. M. de los tiempos que demora en ir de A a B de B a C 
es de 700 minutos. ;, Cuántos minutos dura el viaje de A a C? 


Solución t 


5 "we 
(AA A se deduce: 
uo d t ta t, = 2.7 = 28 
= 2.5? = 50 


Como: M. C. M. (t; t) = 700 = 22.52.7 


Rpta. .. El viaje de A a C dura: 28 +50 = 78. 


Dos camionestransportan carga de Lima a Chiclayo y de Chiclayo a Lima. El primero de ellos 
puede transportar dos toneladas; el segundo 2.5 toneladas. Al empezar a trabajar, salen al 
mismo tiempo de la ciudad de Lima y se sabe que el primero hace el viaje de ida y vuelta 
en 16 días mientras que el segundo lo hace en 21 días. Además el primero descansa 2 días 
antes de volver a salir para Chiclayo, mientras que el segundo lo hace en 3 días. Después 
de haber transportado 217 toneladas entre los dos en total. ;, Cuántas veces salieron de 


Lima ? 


Solución 


Para que salgan juntos de Lima, debe transcurrir un tiempo igual al M. C. M. C. M. ( 18 y 24) 
esto es: 
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3 , 72 аб. cnin 
El primero realiza: d 3 4viajes (ida y vuelta) 


M. C. M( 18,24) = 72 días. 


El segundo realiza: E =3 viajes. 


El primero carga: 4x4 = 16 toneladas | 31 toneladas 


217 
El segundo carga: 3x5 = 15 toneladas -. Partieron juntos: Ec 7 veces 


Rpta. 7 veces. 


del PROPUESTOS 
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Sobre máximo común divisor y mínimo común múltiplo. 
Se aplica el algoritmo de Euclides para obtener el M.C.D. de dos números obteniéndose 
como cocientes sucesivos: 1; 2; 2; 3; 2. Si el M.C.D. es 30 ¿ Cuál es la diferencia de los 2 
números ? 
a) 280 b) 560 c) 420 d) 480 e) 240 
Al calcular el M.C.D. de mnmn y momo mediante el algoritmo de Euclides, los dos únicos 


cocientes sucesivos fueron 1 y 12. Hallar la suma de las cifras del M.C.D. 


a) 12 b) 10 c) 18 d) 15 e) 16 


Para hallar el M.C.D. de 2 números se utilizó el Algoritmo de Euclídes hallándose 2 cocientes 
que son nümeros iguales. Si la suma de dichos nümeros es 341. Hallar el menor de ellos. 


a) 55 b) 93 c) 77 d) 62 e) 52 


Al calcular el M.C.D. de los números 5529 y 6441 por divisores sucesivos. ¿ Cuál fue la suma 
de los cocientes ? 


a) 15 b) 18 c) 21 d) 22 e) 23 


El M.C.M. de dos números es 252888 y los cocientes obtenidos para calcular el M.C.D. de 
dichos números por divisiones sucesivas fueron: 3, 7, 2 y 5 respectivamente. Hallar el mayor 
de los números. 


a) 984 Ы) 4,074 с)2, 542 d)3,084 e)N.A. 


Ecran. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Para hallar e! M.C.D. de 2 nümeros, se utilizó el algoritmo de Euclides, hallándose como 
residuos, 21, 7 y O. Si e! M.C.M. de dichos números es 490, hallar la suma de dichos números. 


a) 119 b) 113 c) 490 d) 259 e) N. A. 


Dados 4 números A; B; C y D se observa que: 
M. C. D. (А; В; С) = 84 
M. C. D. (B; C; D) = 396 


¿ Cuál es el M.C.D. (A; B; C; D) ? 


a) 6 b) 18 c) 12 d) 24 e) 36 


Cuántos nümeros de 2 cifras cumplen que el M.C.D. de dicho nümero y su C. A. sea 5. 


a) 7 b) 8 c) 9 d) O e) 11 


El M.C.D. de 3 números es 36; si se suma 4 unidades a cada uno de ellos, en ese caso su 
M.C.D. puede ser: 


a)4 b)6 c)8 d)5 e) N.A. 


El M.C.D. de ab (a y b diferentes de cero) y 42 es (a + b ). Hallar (b - a ) 


а) 2 b)3 c)4 d)5 e) 6 


¿ Cuántos números de la forma ab existen tales que el M.C.D. de ab y ba sea (a+b)? 
a)6 b) 5 c)4 d)3 е) 2 


Si abc - cba = Бап, qué valor debe tener la cifra b para que el M.C.D. de abc y cba sea 
18. 


a) 4 b) 5 c) 6 d)7 e) 8 


El producto de la media aritmética por la medida armónica de dos nümeros es 119808. Si 
el M.C.D. de dichos nümeros es 24. ;, Cuál puede ser el mayor de ellos. 


8) 312 b) 336 c) 360 d) 384 e) 408 
Cuántos son los números de 2 cifras tales que el M.C.D. entre el número y su С°А es 4. 
а) 8 b) 10 c) 20 d) 16 e) 32 


El M.C.D. de 2 números A y B es 72. Si A tiene 20 divisores y B 18 divisores. 
¿ Cuál es la suma de los divisores impares de A + B ? 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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a) 182 b) 192 c) 204 d) 341 e) 162 


Al calcular el M.C.D de abbc y cbba por el algoritmo de Euclídes los cocientes sucesivos 
fueron: 1; 1; 11; 1; 2 y 6 respectivamente. Sia- c = 4. Hallar abbc 


a)8334 Ы) 7446  c)8446  d)7328 е) 7443 


Si el M.C.D. ( 15А, 25В ) es 270 y el M.C.D ( 25А, 15В ) es 90. Hallar el M.C.D. ( 2A, 2B). 


a) 18 b) 20 c) 36 d) 54 e) 90 


Si: * M.C.D( 4A, 5B/3) - 27 
* M.C.D(0.25A, 0.6B) = 9 
Hallar el menor valor de B que cumple dicha condición 


a) 810 b) 910 с) 405 d) 300 e) 270 


Hallar dos nümeros de tres cifras, equimültiplos de 65 y 95, sabiendo que la diferencia de 
estos nümeros invertidos es igual al séxtuplo del M.C.D. de los nümeros que se buscan. Dar 
como respuesta, la suma de las cifras del menor. 


a)4 b) 10 с) 5 d) 9 е) 8 


Hallarlos dos menores que tengan su M.C.D. = 210 y sabiendo que su producto es un cubo 
perfecto y su cociente es igual a 10/21. Dar como respuesta, la suma de los dos nümeros. 


a)6160  b)8940  c)3260  d)8400  6)6510 


Hallar cuántos divisores comunes tienen los nümeros 1848 y 1188. 


a) 12 b) 18 c) 24 d) 32 e) 36 


Determinar cuántos pares de nümeros cuyo M.C.D. sea 17 existen comprendidos entre 800 
y 900. 


a) 9 b)8 с)7 d) 6 e)5 


Para hallar el M.C.D. de 2 números se utilizó el Algoritmo de Euclídes hallándose 2 cocientes 
que son números iguales. Si la suma de dichos números es 341. Hallar el menor de ellos. 


a) 55 b) 93 c) 77 d) 62 e) 52 


Al utilizar el algoritmo de Euclídes en la determinación del M.C.D. de 2 nümeros que suman 
350, se hallan 2 cocientes que son q y q + 1. Determinar la cifra de las unidades del menor 
número si se sabe que “q” es el mayor posible. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


a) 3 b) 4 с) 9 d) о e)5 
Si M.C.M. ( 42A, 6B ) = 8064 y M.C.D. ( 77A, 11B ) = 88 hallar B - A. 


a) 40 b) 36 с) 64 d) 24 e) F.D. 


` 


El cociente entre 2 números es igual a su M.C.D. y el M.C.M. de los números es 144. Hallar 
el menor de tos números. 


a) 12 b) 36 c) 48 d) 84 e) 60 


La suma de los cuadrados de 2 números es 6,784 y su M.C.M. es 360, hallar la diferencia 
entre dichos nümeros. 


a) 24 b) 30 c) 32 d) 96 e) 48 


El M.C.M. de 2 números es 336 y la suma de sus cuadrados es 5,440 hallar la diferencia de 
dichos nümeros. 


a)8 b) 32 c) 64 d) 48 e) 60 


Hallar la suma de las cifras del M.C.M. de dos nümeros cuya suma es 793 y cuyo producto 
es 121 680. 


a) 20 b) 15 c) 18 d) 17 e) 13 


EI M.C.M. de dos nümeros cuyo producto es 116 909 es 5 083. Si ninguno de ellos es igual 
a su M.C.D, hallar su diferencia. 


a) 88 b) 92 c) 82 d) 85 e) 96 


En qué cifra termina el producto de los nümeros que tienen a 62 468 como M.C.M. y a 28 
como M.C.D ? 


a) 4 b) 1 с) 6 d) 3 e) 9 


Hallar la suma de dos números de dos cifras cada uno, sabiendo que la diferencia 
entre su M.C.M. y su M.C.D. es 243. 


а) 110 b) 95 c) 99 d) 100 e) 105 


Hallar los números “A” y “B” si cumplen: 


і A?+B? = 23976 
ii M.C.M (A, В) = 630 


Dar como respuesta la diferencia de los números. 
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34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 
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a) 24 b) 36 c) 32 d) 46 e) 26 


Determinar el menor nümero entero que es M.C.M. de 20 nümeros enteros diferentes. 


a) 432 b) 120 c) 240 d) 220 e) N.A. 


El producto de la media aritmética por la media armónica de dos números es: 25,200. 
Si el M.C.D. de los 2 números es 12. Hallar su M.C.M. 


а)2100 Ы) 4200  c)6300  d)8400 е) МА. 


Si M.C.D. (A, В) = 22; М.С.Р. (А, С) = 11; MCD.(B, C) = 33; M.C.M. (А, В, С) = 
198 у A +В +С = 187. Calcular C. 


a) 33 b) 66 с) 99 d) 132 e) 165 


La suma de los cubos de dos nümeros enteros es 1475712 y el M.C.M. de dichos 
nümeros es 540. Determinar el menor nümero de los nümeros. 


a) 36 b) 40 c) 48 d) 60 e) 72 


Dos ruedas dentadas dan respectivamente 54 RPM y 72 RPM. Si señalamos con una tiza, 
antes de poneras en marcha, los dos dientes en contacto, ;, Cuántas vueltas más habrá 
dado la más pequefía que la mayor cuando los dos dientes marcados nuevamente esten en 
contacto ? 


a) 1 b)2 с) 4 d) 8 e) N.A. 


Tres autos salen al mismo tiempo a las 8 a.m. del martes 13 de febrero de 1990 de una 
estación en tres direcciones diferentes. Los de la primera línea vuelven al punto de partida 
pasados 390 minutos y están sólo media hora en la estación para volver a salir. Los de la 
segunda línea vuelven a los 304 minutos y se quedan 56 minutos y los de la tercera línea 
regresan a los 288 minutos y tardan en salir 12 minutos. 

A que hora y de que día volverán a salir al mismo tiempo los tres autos ? 


a) 8 am del 21 de febrero 
b) 2 am del 21 de febrero 
C) 8 am del 22 de febrero 
d) 2 am del 22 de febrero 
e) N.A. 


Un cable está medido por un nümero entero de centímetros, también por un nümero entero 
de pulgadas inglesas y también por un nümero entero de pulgadas francesas. 


Determinar su longitud sabiendo que no pasa de 50 metros (pulgada inglesa: 254 diez 
milésimas de metro; pulgada francesa: 270 diez milésima de metro). 


 "—— M 9, 


——— A 


ELE rct o o 2 ЖЩ a. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


а) 22.86ті. b)34.29mt. c)17.145mts d) 45.72mt. e)N.A. 


El producto de dos números es 2,500 y el cociente de la media aritmética entre la medida 
geométrica de su M.C.D. y M.C.D. es 1.25 Hallar la diferencia de dichos números. 


a) 50 b) 75 c) 25 d) 100 е) N.A. ` 


Encontrar 3 números enteros A, B y C en base 12, si el M.C.D. (A, B) = 15,5» el M.C.D. 
(БС у= 15» Y M.C.D.(A,C) = 1552 además M.M.C.(A,B,C) = 1049 ,2 y 
A+B+C = 193 


(12) 


а) 13, B) Bra © 19 dO,  eNA 


A y B son dos números divisibles por 7 tal que al dividirlos entre 2, 3, 4, 5 ó 6 se obtiene 
siempre 1 de residuo. Si A es el menor número y B el mayor número menor que 1000. 
Entonces el valor de A + B es: 


a) 842 b) 902 с) 1022 d)782 е) 1142 


Si А? - В? = 2160 y M.C.M. (А, B) = 48. Hallar el mayor. 


a)48  b)36 с) 24 а) 40 e) 12 
Si: МСР (А,В) = i 
1ab 


M.C.D. (А, C) s 

M.C.D. (А,В,С) = 7 
Hallar: a + b 
a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16 
Se tiene que: 


MCD(A,B) _ 1 
MCM(A,B) 84.MCD(A,B) 


y sabiendo que el producto de: A y B es 18,144. Hallar el M.C.M. 


a) 3024 Б) 9172 с) 6048  d)6006  e)2008 


Se sabe que la diferencia entre el M.C.M. y el M.C.D. de tres números es 2788, que la 
diferencia entre el mayor y el intermedio es 102 y que la diferencia entre el mayor y el menor 
es 136. ¿ Cuál de los siguientes números es uno de ellos, sabiendo que al dividirse los 
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48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 
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nümeros entre su M.C.D. se obtienen cocientes primos 2 a 2. 


a) 34 b) 85 c) 68 d) 89 e) 102 


Si dos nümeros enteros se multiplican por 8 su M.C.M. y su M.C.D. quedan aumentados en 
22,932 y 252 respectivamente, hallar el nümero mayor, si m son divisibles entre sí. 


a) 252 b) 152 с) 145 d) 458 e) 406 


Se tiene un terreno en forma de triangulo rectángulo y cuyos catetos miden 540mts. y 
288mts. se desea cercarlo con alambre sujeto a postes equidistantes de tal manera que 
haya por lo menos un poste en cada lado vértice y uno de los puntos medios de los lados. 
¿ Cuántos postes como mínimo se necesitarán ?. 


a) 80 b) 160 с) 240 d) 96 e) N.A. 


Tres aviones de una compañía comercial salen de un mismo aeropuerto: El tro. cada 8 días, 
el 2do. cada 15 días y el 3ero. cada 2 días. Si los aviones salieron juntos el 2.1.85. 
¿ Dígase cuál será la fecha más próxima en que volverán a hacerlo juntos ? 


а) 23.4.87 Ы) 22.4.87 с) 21.4.87 d)25.4.87 е) 26.4.87 


Se desea construir un patio rectangular para depositar cajones de 3 clases. 


1га. : Base 22 x 24n*, Altura 15m. 
2da. : Base 21 x 33m?, Altura 15m. 
3ra. : Base 18 x 28m?, Altura 15m. 


¿ Cuáles son las dimensiones minimas que debe tener el patio para cuando se coloque 
cajones de una misma clase, no quede espacio libre alguno ?. Dar como respuesta el lado 
mayor del patio construido. 


a)168 b)1386 с) 1748 а) 585 е) 198 


Еп un pueblo se realizó un censo por 2 compafiías de estadísticas diferentes, la primera 
contó en base 6 y la otra en base 5, y se dieron con la sorpresa de que le nümero de 
habitantes para las dos compañías terminaba en dos ceros. Hallar el número de 
habitantes de dicho pueblo si es un número comprendido entre 3000 y 4000. Dar como 
respuesta la cifra de 3er. orden de dicho número hallado. 


а) 9 b) 4 c)8 d) 3 e) 6 
Un empleado trabaja 11 días seguidos y descansa el duodécimo. Si empezó a trabajar en 


lunes; hallar: 


¿ Cuántos días debe transcurrir para que le toque descansar el domingo ?. ¿ Cuántos días 
trabajo hasta ese momento ?. 
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54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


a) 84 y 76 dias b) 83 y 76 dias C) 82 y 77 días d) 84 y 77 días e) 83 y 77 días. 


Carlos manda a su empleado a la librería a comprar borradores, lapiceros y cuadernos 
con la condición de gastar la misma suma para cada tipo de artículo escolar y que sea la 
menor posible bajo pena de pagar S/.100 por cada artículo que compre demás. El 
empleado encontró borradores a S/. 3000 y cuadernos a 5/7500 y S/.9000 c/u de estos 
tomó los más baratos y tuvo que pagar una suma a su patrón ¿ Cuál fue esta suma ?. 


a) 5/.1200 b) S/.1600 с) 5/.1700 d) S/.1800 e) S/.1900 


Un libro tiene 256 páginas, otro tiene 160 páginas, suponiendo que los dos están formados 
por cuadernillos del mismo número de páginas es que este es número menor que 30 pero 
mayor que 10. Dígase cuántos cuadernillos tiene en total los 2 libros. 


а) 13 b) 18 с) 36 d) 15 e) 26 


Encontrar dos números conociendo su suma "S" igual a 341 y sabiendo que su M.C.M. es 
igual a 28 veces su M.C.D. 


Dar como respuesta la suma de las cifras del número mayor. 


a) 10 b)8 c) 13 d) 12 e)7 


Si dos nümeros que suman 200 se multiplican por 7 su M.C.D. y M.C.M. aumentan en 48 
y 6048 respectivamente. Hallar la diferencia de dichos números. 


a) 48 b) 56 c) 66 d) 72 e) 88 


Encontrar tres nümeros enteros a, b y c sabiendo que: 


M.C.D. (a;b) = 17 
M.C.D. (a;c) = 17 
МСР (DECI 


M.C.M. (а; b; с) = 1785 
a+b+c = 255 


Dar como respuesta la suma de las cifras del menor. 


a) 10 b) 9 c)8 d)7 e)6 


Hallarla suma de 2 nümeros, sabiendo que la suma de sus cubos es 40824 y que su M.C.D. 
es 6. 


A) 24 b) 40 c) 48 d) 54 e) 60 
Si A- B = 170 y M.C.M. (А, B ) + M.C.D (А, B) = 530. Hallar A 
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a)172  b)176 . c)96 d) 160 E) 89 


61. El M.C.M. de 2 números es 840 y la diferencia entre ellos es 36, hallar la suma de dichos 
^ nümeros. 


а)228 b)120 c) 144 d) 184 e) 204 


62. Calcular la mínima diferencia que puede existir entre dos nümeros cuya suma es 168 y su 
M.C.D. es 14. 


a)140 b)28 c) 24 D) 36 e) 56 


63. SiM.C.M. (A, B) = 2А, M.C.D. (А, В) = A/S. Hallar la suma de sus cifras de A, si 
A-B = 168. 


a) 9 b) 8 с) 7 d) 12 e) 15 
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Capitulo 11 


NUMEROS RACIONALES 
(Fracciones Ordinarias) 


Ampliación del conjunto de los nümeros naturales: 


Las operaciones con números naturales (adición, multiplicación, elevación a potencia) son 
siempre posibles, es decir, la suma de dos nümeros naturales cualesquiera puede hallarse 
en todo caso y es otro nümero natural, y lo mismo sucede con el producto de dos nümeros 
(que es un caso particular de la suma) o con la potencia de un nümero (que es un caso 
particular de la multiplicación). 


No sucede lo propio con las operaciones inversas: sustracción, división, extracción de raíz 
y logaritmación, pues estas presentan frecuentemente casos de IMPOSIBILIDAD en м; 
esto es, hay casos en los cuales: 


5 
ÁxeN/ х = 3-8; x 26: x25; X = log50 .......(a). 
Así surgió la necesidad de introducir los números negativos y los números fraccionarios que 


forman la clase de NUMEROS RACIONALES ( de tos cuales en este capítulo nos 
referiremos a las Fracciones. 


Históricamente los números racionales han sido creados para medir, esto es, para 


representar las cantidades de diversas magnitudes: longitudes, áreas, volúmenes, tiempos, 
pesos,.... 


Definición 1 


Se llama fracción a todo par de números enteros dados en un cierto orden, de tal modo que 
el primero no sea múltiplo del segundo y éste sea distinto de cero: 
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a 
Sea la fracción: E que también se puede representar como par ordenado ( a, b ), donde a 


recibe ei nombre de numerador y b denominador. 
Generalizando: 
(a b)eZx(Z-(o)—5aeZ^be(Z-(o) 
Decimos que b pertenece al conjunto de enteros excluido el CERO, porque la división 
entre cero no está definida. 
Definición 2 


Una fracción es una manera de expresar que una cantidad ha sido dividida en cierto 
número de partes. El numerador indica el número de partes consideradas y el denominador 
el nümero de partes en que se ha dividido la cantidad en cuestión. Así 3/10 significa que 
se están considerando 3 de las 10 partes en que se ha dividido la cantidad. 


Nota: Con frecuencia, en la práctica, a la cantidad que se divide se le considera como un 
todo y se la representa con el número 1. 


Definición 3 


Nümeros fraccionarios o fracción, es uno o el conjunto de varias partes alícuotas del 
módulo o unidad que no constituyan un nümero natural de unidades. 


(1) Este conjunto numérico no permite resolver todas las situaciones propuestas en (o) ya que subsiste en general 
laimposibilidad para otras operaciones inversas: extracción de raíces y logaritmación que requieren de una nueva 


ampliación de estos conjuntos numéricos. 
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Lectura de los nümeros fraccionarios: 


Se representa una fracción escribiendo el numerador encima de! denominador 
separados por un trazo horizontal. 


Se nombra una fracción escrita, nombrando primero el numerador y después el denomina- 
dor seguido, en general, de la denominación “avos”, y por excepción con las denominacio- 
nes medio, tercio, cuarto o décimas, centésimas, etc. 


1 е TAR- m 2 га Р 
Si los términos vinieran expresados por letras, por ejemplo, la fracción b se leería “a” 


betésimas o simplemente “a” PARTIDO por “b”. 


5 ' TIN 

7 — cinco séptimos 

300 » 

a5 7 trescientos, cuarenta y tresavos 
m f sf 

p "m" enésimas 

С чс" SH 

d с” detésimas. 


* lafracción que no tiene más que una parte alícuota, se llama unidad fraccionaria: 
bal. а 
4' 35” 100 


Fracciones inversas () 


Dos fracciones se dice que son entre sí inversas, cuando el numerador de cada una es el 


, 4 A 3r 55 MA m n 
denominador de la otra. Así la fracción inversa de 5 е5 У la fracción inversa de nEn 


Corolario 


El producto de dos fracciones inversas, es igual a 1. En efecto, tomando los ejemplos 
anteriores, tendríamos: 


(1) También se les llama fracciones recíprocas, o se dice que una de ellas es el inverso 
multiplicativo de la otra. 
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Simplificación de fracciones 


Simplificar una fracción, es hallar otra igual a ella de términos menores. Se dice que una 
fracción es irreductible o que está reducida a su más simple expresión, cuando ya no puede 
ser simplificada esto es cuando el numerador y denominador son primos entre sí. 


Ej lo:  Simplifi 2e 42 <> un 
jemplo: implificar 70 70 < ЗЕ 
Al pasar de la primera а la segunda se һа simplificado la fracción, pero no se ha reducido 
a su más simple expresión, ya que a su vez: 
21 T 3 


35 5 


Teorema fundamental de la simplificación de fracciones 


372 


“Si dos fracciones son iguales y una de ellas es irreductible, los términos de la otra son 
“equimúltiplos” de la primera. 


12 А 
3 12 FT 12 y 28 son equimúltiplos de 3 y 7 
7287” @ respectivamente porque los con- 
tienen el mismo nümero de veces 
28| 7 (4) 
. $.9»4 o 
“TA 


a TN. , z C 
Si: 7 es una fracción irreductible e igual a ^ se cumple: 


b d 
C = ak AI 
Е b d 
d = bk 
asas 
b bk 
Corolario 


Para reducir una fracción a su más simple expresión o para hallar la fracción irreductible 
equivalente a una fracción dada, se dividen sus dos términos por su M.C.D. 


12 
Reducir: 28 como M.C.D ( 12; 28) = 4 dividimos los términos de la fracción entre 4 y 


cov Ue 


se obtendrá una irreductible equivalente: 
12 


la a ТЗ 
28 28 |7 
4 
Criterios de igualdad y desigualdad de números racionales 


Dosnúmeros racionales у= ѕе ісе que son iguales cuando tienen iguales los productos 


cruzados, y se dice que son desiguales cuando son diferentes los productos cruzados. Así: 


И a с 3 12 

i. Dai EL. GE > 4 16 QE 4х 12 

ii S ue sa: HE-- 245 >3x8> 5x1 
b d Н 518 

A T v. ; Bes аке а 
b d Р 7 МЫ 


Clasificación de las fracciones ordinarias por la relación de sus términos 


l. Fracción propia: 
Es aquelta en la que el numerador ES MENOR que el denominador. 
4. 35. 8. 


a 
;en general: —«1 = a«b 


Ejemplos: b 


3 
il. Fracción impropia: 
Es aquella en la que el numerador es mayor que el denominador. 
Ej | РР eral D s m>n 
+ Y —; ecsosocoeces " E — > 
jemplos: 25 55 y 737 ; en general: ~ ES 
lli. Fracciones homogéneas: 
Aquellas que tiene el mismo denominador. 
8 41 11. 


Ejemplos: —— 1 5' 15° 15 159 "77 


IV. Fracciones heterogéneas: 
Aquella que tienen distinto denominador. 
Ш. WU €. 


ud 
Rua 1 5 7 


V. Fracción igual a la unidad: Es aquella en la que el numerador y denominador son 
"m 


iguales. Ejemplos: = ; en general = 2 -1. az0 


3' 
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VI. Número mixto: 
: = 1 
Es la suma de un número entero con una fracción, tal como 2 + 3 que Se expresa como 
T Gil 7 


1 Е » 1 
2— e se puede reducir a fracción: 2— = 24 — = ——-— 
3 pe 3 3 3 3 


Reducción de fracciones a común denominador: 


Se halla el M.C.M. de los denominadores y él será el denominador común, y se multiplica 
cada numerador por el cociente de dividir el referido M.C.M. por el denominador correspon- 
diente: Dar comün denominador a las siguientes fracciones: 


T 7 

B wA Te 
M.C.M.(6; 7; 12) = 84 entonces: 
S 70”. 13736: - 7 MAD 


6 84' 7 64' 12 84 
Operaciones con nümeros racionales 
Adición ^ 
Definición 


Se llama suma de dos números racionales de igual denominador al número racional de igual 
denominador y cuyo numerador es la suma de los numeradores. Es decir, que: 


a b a+b 


m m m 


Validez de esta definición: 


No hay contradicción con la de la suma de nümeros naturales. Así: 
3 8 
= ++===—=—=11 
348 1 2 


Además satisface el principio de permanencia de las leyes formales. 


Regla general: 


Para sumar varios nümeros racionales, se reducen al mínimo comün denominador y la 
suma será el nümero racional que tiene dicho denominador y cuyo numerador es la 
suma de los numeradores. Así: 


925 З 168 54 35 84 9 175 
4+—+—+2+—=——+——+———+——+——=— 
736 14 42 42 42 42 42 21 
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Si la fracción que resulta es mayor que 1, se expresa en nümero mixto y el resultado es 


175 g7 в] 
21 2l 3 


` Sustracción 


Definida la adición de dos números racionales, definiremos la sustracción como la 
operación inversa, diciendo que: La sustracción de dos números racionales o y В (о> В) 
llamadas, respectivamente, minuendo y sustraendo, tienen por objeto hallar otro número 
racional y llamada diferencia, tal que 


Para hallar la diferencia entre dos números racionales se reduce a un común denominador, 
se restan los numeradores y se pone de denominador el común. Así: 


Regla general: 


La operación anterior podemos representarla en la recta numérica. 


Multiplicación 


En los números naturales se definió esta operación , diciendo que había que formar un 
número compuesto de tantas partes iguales al multiplicando como unidades tiene el 
multiplicador. 


Esta definición no puede aplicarse cuando el multiplicador no es un número natural. 
Precisa, pues, para los números racionales modificar la definición deforma que comprenda 
también el caso en que los números que hay que multiplicar sean naturales. 
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Definición 


La multiplicación de dos nümeros racionalestiene por objeto, dados dos nümeros racionales 
a y В, llamados respectivamente, multiplicando y multiplicador, hallar otro número racional 
y que sea respecto al multiplicando с, lo que el multiplicador B es respecto a la unidad. 


Con esta definición dada, no hay contradicción con la definición dada en nümeros naturales. 
i. Ejemplo 


Р ше Р h 3 a 3 
Si el multiplicador fuese fraccionario ox 5 p, el producto tiene que ser a о, lo quer 
es de 1, luego: 


ii. Ejemplo 
Consideremos las situaciones siguientes: 


Consideremos el siguiente cuadrado: 


Tratemos de calcular la mitad de la tercera parte del cuadrado: 


— se escribe mem 
6 ИЗ AG 
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JR d 


OE EOS 
Divisió 
Considerada la división como operación inversa de la multiplicación, daremos la siguiente 
definición: 

Definición 

Dados DOS números racionales, œ el dividendo у В el divisor, B+0 y а = В la división 


de números racionales tiene por objeto hallar otro número racional y tal que B. y = a 


Esta definición está justificada porque no hay contradicción con la definición dada de división 
en nümeros naturales y además porque satisface la ley de uniformidad. 


Regla general: 


Para dividir dos números racionales, se multiplica el dividendo por la inversa del divisor. Así: 


Consecuencia general: 


En el campo de los nümeros racionales, exceptuando la sustracción, cuando el minuendo 
es menor que el sustraendo, y la división cuando el divisor es cero, son siempre posibles las 
cuatro operaciones: adición, sustracción, multiplicación y división. Por ello, estas cuatro 
operaciones se llaman operaciones racionales. 


Máximo comün divisor y Mínimo comün mültiplo de nümeros racionales 


Definición 1 


Se llama máximo comün divisor de varios nümeros racionales, al mayor nümero racional 
divisor comün de aquellos. 


Corolario 1 


El máximo comün divisor de varios nümeros racionales, será la fracción cuyo numerador 
sea el máximo comün divisor de los numeradores de las fracciones irreductibles 
equivalentes a aquellos y por denominador el mínimo comün mültiplo de los 
denominadores de las expresadas fracciones irreductibles. 


S5 12 T 


6.9 .121..¿M/C:D(6;9,12)% 3 
mo. ) M.C.M (35;14;7) 70 
Corolario 2 
Todo número racional divisor común de varios números racionales, será divisor de su 
máximo común divisor. 
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Definición 2 
Se llama mínimo comün mültiplo de nümeros racionales, al menor nümero racional que es 
múltiplo común de todos ellos. 


Corolario 3 


Si varios números racionales vienen expresados por fracciones irreductibles, su mínimo 
común múltiplo será la fracción cuyo numerador es el mínimo común múltiplo de los 
numeradores y el denominador el máximo común divisor de los denominadores. Así: 


6.9 i M.C.M (6;9,12) _ 36 


M.C.M. = (552 == 


 M.C.D (35147) 7 
Corolarlo 4 


Todo número racional múltiplo común de varios números racionales, será múltiplo de su 
mínimo común múltiplo. 


Fracción compleja 
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Definición 


Se llama fracción compleja al coclente indicado en forma de fracción, de dos números 
de los cuales uno por lo menos NO es número natural. 


Ejemplo 
E + 1) + 1 
3 7 
9 
4 BA11 17 
Nota: para simplificar fracciones complejas y reducirlas a fracción simple, las operaciones 
se deben efectuar en este orden: 
12 Multiplicación 
22 División 
° Sumas 


e Restas 
5° Potenciación y luego radicación. 


РНВОВГЕМАДБ RESUELTOS 


9 
Hallar la suma de términos de la fracción equivalente a "40 tal que la suma de los 
cuadrados de sus términos sea: 485 809. 


Solución 


9k Я 
Рага que sea equivalente f = зок: Por dato: (Sk)? + (40k P = 485 809 


EA айрыбай ^^ 


De aquí: К = 17. 


Rpta. Suma de términos: 40 x 17 + 9х 17 = 833 


101 
¿ Cuál es la suma de las cifras del numerador de la fracción equivalente a 371 Sabiendo que 


la diferencia de sus términos está comprendida entre 9660 y 9790 ? 


Solución 


La fracción buscada es de la forma: f= E y por dato: 


9660 < 171K - 101K = 70K < 9790 — 138 < k < 139.88 > 


+. El numerador de la fracción buscada es: 101 x 139 = 14039 


Apta. Suma pedida: 1 +4+0+3 + 9 = 17 


Obtener la fracción irreductible equivalente a la expresión: 


+= 1 — 
E= 6 4 8 . Eb 
TS ¿Al 81 
5S 10 6 12 
UNS 6 
1-—+ 1-=+ 
5 10 6 12 
Solución: 
Trabajando por partes: 
i. Con el numerador: 
TAL 1 1 Па d (LE) 
— — — + — — — 
arb. Аша. 6 8 
1243 (к. | 6-2+1//8-2+1 
6 4 8 6 8 
7 9 
8 8. LB ЖО 
5 E 7 7 са 
61448 
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ii. Con el denominador: 


1 1 1 1 1042-14 124+2—1 11 1 
1+ sie 7 1+ 742 10 12 eG 


1B 42 N TOM MEER ID 
11 War € 
6 12 10 12 10 


TS 10:18 "1З 
~ 10-12.9:11 9 


[^] 


| 


Er |27 
ES] 


| 


— 
№ 


La expresión propuesta se reduce а: 


9 

E- 5. 65 з 9x9 65, m 
13 81 5x13 81 
9 


Rpta. E-3 


5 2 
4. Епипа mina de carbón se venden ¿de lo sacado por día a S/. 12 000 la tonelada; los 5 del 


resto se vende como carbón escogido a S/. 13 500 la tonelada. Quedan aún 450 toneladas 
de polvo que se venden a S/. 10 000 la tonelada ¿ Cuánto carbón se saca de esta mina por 
día y cuánto vale ? 


Solución 
Al día: 
5 
Los 8 del total se venden a S/. 12 000 la tonelada. 
әруз 3 А > 
Los 5 хв = 55 del total se venden como carbón escogido. 


5 18 9 
+, Las 450 toneladas restantes representan: 1 - (2-2) = 20 del total 


40 
>. El total de carbón que se extrae al día será: 450 x => 2 000 toneladas y su costo es: 


5 
8 x2000 = 1250 toneladas a 12 000 = S/. 15 000 000 


3 
20 x 2000 = 300 toneladas a 13 500 = S/. 4 050 000 
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450 toneladas a 10 000 = S/. 4 500 000 


Rpta. Costo total: S/. 23' 550, 000 


Una fábrica de caolín vende la tonelada a $ 61.25 y otra distante de áquella 192 Km por vía 
férrea, lo vende a $ 76.50. El transporte cuesta $ 0.14 por tonelada y Km. ¿ A qué distancia 
de la primera fábrica resulta el caclín al mismo precio que si se llevara de la otra ? 


Solución 
Precio : $ 61.25 Precio : $ 76.50 
| 
FABRICA D FABRICA 
a === — М И, Е Зр 
15013 кт 419 Km 
28 28 


| ае ж  og£ 4 


Sea "D" el punto donde tiene el mismo valor la tonelada de caclín proveniente de 
cualquiera de las 2 fábricas. 

Sea "n" Km la distancia de la primera fábrica al punto D; entonces la distancia de la segunda 
fábrica (B) al punto D será: ( 192 - n ) Km. En el punto D: 


Costo de una tonelada de caolín, proveniente de la primera fábrica (A): 


Costo de una tonelada de caolín proveniente de la segunda fábrica (B): 


14 
$ 7050% (18850)... M... (2) 


Como los costos son iguales: 


61254 n = 76.50 +14. (192 es 
tioo 7 a e LUE. >= ду} 


13 
Rpta. a 150 28 km. 


Dentro de 8 años la edad de Pedro será igual a la edad que Juan tiene ahora. Dentro de 


4 
15 años Pedro tendrá ¿de la edad que entonces tendrá Juan. Hallar las edades de 


Juan y Pedro. 
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Solución 
Se puede observar que la diferencia de edades es de 8 años. Dentro de 15 años, cuando 


4 
la edad de Pedro sea 5 de la edad que entonces tendrá Juan, la diferencia de edades (8 


1 5 
anos) representará 5 de la edad que entonces tendrá Juan,es decir,que Juan tendrá: 1х 8= 


40 años y Pedro 32. 
* Actualmente la edad de Juan es: 40 - 15 = 25 y la de Pedro: 32 - 15 = 17 


Rpta. La edad de Juan es 25 
La edad de Pedro es 17 


Tres propietarios ribereños con un río quieren construir un canal para el riego de sus fincas. 


5 
El gasto total es de S/. 5 480 000 000. Las tierras del segundo propietario son los 8 de las 


4 
del primero, y las tierras del tercero loss de las del segundo. El gasto se reparte 


proporcionalmente a la extensión de cada finca, tocando en el reparto a S/. 2 000 000 por 
hectárea. 


1? ¿Qué cantidad ha de abonar cada uno ? 
2?. Extensión de cada finca en el complejo agrario. 


Solución 


Area total de las tres fincas: 5 480 000 000 = 2 000 000 = 2 740 Ha. Si la superficie del 1? 


5 4 5 5 
E — xo 
es como 1,la del segundo es g У la del tercero: o s 18 
El área total representa: 14 - y зр del área total del 1? 
8 18 72 


72 
.. El área del 12 será: 137 x2 740 = 1 440 Ha. 


5 
El área del 29 es: 8 x1440 = 900 Ha. 


5 
El área del 3? es:18 x 1440 = 400 Ha. 
Rpta. El 1? debe pagar: 1 440 x 2 000 000 
El 2? pagará: 900 x 2 000 000 
El 3? debe abonar: 400 x 2 000 000 


S/. 2 880 000 000 
5/. 1 800 000 000 
S/. 800 000 000 


-————— —— P MÀ o — — 2—5 


ё Cuál será en metros cuadrados, la superíicie de un rectángulo sabiendo que aumentando 


2 3 
una de sus dimensiones en sus ri otra en sus ITE la superficie del rectángulo 


aumenta en 1400 metros cuadrados? 
Solución 


antes del aumento despues del aumento 


S-£xa a 
Por condición: 
S, = 5 + 1 400 
4 
M xa = 41041400 gxa = 2520 m? 
5 La superficie es: 
p'xa = 1400 
S = 2520 mê 
9 
¿xa = = х 1 400 


Rpta. S = 2 520 п? 


2 3 
Aumentando el dividendo de una división en sus zY el divisor en sus Т el cociente 


aumenta en 17 unidades. ¿ Cuál era el cociente antes de aumentar sus términos.? 


Solución 


Sea la división: D = dc 


Las. 2 3 
La nueva división: D+¿D= (8.20) (6242) 
Y 13 
—D=—d (c+17 (0) 2 
5 10 ( * ) pero: D = dc 


= у O (с+17) =c=221 
5 10 


Врїа. 221 
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10. 


11. 
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1 1 
Una tela se encoje al ser mojada 16 de su longitud y 17 de su anchura. ¿ Qué longitud 


de la tela nueva hace falta emplear para tener 210 metros cuadrados de la tela después de 
mojada ? . Esta tela antes de ser mojada tenía 0. 80 m. de anchura. 


Solución 
. 4 : 

Sea / la longitud de la tela de 80 cm. = gm de anchura que se tiene que comprar. 
Después del lavado: 

16 4 

= —х— Bs 

ancho 17 5 Se debe cumplir: 
largo = 2S x£ WP BE ог, 20x17 - 297.50 

16 ¡CATS 3x4 


Rpta. £ = 297.5 metros. 


4 8 
La edad de A es los 5 de B y el peso de Bes 7 del de A; hallar la edad de B, si junto 


con su peso suma 98; además se sabe que la suma de los pesos es igual a la suma de las 
edades. 


Solución 


Consideremos: e,- edad de A; e,- edad de B; P,- peso de A; Рь= peso de B 
Podemos establecer: 


4 8 
€, = Og ee (1) Р = 7 РА mm (2) 
erp 9871... -. (3) e Ver E. (4) 


4 7 9 15 
(1) y (5) en (4): Б 6 +0= 8 РЕ+Р > e= F з 
25 
9, = 54 P, en (3) 
25 49 
24 Све = 98 né РЬ = 98 = EN 48 en (3): 


96,448 = 98 => e= 50 


Rpta. Edad de B es 50 años. 


12. 


13. 


14. 


Un tubo cuya longitud mide "L" centímetros se divide en 3 partes desiguales. La primera es 


1 * 
menor que SL y la segunda menor que $t . Sila tercera mide 85 centímetros y L = 61. 


Hallar cuántos valores puede tomar L. 


Solución 
Sean las partes: a; b y 85 cm. 


une 
Podemos establecer: a « de b< а, > as+b< (2+3) L 
7 6 6 7 


Como: a + b + 85 = L; en la desigualdad (1) sumamos 85 a ambos miembros: 


b +85 Ey 85 L EE 8 2, 85 
a+b+ < 42 + > 22 <85 > 42 « 
L 


85x42 3 EN 
zXL123——2 comol =61 


L$ 55 29 


Rpta. -.L puede tomar el valor 122 


Al dividir un terreno en dos partes resulta que la diferencia entre los 4/5 de los 3/7 de la parte 
mayor menos los 7/12 de los 4/7 de la parte menor es igual a 1/7 de la parte menor. Si el 
terreno tiene 129 hectáreas; hallar la diferencia entre las 2 partes. 


Solución 


Sean x e y las superficies de los terrenos: 


X +] EX A A Ee (1) 
Además 
дзь a ad A 28 
EPA ISE жд... 
25 
De (1): 4g! A "o ^Xz 75 


г. х-у = 75-54 = 21 hectáreas. 
Rpta. 21 hectáreas. 


Setiene un depósito de agua el cual puede ser descargado mediante dos llaves "A" y "B". 
"A" puede descargar todo el depósito en 10 horas; mientras que "B" desaloja 10 litros por 
minuto. Si los dos juntos lo pueden desalojar en 6 horas. Hallar la capacidad del depósito. 
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15. 


16. 
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Solución 


Sea "X' el nümero de horas que emplea "B" en desalojar el depósito. 
Podemos establecer: 


LP 1 UR 1 1 
—+—=——э—=——— =— — х= 15 horas 
x 10 6Є Кж 6 10 15 


-. Capacidad del depósito: 15 x 60 x 10 = 9 ООО litros. 
Rpta. 9 000 litros. 


Un estanque puede ser llenado por un cano A en 15 horas, y por un caño B en 10 horas, 
y puede ser vaciado por una tubería C en 12 horas. Si A y B trabajan juntos 2 horas y 
luego se cierran y se abre C; en cuánto tiempo C vaciará el estanque. 


Sea T la capacidad total del estanque: 


Por hora 


1 
desaloja — T 
esaloja 12 
Solución 
En una hora A y B juntos llenan: 


1 1 1 1 
— + — = — E — 
15 “то 6 del tanque. Еп 2 horas llenarán: 2 x E 


del tanque. 


|= 


1 

1 1 a 

C vacía en 1 hora: 12 del tanque. Luego 3 del tanque lo vaciará en EZ = 4 horas. 
12 

Яра. 4 horas. 
Un estanque tiene 4 caños: dos que lo alimentan y dos que lo desaguan. Abierto solamente 
uno de los primeros, se llena el estanque en cinco horas, y abierto el otro solo, se llena 
en seis horas. Abierto uno de los caños de desagúe y cerrados los demás, se vacía el 
estanque en 8 horas, y abierto únicamente el otro caño de desagüe, se vacía en 10 horas. 
Cuando el estanque contiene los 2/5 de agua, se abren los cuatro caños, y se desea saber 
el tiempo que tendrá que transcurrir para que se llene. 


Sea T la capacidad total del estanque: 


A 


Llenaen5 Llenaen6 
horas horas 
Por hora Por hora 

1 1 

ET ЕТ 
Пепа 5 llena 6 

Vacía el contenido Vacía el contenido 

en 8 horas. en 1O horas. 

ía 1 1 
Por hora voa +. vaca cT 


Solución 


(КҮ 
Abiertos los dos сапо de alimentación, en 1 hora llenan 5*6 = 30 de la capacidad del 


estanque y abiertos los dos caños de desagüe, sale en 1 hora una cantidad de agua igual 


LN 9 
a в* i0" 40 de la capacidad del estanque. Abiertos los 4 caños a la vez, durante una 


11 29 17 


hora, quedará en el estanque una cantidad de agua igual a 30 40 120 de la capacidad 


del estanque. 


17 
Por hora se llena : 120 de la capacidad del estanque. 


3 | 3 
Para llenar los 5 que faltan, deben transcurrir tantas horas como veces contenga 5 a 


cy 
ue be 
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N ral 
85 17 


EJE 


h 
N 
o 


4 
Rpta. 4horas 17 


17. Dos personas y B podrían terminar juntos un trabajo en 10 días. B y C lo harían en 12 
días y A y C en 15 días. ; Cuánto tiempo emplearán si trabajan los tres juntos? 


Solución 


Al día realizan: 


A+B -1g 

1 
В+С = 45 
Ac wt 
d eh 


1 1 
2(А+В+С) = 7 ABRO E uA 


1 
Juntos al día realizan 8 de la obra. 


Rpta. -. Juntos terminarían en 8 días. 


18. Albeno, Bernardo y Carlos pueden segar un campo en "n" días. Si cada uno hubiera 
segado solo la tercera parte del campo, Alberto hubiera demorado un día menos y 
Bernardo y Carlos se hubieran demorado dos día más cada uno. Hallar "n". 


Solución 


1 
A, B y C juntos al día siegan: = del campo. 
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hondi ө ө ө ө өе o S ER чш 


Además: 


A: = "A"siega 1/3 del campo en (n - 1) días; todo el campo lo podría 
segar en: 3 (n- 1) días; "A" al día siega: 


1 
3 ДА РЕС 
3(n-1) del campo 


B: = "B"siega 1/3 del campo en (п + 2) días; todo el campo lo podría 
segar en: 3 (п + 2) días; "B" al día siega: 
1 del campo 
3(n+2) 
E . 


"C"siega 1/3 delcampoen (п + 2) días; todo el campo lo puede 
segar en: 3 ( n + 2) días; "C" al día siega: 
1 


————— del campo. 
З(п +2) 


Juntos al día siegan: 
1 1 1 1 


LES UBE- 2 
3(n-1) 3(п+2) 3(n+2) n 
Rpta. п E 
19. Hallar la siguiente suma: 
Л i 1 
= —+— E ——- 
SIS 35 1935 


Solución 


Podemos establecer: (multiplicando ambos miembros por dos) : 


2 2 2 2 
= — 4 —— LÁ. R——— 
1x3 3x5 5x7 43x45 
1 ie il 1 1 
25= (3-5) (3-3) roba EET EE рар {з $) 
сц Жы, сыг 
45 45 
Rpt в 2 
БР: = 45 
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1 
20. El costo de almacenaje diario en una aduana es 10 del valor de la mercadería. Un 


н 4 : Р E 
comerciante comienza a retirar, al final de cada día, 5 de la mercadería almacenada. 


¿ Cuál debe ser el valor total del almacenaje ? 


Solución 


1 1 4 
1er. día: Se paga 15 y del costo; se retira de la mercadería; quedan— 


5 5 

2do. día: ѕе paga mm = ; se retira Y de la mercadería; queda : c 
10 `5 25 * 5 5 

3er. día: se paga 37 1 2 p se retira L de la mercadería; PE 
10* 5 50 5 5 

4to. día: se paga 37 І “a He ; se retira 1 de la mercadería; queda: 1 
10*5725* 5 5 


1 si ш 1 
5to. día: se paga тох =5g ; ѕе retira 5 de la mercadería y con esto se termina de 


retirar toda la mercadería. 


-. Costo del almacenaje 


ТОЗИ 3415 9 3 


10*25*50*25*50 50 ^ 10 


3 
Rpta. 10 del costo de la mercadería. 


21. Un padre deja así su fortuna: 


Al primer hijo: S/. 1 000 000 y 10 del resto. 
1 
Al segundo hijo: S/. 2 000 000 y 30 del resto. 
Al tercer hijo: S/. 3 000 000 y u del resto, . . . etc. 


Hecho el reparto se ve que a todos sus hijos ha correspondido igual cantidad. ¿ Cuántos 
eran los hijos y cuánta la herencia ? 


Solución 


Sea F el monto de la fortuna. Podemos establecer que: 


1 E 
El primero recibe: 1 000 000 + 10 ( F - 1 000 000 ). Queda: — 5 F-1000000) 
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22. 


23. 


1.9 
El segundo recibe: 2 000 000 + 10 [ 10 (Е - 1 000 000 ) - 2 000 000] 


Como todos reciben la misma cantidad, entonces: 
1 1.9 
1000 000 + 15 (F- 1000000) - 2 000 000 + 15 [15 (Е - 1 000 000) - 2 000 000] 
7 F = 81 000 000 
1 
Al primero le corresponde: 1 000 000 + 10! 81 000 000 - 1 000 000) = S/. 9 000 000 


Como todos reciben lo mismo: 


Rpta. El número de hijos es: 81 000 000 + 9 000 000 = 9 


Una bola cae desde cierta altura sobre una mesa de mármol. Cada vez que toca a la mesa 
rebota hasta un cuarto de la altura de donde cayó. ¿ A qué altura se elevará la bola 
después de haber tocado la mesa por cuarta vez ?. 


Solución 


Sea H la altura de la mesa. 


Rpta. Seelevara a — de la altura inicial. 


Una bola cae ue una altura de 80 cm. sobre una mesa de mármol. Cada vez que toca a la 
mesa rebota hasta un cuarto de la altura de donde cayó. ¿ A qué altura se elevará la bola 
después de haber tocado la mesa por cuarta vez ?. 
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24. 


25. 
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Solución 


A ALA 
4444 256 16 


5 
Rpta. Se elevará a 16 ™ 


Una bola cae desde cierta altura sobre una mesa de mármol y rebota sobre ella. Después 
de haber tocado cuatro veces la mesa se eleva la bola 7 cm. ¿ De qué altura cayó la primera 


= 2 
vez, sabiendo que después de cada caída se eleva a los 3 de la altura de que partió r 


Solución 


Se h la altura inicial. Se cumple: 


Rpta. h= a5... cm 
16 


1 1 
Una varilla se dilata, en un proceso de manufactura: 3 de su longitud la primera vez; 4 de 


1 
su nueva longitud la segunda vez; 5 la tercera; ...y así sucesivamente. Después de 20 


procesos mide 690 mm. ¿ Cuál fue su longitud original ? 


Solución 


Sea “L” la longitud original de la varilla 

A 900 ....- х23 L 690 L E 90 

3 4*5 <> > = 90 cm. 
Rpta. 90cm 


Resultado de una mezcla que se transvasa sucesivamente 


РЕКА ЕЕЕ previas | 


Cuando se trata de sucesivas operaciones con dos líquidos determinados, es preciso 


obtener la ¡ey de variación de proporción de uno de ellos con respecto al total, en función 
del nümero de experiencias. 
Una vez obtenida, basta aplicarla y despejar la incógnita que se pida. 


Problema general: 


"Una persona tiene un depósito de vino que contiene v litros. Cada día saca "a" litros 
y los reemplaza por "a" litros de agua. Se desea saber la cantidad de vino puro que queda 
al cabo de "n" días. 


Solución 


Cantidad de vino puro| Cantidades sacadas 
que había por litro por litro 


En la primera extracción: 


En la segunda extracción: (1-3) 


26. Ое un tonel que contiene 204 litros de vino, se sacan 35 litros que se reemplazan por agua. 
Se hace lo mismo con la mezcla por segunda y tercera vez. ;, Qué cantidad de vino queda 
en el tonel después de la tercera operación ?. 
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Solución 


Cantidades de vino 
puro que había por litro 


por litro 


Cantidades sacadas | Quedan 


169 


En la primera extracción: EY 
P 204 


169 169 169 


PE 109 20 ее 109 109 
En la segunda extracción: 204 504 204 204 * 204 


169 169 169 169 169 169. 169 


сей» 
204 204 204 204 204 204 204 204 


En la tercera extracción: 


3 

169 
Al final, cada litro de la mezcla posee: (289. It. de vino. 
Como la mezcla posee 204 litros; la cantidad de vino será: 


Rpt 204 (39 „ nson ы 
pta. X laa) = .98 litros. 


* Nota: A esta conclusión se pudo arribar directamente, aplicando la formula de 3 Е 


Cantidad de vino en cada litro de la mezcla final: 


3 
5 : 
(1-25) x204 - 115.98 litros. 


Rpta. 115.98 


27. En una vasija de 3 litros de capacidad se ponen 2 litros de vino y un litro de agua,a 


eem. : T 
continuación se eliminan 3 de la mezcla y se llena con agua la vasija, después se elimina 


4 de la nueva mezcla y se llena de agua la vasija, por último se elimina la mitad de esa última 


mezcla y se llena nuevamente la vasija. ¿ Qué cantidad de vino contiene un litro de la última 
mezcla ?. 
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28. 


Solución 


2 
Al principio cada litro de la mezcla contiene 3 de litro de vino: 


Cantidad de vino puro | Cantidades sacadas Quedan 
que había por litro por litro 
2 


En la primera extracción: 


En la segunda extracción: 


En la tercera extracción: 


1 
Rpta. .. Cada litro de la nueva mezcla contiene 6 de litro de vino. 


E: f : 1 е 
Un recipiente se Пепа con 6 litros de vino. Se consume 3 del contenido y se vuelve a llenar 


2 mi 
con agua; luego se consume 5 del contenido y se vuelve a llenar con agua y por último se 


3 1 ; Р | 
consume los 8 del contenido y se vuelve allenar con agua. ¿Qué cantidad de vino contiene 


un litro de esta ültima mezcla ?. 


Cantidad de vino puro | Cantidades sacadas Quedan 
que había por litro por litro 


Solución 


En la primera extracción: 


En la segunda extracción: 


alw wi 


om 
em 


œ| 
an|m 
Ф| 


En la enésima extracción: 


1 
Rpta. -. En un litro de la mezcla hay л de litro de vino puro. 
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29. 


зо. 


31. 
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Al radiador de un automóvil, lleno con 16 litros de agua, se le quitan 4 litros de agua que 
son reemplazados por líquido antioxidante puro. Luego se quitan 4 litros de mezcla 
resultante, que son reemplazados por líquidos antioxidante puro. Lo mismo se hace por 
tercera y cuarta vez. Hallar la parte fraccionaria de agua en la mezcla final. 


Solución 
Aplicando la formula de $ : 
iti E 81 
= 16) 256 


3 
En un juego de azar un apostador gana en el primer juego los 7 de lo que tenía; luego en 


6 
el segundo juego pierde 13 del total que tenia en ese momento y en el último juego gana 


4 
y de lo que le quedaba. Si sus gastos a la salida fueron S/. 6 030 y se retiró no ganando 


ni perdiendo. ¿ Cuánto tenía antes de entrar al casino ?. 


Solución 

3 10 
ter juego Tiene: 1 , gana: 7 ; le queda: 7 
MAPA n AAA ул ч 
ojuego Тепе: — ‚ pierde: 5х7 , e queda:  13X7 “13 
macie we. d 0 @,10 tic «le 1р 
er juego Tiene: 13 ‚ gana: ата Y e queda: 9 “13 9 


1 
Al finalizar el juego, está ganando y de lo que tenía al principio; pero como sus gastos a 


la salida fueron de S/. 6 030 y esto le permitió retirarse sin ganar ni perder, ello indica que 


1 
los 6 030 representan 9 de lo que tenía al principio, por lo tanto, antes de entrar al casino 


tenía: 


9 
Rpta. ue X 6030 = S/. 54 270 


Un industrial dispuso en su testamento que del capital que dejaba se diese al mayor de 
sus hijos una suma de "a" dólares más la enésima parte del resto; que al segundo 
se le diese "2a" dólares más la enésima parte del resto; al tercero "3a" dólares más la 
enésima parte del resto, y así sucesivamente. 


Hecho el reparto, se vió que todos sus hijos habían recibido la misma herencia. ¿ Cuál era 
el capital que dejó, y cuántos eran sus hijos ?. 


Solución 


Capital 2 c 
1 n=1 
El 1? recibe: “a” + Fi (c-a) Quedan: =le-a) 
Wine! n-1 [n-1 
El 2° recibe: 2a+ — [2 (0-a)-2a] Queda: —— ["=Че-а)-2а] 


Como todos reciben lo mismo: 


(n-1(c-a) 2a 
+ a a 


1 
a+ p(e-a) = 2а = 


c a 2а «nc-na-c«a-2an 


n n n? 


an? + nc - na = 2am-«nc-na-c-«a-2an 
0 = an?-2an+a-c 
c= a(n-2n+1) 


cada hijo recibe: 


2 - 
12- а 1. ttg als an+an -2an+a-a _ an(n 1) 
n m = 
a(n- 1) 


Nc Penes is „ MR 
Rpta. .. № de hijos = a(n-i) ^ n-1 


Tres barras de acero de igual sección y cuyas longitudes en metros son exactamente: 


4009 1818 d iere dividir si d dici terial, ent todos de igual longitud 
385 ' 715 y 429 Se quiere dividir si desperdiciar material, en trozos todos de igual long 
y de modo que el nümero de trozos sea el menor posible. Calcular en fracción irreductible, 


la longitud en metros de cada trozo y el número exacto de trozos que saldrán de cada barra. 


Solución 
144 168 756 


Simplificando las fracciones propuestas se obtienen: ^55' 65 Yi43 
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33 


34. 


Se ded la longitud de cada t á Í гам.ср. (14,168 26). 12 
e deduce que la longitud de cada trozo será igual al M.C.D. 1-5 Sr "143 | 7,5 mts. 


Longitud de cada trozo: 


175 
De la pri b btendrá тро, „= 156 
e la primera barra se obtendrá 385 715 - trozos 
Del da b btendrá : 1945 MD 154 
e la segunda barra se obtendrá : 71. * 715 = trozos 
De lat b btendrá ; = ыш 1 
e la tercera barra se obtendrá : 59 715 = 315 trozos 
RESPUESTA. 


8 2 
Un producto es tal que puede salir en presentaciones diferentes que pesan = de gramo; 15 


9 
10 
de gramo y 1 de gramo. 


Cuál debe ser la resistencia mínima de un envase que pueda contener una cantidad entera 
y exacta de cualquiera de estas representaciones. 


Solución 
La resistencia mínima va a ser igual al: 
8.21 10 (2.7.10) - en (8;7;10) 
M.C.M. 9'15'21) ^ M.C.M. = 9'5/721) MCD (S521 (3:5:2) = 280 gramos 


Rpta. 280 gramos. 


Con cuatro números primos absolutos se forman dos fracciones. Calculando el M.C.M. y 
M.C.D. de las fracciones se restan y a este valor se le multiplica por el producto de los 
denominadores obteniéndose 5004. Hallar la suma de los números primos. 


Solución 


: с : 
Sean: “a”; "b"; "c" y *d" los números primos absolutos y sean: У ч las fracciones, 


cv 


podemos establecer: 


35. 


1 
Además: (se- 53)» d = 5004 


b.d 
axbxcxd-1= 5004 
axbxcexd = 5005 
axbxcxd = 5x7x11x13 
Rpta. Suma pedida: 5 + 7 + 11 + 13 = 36 


-4 
Tres reglas de 50 cm de longitud están graduadas uniformemente: la primera 5 de mm; 


18 42 
la segunda cada —— 35 de mm. y la tercera cada 55 mm. Si se las hace coincidir en toda 


su extensión, cuántas veces coincidirán tres trazos de las reglas. 
Solución 


Los trazos de las tres reglas coincidirán cada vez que la longitud contenga ai 


ALLEN 
5135 55 5 


f — ENS $ 
p—— — » 

- a 
E N 5 E 54 E Ө | 


18 18 18 18 18 
35 35 35 ,35 |,35 00000" 


» 


42 42 42 42 


T 252 
Coinciden cada 7E IM 


Rpta. -. Coincidirán: LM 1 = 10 veces 


5 
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ә] M3] PROPUESTOS 


sobre números racionales 
dr Fracciones ordinarias (quebrados) 


4 9 3 21 
1. Qué fracción de los de; жү e nay que añadirle a los = - de == pg Para que sea igual a 44 veces 


la menor fracción [е p de dos cifras. 


3 8 
а)== ШЕТ C75 а)== е) 


2. Hallar la suma de los cuatro términos de dos fracciones equivalentes a — sabiendo que 


14 
la suma de denominadores es igual al producto de los numeradores. 


a) 126 b) 136 c) 153 d) 170 e) 164 


— зд A | 3a 
3. Qué número se le debe añadir al numerador y al denominador de la fracción 29 para que 


3 
sea equivalente a 7 


a) 18 b) 13 c) 12 d) 11 €) No se sabe 


b 5 
4. Si БЕ es equivalente a sé Cuál es el valor de a x b ? 


a) 10 b) 12 c) 15 d) 20 e) 25 


5.  Elproducto de los dos términos de una fracción equivale a 77 está comprendida entre 5000 


81 
y 6 000. ¿ Cuál será la suma de dichos términos ?. 


a) 168 b) 154 c) 159 d) 150 e) 140 


грал 


6.  Hallarlafraccióntal que si se multiplica el numerador y se divide el denominador por “а” varía 


9 10 

en x. y si se multiplica el numerador y se divide el denominador por &, varía en ib m 
й. ит. | 2 Um 2 
ачз. 1з $J 48 ) 39 ШЕТ 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


a4a 


; ál 1 “а” l IÓN 
¿ Cuál es el valor de “a” para que la fracción 498 


Sea propia e irreductible. 


a) 1 b)2 c)3 d)4 e)5 


41а p : 
Para que valor de "a" la fracción: == es propia e irreductible. 
а)7 b)8 c)9 d)6 е)5 


A los dos términos de una fracción impropia se le suma el denominador, obteniéndose una 


fracción que se diferencia de la original en в: hallar el numerador original. 


a) 3 b)8 c)4 d)7 e)5 


N 1 w2 n 
Si se quiere que la fracción D esté comprendida entre 2 y 3 cuando N = 12. ¿ Cuántos 


valores enteros puede tomar D ?. 


a)2 b) 3 c)4 d)5 e) 8 


E E : A ( 
Si al numerador del nümero racional p: menor que 1, se le aumenta una unidad, el 


numerador aumenta en 15 unidades. Si el numerador y denominador difieren en 2 unidades, 
hallar el valor de A x B. 


a) 180 b) 255 c) 143 d) 165 e) 195 
3 21 28 
Hallar el cociente entre el M.C.D. y el M.C.M. de == у — 
27 2430 

a) 0.3 b) 0.3 c) 0.03 d) 0.301 e) 0.03 


28 
El M.C.M. del numer ador y denominador de una fracción equivalente a 245 ®® 1540. 
¿ Cuál es la suma del numerador y denominador ? 


a) 435 b) 429 c) 385 d) 379 e) N.A. 


¿ Cuántas fracciones propias e irreductibles tiene como denominador 80 ? 


a) 35 b) 32 c) 40 d) 29 e) 41 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Que fracción de I 2 de & tal 2 de В, 
ue fracción de los 5 4 representa los 7 9 

63 T" 31 a9 EU 
авс e o 3 e 


4 8 
El M.C.D. y M.C.M. de dos fracciones irreductibles son 105 y 3 respectivamente. La 


menor de ellas puede ser: 


ш me 2 ке 3 
ad E 9g ) e) 


, cumplen que la suma de sus términos está 


1 
Cuántas f i equi S 
uántas fracciones equivalentes a 1287 


comprendida entre 800 y 10000. 


a) 200 b) 199 с) 184 d) 205 e) menos de 184 


13 
Si el numerador y denominador de 1343 se le multiplica y divide respectivamente, por un 


cuadrado se convierte en impropia. ¿ Cuántos de dichos cuadrados tienen 2 cifras ? 


8)3 b) 4 c)5 d) 6 e)7 


La suma de los denominadores de dos fracciones irreductibles es 14, mientras que la 
diferencia de los numeradores es 3. Calcular una de las fracciones si la suma de ellas es igual 
аз, 


4 5 2 9 8 
dz b)5 c7 97 e)z 


p , 40 Y 11 10 13 
Cuántos quintos de los 7g de los 2 de los "4 de los se les debe sumar a los 75 de los 


28 === 7 54 
y Para que esta suma exceda en 1bbc a los 39 los б 


а) 10 b) 22 c) 12 d) 14 e) N.A. 


Hallar la suma de los términos de una fracción tal que si se le suma su inversa da por 


Itad 40 
resultado 55 


a)5 b)8 c)9 d)6 e) 10 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


5 
a) 16 b) 17 c) 18 d) 19 e) 20 


aab d 
Hallar ( a + b + с), sabiendo que la fracción: "BE es equivalente a — 


El M.C.D. de dos números es 185. ¿ Como será el M.C.M. de sus inversas ?. 


a) 0.0054 b) 0.0108 c) 0.0162 d) 0.0135 e) 0.0185 


Hallar el M.C.M. de dos fracciones irreductibles si sabemos que el M.C.D. de los numera- 


48 
dores es 4 y el M.C.M. de los denominadores es 385 y el producto de las fracciones 275 


132 pa 12 bd нё, 
а) 5 "s o) "s e) No existe. 


Calcular la siguiente suma: 


1++——+—+-——+......... 
З ЖӨ" 27 
1 1 3 3 4 
a4 b)5 с); du e)z 
Calcular el valor de “R” en 
EZ 1 2 
Н=—+—+——+———-+........... 
6 36 216 1296 
4 " " ys 11 
azs 733 93 735 е) з 
Si sumamos los períodos que se obtienen de: 
ьа NTAS 216 fracci 
PIDE "7 ( racciones) 
La cifra de las unidades de la suma será: 
а) 5 b) 7 c) 2 
d) 6 е) más de 2 respuestas. 
Hallar a - b - c«- d si: 
d + Le ila + "M + | O.abcd 
2 "5,112 20 ak pos ^ %ab 
a) 29 b) 14 c) 18 d) 22 e) 24 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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Hallar el valor de: 
1 1 1 1 
Еа аа COSE + 
1х4 4x7 7x10 28x31 
10 PL 18 a 16 
831 )29 Саң 737 е) 53 
Hallar la suma de: 
чие ет d d 
ds M iind (doce sumandos) 
Dar el valor de! numerador del resultado. 
a) 4 095 b) 2 048 c) 2 047 d) 4 097 e) 4 098 
Un grifo puede llenar un estanque en 6 horas y un desagúe puede vaciarlo en 8 horas. ¿ En 


1 
= del 


3 
qué tiempo llenaría los — del estanque, si cuando se abre el grifo y el desagüe, 3 


4 
estanque ya está lleno de agua ? 


a) 6 horas b) 8 horas c) 12 horas d) 10 horas e) N.A. 


Un estanque puede desaguarse mediante dos llaves, la primera ubicada en el fondo y una 
segunda ubicada a mitad de altura del estanque. Si la primera desagua el estanque en 8 
horas y la segunda desagua la cantidad de líquido que está sobre ella en 6 horas; se desea 
saber en que tiempo será desaguado el estanque si están abiertas las dos llaves 


a) 6h. b)8h.40 min. с) бҺһ. 24 тіп. d)7h.26min. е) МА 

Un depósito puede ser llenado por los conductos A y В en 70 minutos; por los conductos А 
y Cen 84 minutos y por los conductos B y C en 140 minutos. ¿ Cuál de los tres conductos 
mencionados es el más lento? 

a) A b) C с) B dAÓB е) АФС 

Dos caños A y B pueden llenar un depósito en 10 horas; pero si B funcionara como desagüe 
el depósito se llenaría en 20 horas; ¿En qué tiempo el caño A podría llenar el depósito?. 

a) 40 horas b) 10 horas с) 13h. 20 min. d)13h.3 min. е) N.A. 


Un fabricante vende a un comerciante los 11 de una pieza de género a 5/. 300 el metro, 


con la condición de admitirle los metros que no pudiera vender. El comerciante vende en 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


20 ; 
S/.7 140 los ?1 del género que había comprado, obteniendo una ganancia de S/. 210, más 


elimporte de los metros sobrantes que devolvió. Se desea saber los metros que tenía la pieza 
del género y la ganancia totai obtenida por el comerciante. 


a) 250 m; S/. 450 b) 315m; S/. 540 с) 300 m; S/. 600 d) 405 m; S/ 575 e) NA. 


Dos caños alimentan un estanque, el primero puede llenarlo en 50 horas y el segundo en 
40 horas. Se deja abierto el primero durante 15 horas y después el segundo durante 16 horas. 
Enseguida se retiran 900 litros y se abren las dos llaves, terminando de llenarse el estanque 
en 10 horas más. ;, Cuál es la capacidad del estanque ?. 


a) 6 000 It. b) 8 000 It. c) 9 000 It. d) 12 000 It. e) 18 000 It. 


Un estanque puede ser llenado por dos caños A y B en 15 y 20 horas respectivamente y 
puede ser descargado por un desagüe C en 40 horas. 

Si estando vacío el estanque se abren las llaves A; B y C y después de 2 horas se cierra B 
y después de una hora se cierra A. 

¿ En cuántas horas después de cerrar A se vacía todo el estanque ? 


8) 3 horas b) 31 horas с) 9 horas d) 35 horas e) 25 horas 


Dos caños pueden llenar un depósito en 27 horas. Después de estar abiertos ambos durante 
12 horas, se cierra uno y el otro llena lo que falta en 20 horas. ;, En cuántas horas llenará 
el depósito el de menos caudal ?. 


a) 36 b) 108 c) 27 d) 12 e) N.A. 


Debido a que el desagüe no se había cerrado, una piscina tardó en llenarse 10 horas. Con 
el desagüe cerrado se hubiera llenado en 4 horas. 

¿ Cuánto tiempo demorará en quedar vacía la piscina con las llaves cerradas y el desagüe 
abierto ?. 


a)6h.20 min. b) 6 h.30min. c)6h. 40 min. d)6 h. 45 тіп.  e)6 h. 50 min. 


Un depósito tiene dos grifos A y B para ilenarlos, y un desagüe C para vaciarlo. 

Vacío el depósito, cerrado C y B, A tarda doce horas en llenarlo, y cerrados C y A, B tarda 
en llenarlo nueve horas. 

Lleno el depósito y cerrado A y B, C vacía el depósito en dieciocho horas. Supuesto vacío 
el depósito. ¿ Qué tiempo tardará en llenarse, si desde el principio se abren A, B y C ? 


a) 7 h. 12min. b) 3 h. 48min. c) 11 h. О5тіп. а) 6 h. 41min. e) N.A. 


Un grifo puede llenar un estanque en 8 horas y otro en 12 horas, mientras el tubo de desagüe 


1 
lo vacia en 15 horas. Cuando el estanque está lleno hasta 3 de altura se abren los grifos 


405 


y el tubo de desagüe durante una hora. ¿Qué fracción del depósito quedará al fin porllenar?. 


2 7 xm ?40 ilias 
Cuatro operaciones combinadas 
42. La mitad de lo que me queda de gaseosa en la botella es igual a la tercera parte de 


43. 


44. 


45. 


46. 


406 


lo que ya me tome. Si me tomo la cuarta parte de lo que me queda. ¿Qué fracción de 
toda mi gaseosa me habré tomado ? 


1 z i ^ir 9 
ad 113 ШЕТ; LET: ana: 


2 
Si vendo una caja de galletas a S/.30 los © de kg. ganaría 5/. 585; pero vendiendo a 
5 , í 
5/. 26.25 los 6 de kg. perdería S/. 292.50. ¿ Cuántos kg. de galletas hay en la caja ?. 


a) 26 b) 12 c) 11 d) 65 e) N.A. 


1 
En una estación ferroviaria, a las 7:53 estaban — de los pasajeros. Cada minuto que 


6 
pasaba, llegaban 14 pasajeros más. Si se quedaron sin viajar 11 de los pasajeros. 
¿ Cuántos pasajes habían vendido para este tren de las 8 ? 
a) 434 b) 132 c) 154 d) 210 е) 385 


Un agricultor tiene un pago importante que hacer y decide vender parte de su vino a 


3 
S/. 1 280 el hectolitro. Vendiendo los qe faltarían S/. 5 760 para cancelar la deuda, 


6 
7: tendría la suma suficiente para lograr su objetivo. 


¿ Cuántos litros de vino tiene el agricultor ?. 


mientras que vendiendo los 


a) 4 200 b) 3 600 c) 7 200 d) 3 000 e) 1 842 


En una mina trabajan cierto nümero de obreros; pero deseando incrementar el ritmo de 


| 1 2 
su explotación, el superintendente ordena aumentar este nümero, primero en susy 


А 
partes y después еп los35 del último efectivo. ¿ Cuál fue e! número primitivo de obreros, 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


si al nuevo ritmo trabajan 4 070 ? 


a) 1 800 b) 2 700 c) 3 600 d) 900 e) N.A. 


Una vagonetallena de cal pesa 3 720 kg.; cuando contiene los 5 de su capacidad pesa 124 


del peso anterior. Hallar el peso de la vagoneta vacía. 


a) 7 000 kg. b) 1 000 kg. c) 1 400 kg. d) 2 100 kg. e) 2 400 kg. 


2 
Evaristo va al hipódromo con S/. 90 000 y cuando va perdiendo los 3 de lo que no pierde, 


apuesta la tercera parte de lo que le quedaba duplicando su apuesta ¿ Gana o pierde ? 
¿ cuánto ? 


a) Gana S/. 8,500 b) Pierde S/. 5000 c) Gana S/. 18000 
d) No gana ni pierde e) N.A. 


2 1 
Los 3 de un viaje se han realizado en ferrocarril a un costo de mi soles por kilómetros; 


el tercio restante se ha efectuado en automóvil a razón de 16 soles por kilómetro. ¿ Cuántos 
kilómetros se han recorrido, si el costo total ha sido de S/. 1 035 ? 


a) 130 b) 120 c) 110 d) 100 e) 90 


ж, ы 1 А 
El costo de almacenaje diario en una aduana es — del valor de la mercadería. Un 


10 
1 
comerciante comienza a retirar, al final de cada día, 5 de la mercade «a almaceneda. 
¿ Cuál debe ser el valor total del almacenaje ? 
3 d 5 m 1 
а)то 21 O16 20 ely 


Un comerciante vendió la sexta parte de un lote de mercadería ganando el 7.5%; luego 


2 
vendió los 5 del resto ganando el 15%; luego la cuarta parte del resto, perdiendo el 50%. 


Si resultó perdiendo S/. 2 250 ¿ Cuál fue el costo del lote de mercadería ?. Dar como 
respuesta la suma de sus cifras. 


a) 12 b) 6 c) 3 d) 8 e) N.A. 


2 
52. Seretira de un cubo los = de su contenido menos 40 litros. En una segunda operación se 


3 
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53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


408 


2 
saca los 5 del resto y por último los 84 litros restantes. ¿ Cuál es la capacidad del cubo ?. 


a) 140 b) 112 c) 296 d) 1213 e) 300 


3 1 
Un comerciante vende los 4 de un lote de cajas de frutas más Vis caja; luego vende los 


3 1 
del resto más de caja. Luego de otras dos ventas en las mismas condiciones, el 


comerciante se queda sin frutas.Determinar cuántas cajas de frutas tenía el lote inicialmente. 
a) 21 b) 42 c) 125 d) 85 e) 95 


Una avenida tiene plantada en sus dos costados árboles frutales; los 2/9 de longitud 
la ocupan naranjos, la sétima parte del resto lo ocupan duraznos, los 2 / 5 del nuevo 
resto manzanas; los 3/12 de lo que queda lo ocupan plátanos y los 108 metros 
restantes lo ocupan peros. ¿ Cuántos árboles hay en dicha avenida, si se sabe que la 
distancia entre cada árbol es 4 metros ? 


a) 91 b) 182 c) 90 d) 180 e) 192 


Se tiene una vasija de 100 litros llena de vino; se extrae 1/ 5 de su contenido y se reemplaza 
por agua. Se vuelve a extraer 1/4 del contenido de la vasija y se vuelve a reemplazar por 
agua y finalmente se extrae 1/8 del nuevo contenido y se reemplaza por vino. ¿ Cuántos 
litros de vino quedaron finalmente en la vasija ? 


a) 45 b) 35 c) 65 d) 70 e) N.A. 


. 2 1 
Una vendedora de huevos, vende 5 de su canasto, vuelve a vender 3 del resto y en una 


tercera venta, vende la mitad del nuevo resto; si añadiera 34 a los que le quedan, el número 


В н 1 А 
primitivo, quedaría aumentado еп зё Cuántos huevos habia en la canasta ? 


a) 20 b) 30 c) 40 d) 50 e) 48 


Un recipiente se llena con 6 litros de vino, se consume 1/ З del contenido y se vuelve a llenar 
con agua. Luego se consume 2 / 5 del contenido y se vuelve a llenar con agua y por ültimo 
se consume los 3/ 8 del contenido y se vuelve a llenar con agua. ¿Qué cantidad de vino 

contiene un litro de esta ültima mezcla ? 


1 1 1 
az b); сул dz е)= 


naw = c3 — рч” — ë r ë‘ 


58. 


59. 


60. 


Dos personas A y B podrían terminar juntos un trabajo en 10 días. B y Clo harían en 12 días 
y A y Cen 15 días. ¿ Cuánto tiempo emplearán si trabajan los tres juntos. — 


a) 9 días b) 8 días c) 7 días d) 6 días е) 4 días. 


Un obrero y su ayudante pueden hacer una obra en 24 días. Ocho días después de iniciada 


1 1 
la obra, ambos enferman y el obrero reduce su eficiencia en — 3 Y el ayudante en — Б Por lo 


1 
cual entregan la obra con б>; días de retraso. ¿ En qué tiempo hubiera hecho el Ta 


toda la obra trabajando solo. 


a) 6 b)8 c) 10 d) 12 e) 21 


1 
Dos obreros A y B, trabajando juntos deben hacer una misma obra en a días; pero a los 


3 días A cae enfermo, y io mismo le ocurre a B a los 5 días, quedando hecha la mitad de 
la obra. ¿ Cuántos días requiere el más lento para terminar el trabajo en el supuesto que 
fuera el único en reincorporarse al trabajo ?. 


a) 5 días b) 7 días c) 10 días d) 12 días e) 8 días. 


| 
A 
i 


Problemas sobre relojes 


Sobre este tema existe una gran variedad de problemas; pero los más notables son 
aquellos que relacionan las horas marcadas con los ángulos que forman las agujas, y 
los que se refieren a la hora aparente que marca un reloj, que se adelanta o se atrasa. 


Conceptos previos 
+ Entodorelojlas agujasforman un ángulo central 
porque su vértice está en el centro de la circun- 
ferencia, y su valor está dado por el arco corres- 
pondiente. Luego: a = AB 


жх Lacircunferencia del reloj tiene 60 divisiones (60 minutos) y cuando transcurre una hora, 
el horario avanza cinco de estas divisiones, mientras que el minutero avanza las 60 
divisiones, de lo cual se deduce que por cada división que avanza el horario, el minutero 
avanza 12. Luego: 


Espacio recorrido por el horario — 1 
Espacio recorrido por el minutero 12 


** La esfera del reloj se ha dividido en 60 partes iguales (60 divisiones), cada una de 
las cuales representa un minuto y en total representan 360° de la circunferencia, luego 
І а cada minuto corresponde un ángulo de: 


360° 


————— = 6? / minuto 
60 minutos 


ж» En una hora el horario gira: 5x6 = 30°; mientras que el minutero gira 360? (una vuelta 
completa), de esto deducimos que por cada grado del horario el minutero avanza 12. 
Luego: 


ángulo girado por el horario _ ЭШ 


ángulo girado por el minutero 12 


* 


Enuna hora el minutero avanza 60 minutos y el horario gira un ángulo de 30? por el cual 
se puede afirmar que: 


"El número de grados que gira el horario (30°) es numéricamente igual a la mitad del número 


60min 
2 


de minutos ( ) que avanza el minutero 
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wem алиа. 
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Ejemplo: 


T Ne | Е M 
Si el minutero avanza "M" minutos, el horario avanza ? grados. 


Relación entre horario y el segundero 


i. Relación entre minutero y segundero: 


En un minuto, el minutero avanza una “división” y 
el segundero 60, luego: 
Minutero _ 1 


Segundero 60 EN etre (1) 
Sabemos que: 

Horario — 1 o 

Ubro du^ ME TET (2) 


Multiplicando (1) x (2): 
Minutero . Horario — 1 1 


Segundero Minutero 60 12 


Horario — 1 


Segundero 720 


Observaciones ES 


Para establecer la posición de las agujas. Esta se hace por referencia 
a una posición inicial, que está dada por el número de horas enteras 
inmediato anterior a la posición actual de las agujas. 


Según el gráfico (Fig.1) el reloj, marca 4h. 35', luego la posición final 
de referencia es cuando el reloj marca las 4h. (Líneas suspensivas), 
luego en la fórmula H = 4, pues la posición inicial es la que define 
el valor de “H”. 

Ejemplos para otros casos: 

HORA POSICION INICIAL VALOR DE "Н" 

БН 25' 


3H 20' 3 
12H 45' 0 


x Sies 12H ........ Min. entonces 
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Procedimiento para haliar el ángulo 


12 


22 


Cuando EL MINUTERO PASO AL HORARIO (Fig.1) el ángulo (a) que forman las agujas 
se obtiene por la diferencia del ángulo girado por el minutero GB, menos el ángulo que hace 


el horario desde las 12H a su posición actual GT 


Cuando ELMINUTERO NO PASO AL HORARIO (Fig.2) el ánguio (a) que forman las agujas, 
seobtiene porla diferencia del ángulo que hace el horario desde las 12H. asu posición actual 
GT, menos el ángulo girado por el minutero GB. Luego tenemos la fórmula: 


а = Fu + 30H 
2 
Para los signos: 


ж Cuando el minutero pasó al horario (Fig.1) "M" está precedido por signo (+) y “Н” por 
signo (-). 


м minutero no pasó al horario (Fig.2) "M" está precedido por signo (-) у “Н” por 
signo (+ 


Relaciones de ias agujas del reloj 
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Se presentan 2 casos: 


i. Cuando ei minutero pasó al horario. 
ii. Cuando el minutero no pasó al horario. 


POSICION DE 
LAS AGUJAS 


| 
10 =559 


| 20 | 


20 ~ х 6° - EET. =80° 


30 |30x6 2 = - ane. lees 


M 
I 
N 
U 
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E 
R 
O 
P 
A 
S 
O 
A 
L 
H 
O 
R 
A 
R 
l 
O 


e 


OP DMIOT гь ON» 02 Omm-cae-z 


(30х5+ 10 4 =95° 


| 
10x6, + | 


A qué hora entre las cuatro y las cinco las agujas de un reloj están superpuestas. 


Solución 


Para hallar la hora: Relación: 


ESP. REC. POR EL HORARIO 
ESP. REC. POR EL MINUTERO 


FIGURA 1 


Posición cuando es 
las 4 horas (inicial o 
de referencia) 


d 
2 


FIGURA 2 


Posición cuando están 
superpuestas entre làs 
4 y 5. (actual) 
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ESPACIO RECORRIDO POR HORARIO = х 
ESPACIO RECORRIDO POR EL MINUTERO = 20 + х 
De acuerdo a la "figura 2" la hora es: 

4h ( 20+x ) 
Para hallar “х” aplicamos la relación: 

Х+20 12 > EM sie ER 
> 11х = 20 > 
== x = 2061 — 

em 
> х= ШЕ? 
y 9. 
La hora será: 4H 21 = 


11 


Aplicando la fórmula: 
Posición de las agujas: el minutero no ha pasado al horario. (Fig.2) 


Aplicamos: 


@ = _11м+зон 
2 
Donde: 
OSOS MEET? 
Reemplazando: 
11 
0=-5 XM+30x4 — M = 120 
240 9 
= —--21— 
M 11 11 
9 
Rpta. Lahoraes: 4H 205 


¿Qué ángulo forman la agujas de un reloj a las 3h. 38m.? 
Solución 


Para hallar el ángulo: Relación: 


ANG. GIRADO POR EL HORARIO _ 1. 
ANG. GIRADO POR EL MINUTERO 12 


FIGURA 1 FIGURA 2 


Posición cuando es Posición cuando 
las 3 horas (inicial o es 3h 38' (actual) 
de referencia) 


ANG. GIRADO POR HORARIO =0 
ANG. GIR. POR MINUTERO en38 38 х 6° = 


ANGULO QUE FORMAN LAS AGUJAS: 
a = 228° - (90° + Ө) 
Aplicamos la relación para hallar е! ángulo ө 


e 1 


—— 2 - 0-19? 
228° 12 


38 
O también: Si el minutero avanza 38'. Entonces el horario giró pis i92 


Luego: 
« = 228°-(90°+ 19°) = 119? 


Aplicando la fórmula: 


Posición de las agujas: El minutero pasó al horario. (Fig.2) 


11 
Aplicamos: a= Ыта s 
Donde: Н = 3, М = 38; а = ? 
Reemplazando: 
11 
а = + х 38 -30x3 


Rpta. с = 119° 
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Segundo Caso: 
Cálculo de la hora aparente que marca un reloj que se adelanta o se atrasa. 


Un reloj se adelanta 10 minutos cada hora, si son las 8 a.m.. ¿Qué hora marcará el reloj 
a las 2 p.m.? 


Solución 


(1) Hallamos el tiempo transcurrido desde las 8 a. m. hasta 2 p. m. que es 6 horas y es 
el tiempo real transcurrido. 
(2) Hallamos cuanto se adelanta el reloj en 6 horas. 


Si 1h —— 10 
6h х а о 
= DAS бр= f. adelanto 1 h. 


(3) Luego la hora que marca es: 8 a.m. + tiempo transcurrido + adelanto real. 
= 8a.m. + 6h + 1h 


Rpta. = 15hó3p.m. 


Es las 8 a.m. y un reloj comienza adelantarse, 30 minutos cada hora. Cuando para el reloj 
haya transcurrido medio día. ¿ Cuál será la hora correcta ?. 


Solución 


(1) Siparael reloj han transcurrido 12 horas (medio día) hallamos el tiempo real transcurrido 


Así: Tiempo Real Tiempo del Reloj. 
ШОЕ шү 
х — SN 
£ thx 12h _ 8h. 
15h 


(2) La hora correcta será: 
Rpta. Ba.m.+8h = 16h ó 4 p.m. 


Un reloj se adelanta 2 horas cada día. Cuál debe ser el menor número de días que debe 
transcurrir para que marque la hora exacta ?. 


Solución 


Si se atrasa 2 horas cada día al final de cada día, se tendrá una hora real y para el reloj una 
hora aparente. Así: 


N? de días 


Hora real al final c/día. 


Hora aparente en el reloj 


En el cuadro anterior, se observa que en el sexto día la hora real y la aparente coinciden, 
luego el menortiempo que debe transcurrir para que el reloj marque la hora exacta en 6 días. 


Otra forma de resolver el problema es la siguiente: 


12 horas 


Menor tiempo que debe tr: rrir = === аа аи 
6 рой ANEU ES Atraso o Adelanto 


En el problema: 


к " 12 horas 
Menor nümero de días es mim =6@ ав 
2 horas 


Rpta. 6 días 


Mario el día lunes observó en un reloj oficial que eran las 12M; pero advirtió que su reloj 
iba 2 minutos atrasado. El miércoles a las 8 A.M. observó que su reloj estaba retrasado 
1 minuto. ¿En qué momento marcó la hora exacta ?. 


Solución 


(1) Desde el lunes a las 12 M. hasta el miércoles a las 8 A.M. han transcurrido 44 horas, 
tiempo en el cual el reloj se atrasó 3 minutos, y para que marque la hora exacta sólo debe 
atrasarse 2 mínutos, luego calculamos que tiempo debe transcurrir para que se atrase 


2 minutos. 
Así: 
En: 44 — — З atraso 
эх = 
x = 44X2 _ 8801 hrs. 6 29H 20" 
3 3 3 


El reloj marcará la hora exacta 
12M + 29H 20' = 12H + 12H + 17H 20' 
SE AAA A AX 
Lunes Martes 
Rpta El martes a las 17H 20' 
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Entrelas 5 y las 6. ¿ En qué momento las agujas de un reloj forman por primera vez un ángulo 
de 100° ? 


Solución 


El gráfico nos muestra la posición de las 
agujas en que el minutero no ha pasado 
al horario. 

Luego, aplicamos la fórmula: 


Dm 30H 
a=- 7 M+ 


Donde: a ="100%/H = 5 Mz 2 


Reemplazando tenemos: 


11 
100 TSE y M*30x5 
— M = 150-100 


Rpta. La hora será: 5H9— 


8 
¿ Qué ángulo forman las agujas de un reloj a las 12H 32 11 min. ? 


Solución 


Posición de las agujas: el minutero paso al horario: 


11 
Aplicamos la fórmula: а z—M z30LEl...(1) 


2 
Donde: М = 328 Bea 
T S 
Н = 0 (cuando es 12H...min; Н = 0) 
11. 360' 
Reemplazando en (1): a = Tn -30x0 


Rpta. а = 180° 


10. 


La esfera de un reloj es de vidrio, ésta se cae y se rompe en 6 partes, y resulta que cada 
parte contiene nümeros tales que la suma en todos los casos son iguales. ;, Cuál es esta 
suma ?. 


Solución 


La suma de los números que tiene el reloj es: 1 +2 + З +...... + 12 = 78. Como el reloj se 
divide en 6 partes, cada parte tiene nümeros que suman: 
7846 = 13 


Gráfica 


¿ Qué hora es cuando las agujas del reloj formen por segunda vez un ángulo recto entre las 
7 y las 8 ?. 


Solución 


El gráfico nos muestra que cuando forman ángulo recto 
por segunda vez, el minutero pasó al horario. Luego 


11 
aplicamos la fórmula: a =. M - 30 H, donde: 


0151905 THE Мо =? 


Reemplazando: 
90° М 30 TOM 300 > M = 54 S 
E БИ Li Lo cum 
Transformando 1i a segundos: 
" n 
£ x60 e 322. 
11 11 11 


8 
Rpta. .. La hora es: 7 H 54' 32 ЙТ 
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(do HF PROPUESTOS 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 
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Sobre el reloj 


¿A qué hora entre las 7 y las 8 las agujas del horario y minutero de un reloj se encuentran 
superpuestas? E 


a) 7h 39min. 10 10/ seg. b) 7h 43min. 38 244 seg. c) 7h 38min, 10 104, seg. 


d) 7h 39min. 2 244 seg. e) N.A. 


A las 3:30 de la tarde un reloj se malogra y las agujas de éste con la misma velocidad que 
normalmente llevan, comienzan a girar en sentido contrario. ¿ Cuál es la hora verdadera 
cuando el reloj marque las 8:20 p.m.? 


a)9h.40min. b)11h.40min. c)10h.40min. d)12h e) N.A. 


¿Cuál es el espacio recorrido por la punta de la aguja del horario de un reloj al cabo de 3 
horas, si esta mide 6 cm ? 


a) 3p cm. b) 4p cm. C) 12p cm. d) 6p cm. e) N.A. 


Son las 2 p.m., ala 1 a.m.; ¿ Cuántas veces ha pasado la aguja del minutero a la aguja del 
horario ? 


a) 11 b) 10 c)9 d)8 e) 12 


Un reloj de agujas se atrasa 10 minutos cada hora, ¿Después de cuántas horas como 
mínimo marcará la hora exacta ? 


a) 72 b) 144 c) 36 d) 288 e) 18 


Es las 2h 15'. ¿ Cuántos minutos debe transcurrir para que las agujas del reloj formen ángulo 
recto ? 


3 3 
a)J124 1 min. b)2741min. C) 15 min. d) 20 min. e) N.A. 
& Qué ángulo forman las agujas de un reloj a las 12 h. 20' ? 
а) 120° b) 115° с) 110° а) 108° е) 129° 


& Qué ángulo forman las agujas де un reloj a las 12h 50' ? 


a) 60° b) 65° c) 80° d) 85° e) 70? 


- 
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nex n_e 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


¿ Qué ángulo forman las agujas de un reloj a las 9h 45' ? 


a) 22.5? b) 45° GC) AUS? d) 30° e) N.A. 


Siparaque sean las 10 horas faltan, la mitad de minutos que transcurrieron desde la 7 horas; 
diga ¿ Qué hora es ? 


a) 8h 30' b) 8h c) 9h d) 9h 30' e) N.A. 


Luis emplea exactamente 1h eh ir de su casa al colegio si sale alas 7 a.m. de su casa y para 
llegar al colegio le faltan 10 minutos menos de los que ya ha caminado; diga ¿ Qué hora 
es ? 


a) 7h 30' b) 7h 40' c) 7h 35' d) 7h 50' e) 7h 10' 
Juan empieza una tarea cuando las agujas del reloj forman un ángulo recto entre las 2 y las 
3 y termina cuando las agujas están superpuestas entre las 3 y las 4. ¿ Qué tiempo duró la 


tarea ?. 


1 
a) 45 ы)" тіп. с) 50%; d) 1h 30' e) N.A. 


Un reloj se adelanta 8 minutos cada 5 horas, si es las 3:30 a.m. ¿ Qué hora marca el reloj 
cuando realmente transcurran 25 horas ? 


a) 4:30 a.m. b) 3:50 a.m. с) 5:00 a.m. d) 5:10 a.m. e) N.A. 


Un reloj se adelanta 4 minutos cada día, si a las 7:30 a.m. marca 7:30' 40" ¿Qué adelanto 
llevará al medio día ?. 


a) 75" b) 85" c) 45" d) 40" e) N.A. 


Un reloj se adelanta y se calcula que deben transcurrir 60 días par que dé la hora exacta. 
¿ Cuánto se adelanta el reloj cada día ? 


a) 12' b) 10' c) 5' d) € e) N.A. 


Es las tres de la tarde. ¿ Cuántos minutos deben transcurrir para que las agujas estén 
superpuestas ? 


4 
a)1i min. b)167- min. с)15- min. d) 16 min. e) N.A. 


¿ A qué hora entre las 4 y las 5 las agujas de un reloj están superpuestas ? 
a)4h 20min. b)4h 1% min. c) 4h 2min. d)4h 217 mín. e) N.A. 
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79. 


80. 


Es medio día, ¿A que hora las agujas de un reloj estarán opuestas ? 
8 8 
a)12h 30 AL min. b)12h 30 min. c)12h 32 41 min. а) 12h 32 min. e) N.A. 


En las 10 de la mañana. ¿ Cuál es el menor ángulo que forman las agujas de un reloj a las 
10:30 ? d 


a) 135° b) 105° c) 120? d) 140? e) N.A. 
Es las 3 de la tarde ¿A qué hora las agujas de un reloj forman un ángulo llano ? 


a)3h 49- min. b)3h 50 min. — c)Sh46 min. ^ d)Sh48 min. e) N.A. 


NUMEROS DECIMALES 


Fracciones decimales: Se le llaman fracciones decimales aquellas cuyo denominador es una 
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potencia de 10, es decir, la unidad seguida de ceros. 


157 65 8 


Ejemplos ^10 "100" 1006' 


Así como en las aplicaciones de la aritmética de los nümeros naturales se prefiere utilizar 
la numeración decimal; en las de los números racionales son las fracciones decimales las 
más usadas, y por esto, a pesar de que todas las proposiciones que corresponden a ellas 


se obtienen como caso particular de las ya estudiadas para las fracciones en general, 
merece un estudio especial. 


Unidades decimales: Cuando el numerador de la fracción es 1, la fracción se llama unidad 


fraccionaria decimal. Segün que el denominador sea la unidad seguida de 1, 2, 3, .....n ceros 
las unidades decimales se llamarán de primer orden, de segundo orden, ..... , de enésimo 
orden o también décimas, centésimas, milésimas, ..... 


Clasificación de los nümeros decimales 


Exactas o limitadas: 


Tienen una cantidad determinada de cifras decimales. 


Ejemplos: 375,284; 0,325; 62,0078142 


llimitadas: 


Tienen una cantidad ilimitada de cifras decimales y pueden ser: ilimitadas periódicas e 
ilimitadas no periódicas: las ilimitadas periódicas son aquellas que tienen período o sea que 
tienen una o más cifras que se repiten en forma constante e ilimitada y pueden ser: 
periódicas puras o periódicas mixtas: 


i. Periódicas puras: 
Cuando el periodo empieza inmediatamente después de la coma decimal. 
Ejemplos: 0,173173173 ....... ; 378,666....... 
Para abreviar la escritura de un nümero decimal periódico, se acostumbra a colocar una 


ligadura que abarque todo un período; también se utiliza una barra o un corchete, asi los 
ejemplos anteriores se pueden representar: 


0,173173173......= 0,173 = 0,173 


0, [ 173] 


I 
[^] 
E 
S 
ol 
И 


378,666 ............. = 378,6 378, [6] 


ii. Periódica mixta: 


Cuando el período empieza después de una o varias cifras, después 
de la coma decimal, la parte que no constituye el período se llama parte no periódica 
O parte exacta. 


Ejemplos: 0,6717171......... = 0,671 


31,00417417...... = 31,00417 


llimitadas no periódicas: 


Son aquellas donde las cifras salen sin guardar ningün orden y en forma ilimitada. No se 
pueden obtener dividiendo dos nümeros enteros. Pueden ser: ilimitadas no periódicas 
irracionales y ilimitadas no periódicas trascendentes. 
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i. Número decimal ilimitado no periódico irracional: 


Es el que resulta al extraer raíz de cualquier índice a nümeros que no tienen 
raíz exacta. 


Ejemplo 


J2 2 14142136.......... 
Y2 -12599210.......... 
43 217820506. ........ 


УЗ = 1,4422496.......... 


ii. Nümero decimal ilimitado no periódico trascendente: 


Son ciertas constantes matemáticas como: 


п = 3,1415926535897932 


e = eITIBSSI............. 
REDUCCION DE FRACCIONES ORDINARIAS A FRACCIONES DECIMALES 


Se reduce el quebrado a su mínima expresión y: 


1?  Sieldenominador del quebrado posee sólo el factor primo 2 б 5 ó los dos ala vez dará origen 
a una fracción decimal EXACTA o limitada y se puede asegurar que tendrá tantas cifras 
decimales como indique el mayor de los exponentes de los factores primos 2 б 5. Asf: 


21 
= . - 8 2 i 
19200 6 400 “emo: 6 400 = 2* х 5° como el denominador posee sólo los factores 


primos 2 y 5, dará origen a una fracción exacta o limitada y como el mayor exponente de 
los factores primos es 8, la parte decimal tendrá 8 cifras, efectivamente: 


= 0,00109375 
6 400 


22 Siel denominador del quebrado no posee el factor primo 2 ni 5, dará origen a una fracción 
decimal períodica pura. 
Para saber cuantas cifras tendrá el periódo se procede de la siguiente forma: 


i. Se averigua cuál es el menor número formado por cifras nueve que sea divisible por 
los factores primos del denominador; la cantidad de "nueves" indica la cantidad de 
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cifras que tendrá el período. Para su resolución ayuda el siguiente cuadro: 


Эк ME? 
99 = 32х11 
999 = 3x37 
9 999 = 32x11x101 
99 999 = 32х41х 271 
999999 = З33х7х11х 13х37 
9 999 999 = 32 х 239 х 4649 
99 999 999 = 32 х 11х 101х73х 137 


1 
Ејетріо 33 ¿cuántas cifras tendrá el período? : 


сото: 33 = Зх 11 y 99 es el menor número formado por nueves que contiene a Зу 11 
el período tendrá dos cifras. 


ii. — Enlaforma general, se descompone (después de hacerla irreductible), el denominador 
en sus factores primos y se averigua “cuántas cifras” nos da cada factor hallado; 
calculando después el M.C.M. de las cifras que nos dan los diversos factores. Cada 
factor da tantas "cifras" como número de nueves tenga el menor de sus múltiplos 
formado de sólo nueves, como se deduce en el cuadro anterior. 


1 
Ejemplo 2316 cuántas cifras tendrá el período ? 


como 9  contienea3 =>  3nosdal 


231-3 x 7 x 11 como 999 999 contienea7 = 7 поѕдаб M.C.M. ( 1,6,2) 26 


como 99 contienea 11 = 11 nosda 2 


El período tendrá 6 cifras. En efecto: 


1 a 
—— = 0,004329 
231 


ili. Siel denominador del quebrado irreductible, posee el factor primo 2 6 5 ó los dos a la 
vez y además posee otro u otros factores primos, dará origen a una fracción decimal 
periódica mixta, donde la parte no periódica tendrá tantas cifras como lo indique el 
mayor de los exponentes de los factores primos 2 б 5 (primer caso) y para determinar 
cuantas cifras tendrá el período se aplica el procedimiento descrito anteriomente. 


629 


.Ejemplo 630 
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como: 630 = 2x 3qx5x7 
Para la parte no periódica (exacta): 2 x 5... exponente mayor = 1 


3? nos da 


и 


Рага el período { | M.C.M. (1; 6) = 6 


7 nos da 6 


-. La fracción tendrá una cifra en la parte exacta o no periódica y 6 en el período. 


Efectivamente: 
629 LE RS 
530° 0,9984126 
— 2 
егар; 2255 


como: 2255 = 5x11x41 
Para la parte exacta (no periódica): 5' . . . nos da una cifra 


11 nos da dos cifras 
Para la parte periódica M.C.M. (2; 5) = 10 
41 nos da cinco cifras 


-. La parte exacta tendrá una cifra y diez cifras el período: 


2 GNE EDO 
Efectivamente: 2255 = 0.00088691796 


Propiedad: 


La ültima cifra del período de la decimal periódica pura equivalente a una fracción 
irreductible cuyo denominador es primo con 10, será igual o distinta a la última de la 
parte entera, según respectivamente, que el numerador de la ordinaria irreductible 
termine o no termine en cero. 


«Y NEU cy м ' РР 
Así: е 4,285714 es periódica pura, como el numerador 30 termina en сего, las ültimas 


cifras del período y de la parte entera son iguales ( las dos 4 ) 


_ 13 AA 2a * E 
En cambio, 75 1,857142 periódica pura, pero como el numerador 13 no termina en cero, 


las últimas cifras del periodo y de la parte entera son distintas (respectivamente 2 y 1). 


REDUCCION DE FRACCION DECIMAL A ORDINARIA 
Definición: 


Reducir una fracción decimal a ordinaria, es hallar la fracción ordinaria que reducida a 
decimal, nos da la fracción decimal propuesta. 
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: e E 
A la fracción ordinaria que da origen a una fracción decimal se le llama generatriz. 


Teorema N? 1 


"La generatriz de una fracción decimal limitada, tiene por numerador el número natural 
que se forma prescindiendo de la coma en la fracción decimal propuesta y por denominador 
la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tiene la fracción decimal". 


Es una consecuencia inmediata de la definición de fracción decimal, pues si: 


£ A E z 
= ———p - comprendidos en este caso áquel que E sea cero y aquéllos en 


que E tenga más de una cifra. 


Observación 


Eabc.....£ 
2P x5" 
como su denominador no tiene ningün factor distinto de 2 y 5 y ai hacerla irreductible, nunca 
se introducen factores nuevos, se puede asegurar comprobando lo dicho por el Teorema 

1. Ejemplos: Hallar las generatrices de: 


Lageneratriz obtenida puede o noserirreductible. En cualquiera de los dos casos 


2 
0,2 > g= 10 
3125 
3,125 > (Spem 1000 
8250424 
825,0424 => g= ^10 000. 


Teorema N? 2 


La generatriz de una periódica pura tiene por numerador la diferencia que se obtiene 
restando la parte entera, del nümero natural que se forma escribiendo a la derecha de la 
parte entera el período, y por denominador, un nümero formado de tantas cifras 9 como 
cifras tiene el período. 


Sea la fracción decimal periódica pura: E,abc.....2 donde E es la parte entera; sea 
— 


ФР" cifras 
“g” la fracción generatriz: 
(1) g = Е,ДЬс.......1 multiplicando ambos miembros por 10° 
"p" cifras 
(2) 10'%9 = E абс... abc... 
(2) - (1) 
1TOg-g AS 
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g(10*-1) =. ESPE api E 
O 
g(999...9) E [Eze ТЕ 
E abc......£-E 
E PRETI lo que demuestra el teorema. 
-= 


Ejemplos Hallar las generatrices de: 


8/252 8252-8 8244 
, а 999 999 
E 3 356-35 321 
35,6 - Hoi 
дЕ 351-0 351 
51 cm E eni 
Ре 999 999 


Teorema № 3 


"La generatriz de una decimal periódica mixta, tiene por numerador la diferencia entre 
el nümero natural que se obtiene escribiendo a la derecha de la parte entera las cifras 
de la parte no periódica y las del período y el nümero también natural que se forma 
escribiendo a la derecha de la parte entera la parte no periódica , y por denominador un 
número formado de tantas cifras 9 como cifras tiene el período, seguido de tantos ceros 
como cifras tiene la parte no periódica”. 


Sea la fracción decimal periódica mixta: E, m................. nabo 9 
«— 5q'cfras y х= ciias ES 


Sea "g" su generatriz: 


P тор M 
g= Em n абс......... p o (0) 
q" cifras "р" cifras 


Al multiplicar ambos miembros por: 10% se obtiene: 
109 = Em її, aBC. азот (2) 
La expresión (1) рог 10»*5 : 


109 9 = Em...nabc....f - abc... ------- (3) 


А la expresión (3) le restamos Іа (2) у como tiene la misma parte decimal, ésta se elimina 
obteniéndose: 


1Og-10g = Em..nabc...£- Em...n 


428 


“~ 


1089 (10-1) = Em..nabc...? - Ет... п 
1099 ( 99 ....9) = Em..nabc.../ - Em....n 
ЖЕЕ р —* 


Lo que demuestra el teorema. 


Problemas 


1. Hallar el valor de: 


DILO DA... +0,8 
= 7^ A 40,79 


Y luego multiplicarlo por el valor del numerador de la fracción irreductible equivalente a: 


637 
650 


Solución 


Transformando a fracciones ordinarias: 


l2 49 В 1+2+3+.......... +8 
—+-—+-—+.......... + —— 
9 9 9 a 2 
EU 12,22, LAVAR 472 
90 90 `7" 90 90 
p . 30x90 60 
^ 9x294 49 
РЕР 637 _ 49 
además 650 50 


El producto pedido: 


60 so = 60 
Bg te 


Rpta. 60 
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2. Halar la suma: S = 0,037 + 0,074+0,1 +... 41,259 


Solución 


Transformando a quebrados los números decimales: 


A 909 27 | n p NRW 
а 259 1258 34 
"arum г 1269 =1+ 999 999 27 
и RUM. 84 _1+2+3+.....+34 E o3? 
D Omnem 27 27 ӨГ SS 


Gd Ww 32—_ 
3 Si: № 0 ЕЗ П [3281 

| E Бозу 795 (a+1)a. Hallar “a 

Solución 
| а +1 

М ( jer a com 

| 37 999 ES 
| 
' І 61a +60 
| 27N = 61а+60 = N = — 0 

Rpta. HEN 


E 5 a 
4. "dosi =t== 
| Hallar "a" si 37 +27 0, а09 


| Solución 


Reduciendo a fracciones ordinarias y sumando: 


5 a a09 135437a _ 100а+9 , 


— — = — 9 — = 
37'27 999 999 999 
196 - 533 e 
Rpta. а = 2 
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Б. 


Най e аб CORE 

allar a+b, si: zty = ,(b-1)a 

Solución 
8 a (b-1)a - (b-1) 72«a! _ bx90+10b-10+a-b+1 
= + = = b+ —— > = 2 
a 9 90 9a 90 


72+а* 99b+a-9 
9a 90 


720 + 10a? = 99ab+a?-Y9a = 720 + Эа + 9а? = 
99 хахь > В0 +а+а? = 11 хахб........... (o) 


Se deduce que: a? + a + 80 EM es а®+а+11+3 = 11 aa 21-3 
e & «a =11-3 = а(а+1) = 11-3 = 


De (о): 80 +5+5? = 11x5xb> Б 52 


Rpta. -.a«b-7 


gu 3 


1 
Si ЗЕ = 0,0(а - 1)b; Һаіаг(а+6Ы) E 


Solución 


miembro son 2 números que se 
diferencian en 10 


| * Notese que los factores del primer 


> abx(a-1) = 27х37 = ab = 37 
Rpta. a+b = 10 


Determinar el numerador de una fracción propia de denominador 37 tal que las cifras del 
período del decimal al que da origen son consecutivos crecientes. 


Solución 


A EU TES) A а(а+1(а+2) 
— = 0,а(а + 1)(a + 2 — = ————————t. 
37 avi, cta м ат 999 


> 27 А= а(а+1)(а+2) 
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10. 


11. 
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—27A = 111a + 12 111a + 12 = 27 > 27 +3a+12=27 > 


7 567 
За + 12-2 276 ХТА = 567 А = 7 HN 


Rpta. El numerador A = 


M y E s 
Dados las fracciones irreductibles 7 7 Ула M , hallar la relación que existe entre los períodos. 


Solución 


La relación entre ambos períodos es la misma que existe entre ambas f racciones, es decir: 


M M 
Лаьли. 2 а 213.07. NIE 
М 7M = 1.857142 ó M P 13 = 0.538461 
13 7 


EA, 
Rpta. 0,538461 


A 
Hallar una fracción propia в que dé una cifra de parte no periódica y cinco de período, y 
tal que A + В = 


Solución 


Para que el periódo tenga 5 cifras B debe contener a 41 o 271 como В < 85 ~. B contiene 
a 41 y para que la parte no periódica tenga una cifra B debe contener a 2 ó 5; Xe puede > 
contenera2y B = 2х 41 = 82 л A =3 


3 
Rpta. .. La fracción es 82 


A 
Hallar una fracción irreducible — в que dé una cifra de parte no períodica y cinco de período 
cuya suma A + В = 889. 


Solución 


Razonando en forma análoga al problema anterior, llegaremos a la conclusión que 
В = 252710 = 542 A A = 


Rpta. — Lat = 
pta. .. La fracción es: 542 


Los dos enteros de una fracción irreductible inferior a 1 tiene por diferencia 10 878. Hallar 
esta fracción sabiendo que reducida a decimal da una periódica mixta que tiene 3 cifras en 


12. 


la parte no periódica y seis en la periódica. 


Solución 


A 
Sea B la fracción irreductible y propia; entonces A « B; por condición: B- A= 10 878 


B no puede tener ningún factor de 10 878 = 2x 3 x 7? x 37, porque estos factores dividirían 
a A, entonces A y B no serían primos entre sí; luego B no posee a los primos 2, 3, 7, 37. 


Ahora bien; 6 cifras en el período las dan: 


7 (no puede entrar); 11x37 (no puede entrar); 11 x 27 (no puede entrar); 13 (si puede entrar); 


luego entra necesariamente 13. 


Por tener 3 cifras de parte no periódica y al no poder entrar el 2, entrará 5*; luego se 


compondrá de 13 x 5? 


B es mayor que 10 878 por ser: В = A + 10 878, luego debe entrar en B un factor que no 
de más de 6 cifras en el periodo; no puede ser ni 9 ni 37 ni 7 (lo tienen 10 878); ni otro 13 
(daría más de 6 cifras); luego tiene que ser el 11; y no hay otro que de 1,2 6 366 solamente; 


luego: B = 11x13x125 = 17 875 


~ А = 17875- 10878 ='6 997 


А _ 6997 pU 
B 1775 0,391440559 
Rpta. 0,391440559 
| a b V — a b Р 
Hallar "a" у "b" si: в a 0,589285714, tal que 8 y y Sean propias. 
Solución 
a b В 
Сото в У y Son propias = а < 8 y DEET -..-.....- (1) 
Además: 87 = 0,589285714 = 999 999 000 ES 
7Ta-8b 589 285 125 PON Mo ©з 
EM Eu E 000 m inc4 x 
, s | .| esimpar ш 5 
5 Ma ="S3+8b ка es mayor que 4 а= = 
Fimpar  # impar es menor que 8 7 


=» Ѕіа = 5 = 0 + entero; 


Rpta. sia = 70 = 2 
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13. 


81. 


82. 
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um 2 E. : е с 
Si la fracción: sU RETI se convierte a fracción decimal ¿ Qué clase de fracción 


decimal origina ? 
Solución 


, Зп2 -1 
En efecto, operando se obtiene: (n- )n(n 1) 
El denominador es múltiplo de 3, porque uno de los tres factores, es múltiplo de 3; el 


numerador no es divisible por 3, luego el denominador de la fracción irreducible igual a la 
propuesta contiene el factor 3. 


Si n es par el denominador es divisible por 2 y el numerador es impar. 

Supongamos n impar: entonces n - 1 y n + 1 son pares y el denominador es divisible por 2?. 
Pongamos n = 2h + 1; entonces 3n?- 1 = 3(Ah?- 4h + 1)-1 =3x4h(h+1)+2elnumerador 
contiene el factor 2 y no 2? , luego después de la simplificación quedará al menos un factor 


3 

2 en el denominador. La fracción irreductible igual a la propuesta será de la forma ОЗЕ, 
b siendo primo con 3. Luego se obtendrá una fracción periódica mixta. 
Rpta. Se origina una fracción periódica mixta. 

Ids[e] IN 3 PROPUESTOS 

Sobre fracciones decimales 
Efectuar: 

ER 1 
0,5 + 1 
24 0,81 
12 
a) 1,15 b) 1,184 c) 1,074 d) 0,985 e) 0,843 
„ а D n 

Si: 5*7 = 0,8285714 Hallar a + b 
a) 4 b)5 c)8 d) 12 e) 13 


83. 


84. 


85. 


87. 


89. 


90. 


3 E Я а b CUTE s 
Si la suma de las fracciones propias: — y 7 da como resultado 1,175823 . 


allar 


a) 3/4 b) 6/5 c) 3/7 d) 11/4 e) N.A. 
Determinar x, y, z para que se verifique: 


арра." 
E. Va dE 0946053 
7 11 13 


(Dar como respuesta z) 


a) 13 b)2 c)3 d)4 e) N.A. 


1 
¿ Cuál es la última cifra del periodo de: 319 ? 


а) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) 8 


Cuántas fracciones impropias cuyo denominador sea 252 son menores que "ag Y 
contienen a 0, 43 

a) 13 b) 11 c) 12 d) 9 e) 10 

Hallar la suma de los términos de la mayor fracción irreductible periódica pura con 3 cifras 
en el periodo y en la que se cumpla que el producto de los términos es 2 970 

a) 307 b) 137 c) 599 d) 487 e) 93 

Cuántas fracciones cuyo numerador es la unidad dan un decimal exacto con 9 cifras 
decimales. 

a) 12 b) 15 c) 19 d) 23 e) N.A. 

El periódo de una fracción de denominador 11 es de 2 cifras que se diferencian en cinco 
unidades; hallar la suma de los términos de dicha fracción, si es la mayor posible. 


a) 14 b) 18 c) 20 d) 17 e) 19 


Hallar la suma de los términos de la fracción decimal irreductible equivalente a: 0,32 „ 


a) 15 b) 13 c) 11 d) 14 e) 18 
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91. Trasladar 0,2, a base 10. ¿ Cuántas cifras tendrá el período en el sistema decimal ? 


a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e)8 


3 
92. La expresión: (3/1,74545...... -F/0,51717......) 


es igual a: 
VEN FEM ASS ~ 
a) 0,64 b)0,54 C) 0,054 d) 0,0646 e)0,064 


93. Hallar una fracción equivalente a O, 23 cuya diferencia de términos sea 24 


525 168 168 d 285 203 
720 ) 411 


; РЕ е Р AM 
94. ¿Cuántas fracciones periódicas puras de dos cifras de periodo existen entre — y —? 


3 w5vr 
a) 10 b) 12 c) 13 d) 14 e) 17 
ааб icc] 1 
95. Si: PART = 0,844155. ¿cuál es el valor de a + b ? 
а) 9 b)7 c) 6 d) 8 e)5 
1 EM 
96. Sila fracción generatriz zt O, O(a-1)b. ¿cuál es el valor de a + b ? 
a) 8 b) 12 c) 9 d) 10 e) 11 
97. Halaraxbsi: 
b+1 b 
^r 08 
a)6 b)3 с) 12 d)5 e) 14 


= м — — 
98. La suma de las fracciones decimales O,b y 0, (b+1) es a su diferencia como aa es a bb. 
Hallar a x b. 


a)3 b) 4 c) 9 d) 10 e) 8 
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99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


Hallar el mayor valor de absi se cumple que: 


LS fef edes 
ab ab ed ^ 
a) 28 b) 30 c) 34 d) 48 e) 38 


> ba 
Se sabe que: 0. a5b = zT Hallar a + b 
a) 4 b) 5 c)6 d)7 e) 8 


El período de una fracción de denominador 11 es de 2cifras que se diferencian en 5 unidades; 
hallar la suma de los términos de dicha fracción, si es la mayor posible. 


a) 14 b) 18 c) 20 d) 17 e) 19 


Con cuatro nümeros impares consecutivos, se forman dos fracciones propias, de tal manera 
que la máxima diferencia entre ellos es 0,32; hallar el mayor de esos nümeros. 


a) 9 b)7 c)5 d) 11 e) 13 


Considerando a л; /2 y /3 con aproximación de un centésimo por defecto. Cuál será el 
valor de Q en: 


5 1.083 + 40,72 
J л 


а) 45 b) 3.75 c) 2.25 d) 4.72 e) N.A. 


Hallar el periodo de una fracción períodica pura, sabiendo que no tiene parte entera, quc 
su generatriz tiene por denominador 37 y que cada cifra, excede en dos unidades a la 
que está a su izquierda en el periodo. 


a)0,135 b)0,246 c) 0,357 d) 0,579 e) N.A. 


Hallar el periodo de una fracción periódica pura, sabiendo que no tiene parte entera, que 
su generatriz tiene por denominador 111 y que cada cifra del periodo excede en tres 
unidades a la que está a su izquierda. 


a) 0,187 b) 0,368 c) 0,258 d) 0,036 e) NA. 
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Capitulo 12 


POTENCIACION 


Así como la adición de nümeros todos ellos iguales se convierte en una nueva operación, 
la multiplicación, llamada de segunda clase, así la multiplicación de nümeros iguales puede 
considerarse como una operación de tercera clase: la potenciación. 


Potencia de exponente natural 


La definición de potencia de un nümero es siempre la misma, cualquiera sea la naturaleza 
de este nümero. 


Definición 
Se llama potenciación a la operación que tiene por objeto hallar el producto de factores 
iguales. Así: 


n exponente 
axaxax. = — base 


S 
lcm nfactores el polencia 


Al factor que se repite se le llama base (a) y las veces que se repite (n) exponente o grado. 
Al producto de dos factores iguales se llama segunda-aotencia o cuadrado; al de tres: cubo; 
с^ ‚ а] de “п”, potencia enésima . Ejemplos: 


і. а= а.а.а...а (“п factores), se dice que la potencia (a") es enésima o de grado 


MID. (к) = (ey = x? 
L—x factores — 
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ill. Si se trata de fracciones: 


n factores n factores 
A a a 
SEI а ааа. ....... а nt 
И Е Nx b БЕ m b p^ 
n factores 


iv. Sise trata de decimales: 
(0,05)'= (0,05)(0,05)(0,05)(0,05) = 0,00000625 


V.  Siel exponente es cero: 
а0-1 v aceN, az0 


vi. Una representación gráfica de la potenciación, la podemos obtener del siguiente 
esquema, llamado diagrama del árbol donde se observa el desarrollo de las primeras 
potencias del nümero dos: 


E 5 

EV, үуүү КБА ТЕР 
4 s 28 = 2 

—4 = 2 

Base 2= #32 = 416 = Y8 = Ja э2 = 2' 

ЭЛЕ = 720 


Arbol del 2: Cada rama se bifurca. 


Comentario: 


La potenciación es un sistema de contar, mediante "saltos" de amplitud creciente en que 
cada salto es igual al precedente repetido un nümero fijo de veces (este nümero fijo es la 
base de la potencia y el nümero de saltos realizados es el exponente). Pero este sistema 
de saltos desiguales constituye un nuevo elemento, y lleva consigo varias innovaciones. Por 
esto la potencia no es conmutativa, y en consecuencia tiene dos operaciones inversas bien 
distintas: 


El retroceso a la base que se llama radicación, antiguo nombre indio (la potencia germina 
de la base como un árbol de su raíz). 


-El retroceso al exponente se llama busca del logaritmo. 


LEYES FORMALES DE POTENCIACION: SU PERMANENCIA 


Ley de uniformidad 


La potenciación es uniforme, esto es, si se elevan a una misma potencia los dos miembros 
de una igualdad, resulta otra igualdad así: 
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— pr -— 


SE, a=b a т=п » а" = b 
En efecto: 
veaa ain 
b= beib ¡be = 
como a=b а а.а. „. =БыБ 30.28 

Ley distributiva 
La potenciación es distributiva con respecto a la multiplicación, o sea: 


(a.b) ==a b? 


En efecto: 
(amb) = а Б.а... (песе) = ама а ....... a ¡bebe Ба= „апр 
— M^ O 7 
n veces n veces 


La potenciación no es conmutativa ni asociativa. Por ejemplo, si: 


*a” = а.а.а.... (п уесеѕ) 
"п: = n.-n.m.-..(ajeces) < атп 
En efecto: 
n n 
(asa. ай. а"... = (аба 3... aana За) аю 
SAA 


а е2. (nT veces) y como пт no es siempre igual a п", no es asociativa. 


Ley de monotonía 


La potenciación es monótona, significa ésto que si a los dos miembros de una desigualdad 
seles eleva a una misma potencia diferente de cero se obtiene otra desigualdad del mismo 
sentido cue la propuesta. 


Si: acb-oacb^ Va;bneN, nzO 


Módulo de la potenciación 


El módulo de la potenciación es la unidad; esto es: 


ania Simi і 
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Consecuencias prácticas 


і. El producto de potencias de la misma base es otra potencia de igual base cuyo 
exponente es la suma de los exponentes: 


а.а" = а.а.а ..a.a.a....(m+nfactores) = a^*" 


ii. El resultado de elevar una potencia a otra potencia es otra de igual base cuyo 
exponente es el producto de los exponentes. 


(apn A e za. a. a Ж Ж ОШ a. a8, (nm factores) = а" 
EM potencias ——| 


De aquí se deduce que: ( a” )" = ( а" )" 
A continuación procederemos a estudiar las principales características y propiedades del 


producto de dos factores iguales (cuadrado perfecto) y del cubo perfecto ya que con estas 
dos potencias se puede trabajar cualquier otra. 


CUADRADO PERFECTO: К (*) 


Se llama así al producto de dos factores iguales; pudiendo ser los factores: 


i. Enteros: 5x5 = 52 25 = К? = V25 -5 


2 

1 1 ТТЕ 1 ^ 
B =k* > = 

E 


- А Лай ( 
ii. Fracciones: —x— = | — — n—= 
4 4 16 16 16 4 


ій. ^ Decimales: (0,03) (0,03) = (0,03 ) = 0,0009 ..0,0009 = k? = ./0,0009 = 0.03 


2 
? 1 1 1 49 49 2 (49 7 
і 13— 13— 1=|3— | == “—=k —=- 
iv. Mixtos:( Э! 13) ( z] 4 4 = a 


v.  Literaes:axa=a2 ~ a -WK => ҹа? =а 


CARACTERES DE INCLUSION DEL CUADRADO PERFECTO: k? 


i La condición necesaria y suficiente para que un nümero sea cuadrado perfecto es 


que los exponentes de sus factores primos sean pares es decir 2. Así: consideremos 
que sea N un mümero cuadrado perfecto. 
N en factores primos: 


N =a.b.c....l 


(^) Se dice "cuadrado perfecto", porque tiene raíz cuadrada exacta y se le representa:k? 
donde k es la raíz cuadrada de nümero cuadrado perfecto. 
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vi. 


vii. 


„з. 


Se cumple дие: a=2; B=2; ү=: 


NI 
i 
N 


Ejemplo 


* 90000 = к > 490000 = J2^ х 32 х 5 = 22 х 3 х 52 = 300 


Si un nümero termina en сегоѕ y es cuadrado perfecto, necesariamente posee una 
cantidad par de ceros. 


-En efecto si un nümero termina en n ceros, se puede representar así: 


N x 10" 
-Elevando al cuadrado: 


(Мх 10")? = N?x10^ = El cuadrado termina en 2n ceros. 


Si un número termina en 5 y es cuadrado perfecto, necesariamente, la cifra de las 
decenas es 2 y la de centenas par pudiendo ser: 0; 6 y 8: 


025 ; 625; 825 


Todo cuadrado perfecto es de la forma 4 ó 8 * 1. En efecto; si es par sea 2? y si es 
impar: 


col 


(2n+ 1)? = 4+4n+1 = 4п(п+1) +1 = 4х2 +1 =8 +1 


Todo nümero fraccionario que es К?, se necesita y es suficiente que lo sea el producto 
de sus términos. 


Consecuencia: Si lo es un término debe serlo el otro. 

La condición necesaria y suficiente para que un decimal sea cuadrado perfecto es que 
tomando un nümero par de cifras decimales y considerándelo como entero sea 
cuadrado perfecto. 

Si el cuadrado de un nümero termina en la cifra 6; la cifra de las decenas de este 


nümero es impar. 
-La raíz cuadrada de un nümero termina en 6 es de una de las formas: 


se tiene: 


(10a44J = 10. 22+ 10. Ва +16 


10. а? + 10 ( 82+1)+6x En ambos casos, la 
sie que antecede 


у (10a+6F = 10.2 +10. 12а + 36 a 6 es impar. 


Т0 . а? + 10 ( 1228+3) + 6 
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viii. El producto de cuatro números enteros consecutivos aumentado en 1, es un cuadrado 
perfecto cuya primera cifra de la derecha es 1 ó 5, pudiendo asegurar que terminará 
en 1 en cuatro casos sobre 5. 


Sea n el nümero menor: 


n(n+1)(n+2)(n+3) = п + бп? + 11? + бп+ 1 = (п? + Зп + 1 Y- Р... (1) 


Si: п = аі a2, a3, a4, ........a9 estos valores en (1), se obtiene 


Р = 10+5, 10 + 1, 10 + 1; 10 + 1; 10 + 1; 10 + 5; 10 + 1; 10 +1y10+1 
y por lo tanto P termina en dos casos en 5 y en los otros 8 casos posibles en 1. 


CARACTERES DE EXCLUSION DEL CUADRADO PERFECTO 


i. Si un número entero termina en 2, 3, 7 ú 8, no puede ser cuadrado perfecto. En efecto 
el cuadrado de un número entero termina en la cifra que corresponde a! cuadrado de 
la cifra de las unidades y nunca el cuadrado de una cifra termina en 2, 3, 7 ú 8. 

ii. — Todo número que termina en 5, y cuya cifra de las decenas no es 2, no puede ser 
cuadrado perfecto. 
Si un número entero es cuadrado perfecto y termina en 5, es necesariamente el 
cuadrado de un número entero que termina en 5, porque entre dígitos, sólo 5 da un 
cudrado que ternina en 5. 
Si un nümero termina en 5, se le puede representar como: 
d5 = (10d + 5) unidades (d representa decenas) 
Elevando al cuadrado: 
d5 = (10d+5)? = 100d? + 100d + 25 = [100d.(d+1)]+25 
Se observa que la expresión final termina en 25 puesto que el primer sumando 
encerrado en corchete termina en dos ceros por ser 100. 


iii. Si un número termina en una cantidad impar de ceros, no puede ser cuadrado perfecto. 


iv. Si ип número par no es 4, no puede ser cuadrado perfecto. 


> E 
v. бі un número impar no es 8 ~ 1, no puede ser cuadrado perfecto. 


Sobre potenciación: (cuadrado perfecto: k?) 


1. Demostrar que la diferencia de los cuadrados de dos números enteros consecutivos es igual 
a la suma de dichos nümeros o igual al doble del menor más 1. 
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Demostración 


Sean N y (№ + 1 ) los números. Se cumple: 


(N+ 1) -N? = N+2N+1-N? = N+(N+1) = 2N «d L.Q.Q.D 


Demostrar que cuando se eleva al cuadrado el producto de dos nümeros enteros 
consecutivos aumentado en 1, se obtiene la suma de tres cuadrados. 


Demostración 


Sean N y (№ + 1 ) dos números enteros consecutivos. Se tiene: 


[N(N+1)+1]? = [N2+N+1] = Мё+ № + 1 + 2N? + 2N* + 2N 
№+№ 
Agrupando еп forma conveniente: 


[N(N+1)+ 1] = (N*+2N? + №) + (14+N?+2N ) + № 


[N(N+1)+1P = (N+N)P+(N+1)2+N  L.Q.Q.D 


Siendo A y B dos números enteros, demostrar que el número obtenido por adición de la 
suma, de la diferencia, del producto y el cociente de sus cuadrados es igualmente un 
cuadrado perfecto. 


Demostración 


La expresión propuesta que se puede escribir: 
2 


A? + Be A- B? AB ЕК 
A? 
a nar E WS 
2 Ae 2 
A?(2+B tg E 
A? 

NE вУ D S K 

A? 
mb Ex. e 


А(В+1)}2 — 
ы 


L.Q.Q.D. 
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Demostrar que el cuadrado del nümero natural RBBB’ == Bo 


es siempre fp........B a 00 ............. О 1,, . siendo В la cifra máxima o sea: 
PR — ————— 


mi diras m-1 cáras 
P=n-1ya=PB-160=n-2 
Demostración 


Efectuando operaciones en base n: 


ББ a В.Р = [100.......0,y=1P = [105 -1F= 100 - 2 x 100 +1] 


И 
- 
e 
o 

LI 
N 
© 
o 
+ 
m 


Ш 
| 
Ye] 

e 
© 
(=) 


¿Cuántos cuadrados perfectos 18 «4 hay entre 924 y 5 920 ? 


Solución 


Los cuadrados perfectos son de la forma: N = q?= 13 + 4 >q= 


-2 — 


924 < q* < 5 920 > 31 <q<76 ycomoq = 13 +26 13 + 11 
-. Los valores de q = 37; 41; 50; 54; 63; 67 y 76 


Rpta. Existen 7 cuadrados perfectos. 


Si se tiene que el número taba00 es cuadrado perfecto, múltiplo de 3 y de 7; hallar a + b. 
Solución 


N= taba00 = 21 = k se deduce que: М = 2? = Ç 


Aplicando el criterio de divisibilidad por 9: 1 + 2а + b Eg ar E A O (1) 


Aplicando el criterio de divisibilidad por 7: 2a - ( b + 3a +2) = 7 


Ое (1)у (2):а= 3y b -2 = N = 132300 = 2? 


a=5yb=7 ә М = 157 500 + 2f 


Rpta. >. а+Ь = 5 


Hallar la suma de los cuadrados perfectos de tres cifras que terminan еп 4. 
Solución 

Los números son de la forma: ab4 = К = k terminan en 2 ú 8 y: 

100 < К< 1000 = 10 <к<31 ~. К = (12; 18; 22; 28) 


Rpta. .. Suma pedida = 122 + 182 + 222 + 28? = 1 736 


Se cumple que N= 500 + 13 y sabiendo que: 


М? = (b + Ma +1)(а + ЗЬ + t)aabc . Hallar la suma de las cifras de i 
Solución 


N= 500k + 13 (К = + entero) 


N?- Lu 0000 + .......000 + 169 = N? = 169 => abc = 169 y 

2 N?= 72471169 AN = 8513 

Rpta. Suma de cifras: 8 +5 + 1+3 = 17 

Si “a” y “b” son cuadrados perfectos. Determinar a + b, si Ja-b es el número de 
múltiplos de 7 que hay entre “a” y “b” 

Solución 

Podemos establecer: 


а= к ; Б = кё : Ja-b = K 2 a-b = . Por dato del problema podemos establecer: 


k? -k2 kê 2 k, OCC ODE CO (1) De (1): k 2 7 y 
— 9 De (2): k, = 7 
"em D OP (2 
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10. 


11. 


448 


Е +k, = 49] К, = 25 
сото: k? -k? = (К, +K,)(K,-K,) = к= 49 = +. 


| 


(К-К, = 1 k, = 24 


1 2 


Rpta. .—.a«b = 25? + 24? = 625 + 576 = 1201 


Hallar el máximo valor de: a + b + с + d si se sabe que al multiplicar el número bcbcO 
por bc por adef se obtiene un cuadrado perfecto. 


Solución 


bcbc0 = 2x5x 101 x bc 


N = bcbcO x bc х adef = 2x5x101x Бс? х айеї = k 
Se deduce дие adef = 2х5 х 101 хк? = 101062 >k, = 1; 2; 3 


Para lo pedido: К =. 3 = adef = 9090 л bc = 99 


Rpta. -.a+b+c+d = 9+9+9 +0 = 27 


Determinar los cinco primeros números que contienen un solo factor primo, son múltiplos 
de 1 024, cuadrados perfectos y congruentes respecto al módulo 448. 


Solución 


Se sabe que: 1 024 = 21% 


Como: 1024= 448 + 128 .. todo 1024 y congruentes con respecto al módulo 448 serán: 


М = 27.2: = 448 + 128 + 128 х 2* — x = #раг..................... (1) 
Como: N = 448 +128 = 448 + 128 = 448 + 128x 2 
= 2 128(2*-1) = 448 como: 128 = 27 А 448 = 29x7 
= Puja e Rog M. Bis. —— cM (2) 


Con (1) y (2): 


2? 1 Зо 
22 - 1= 15 No 
2 - чї = 6 ЗЕ ©х7 
28 - 1 = 255 No 


12. 


13. 


20 = 3028 No 

2° - 1 = 4095 =7 x585 

23: 161388 

2° - 1 = 65535 

2? - 1 = 262 143 -7x37449 

22 - 1 = 1048575 

22 . 1 = 4194303 

2 du 16777 215 = 7 х2396 745 

Rpta. .. Los números buscados son: 
ЮЕ 1024 
216 =„б5586Б 


2? = 4 194 304 
2% = 268 435 456 
2% = 17 179 859 184 


Hallar cuántos nümeros 11 existen entre 100,000 y 1'000,000 tales que sean cuadrados 
perfectos y terminen en 9. 


Solución 
Los cuadrados perfectos buscados son de la forma: 


Kec 11 B 27... 9314 = 421BP2i 16 9 


Además: 


1000 000 <121P?< 1 000 000 
S195... <11Р < 1000 
E A 2 <Р = DO... 
. Р = 33; 37; 43; 47; 53; 57; 63; 67; 73; 77; 83; 87 


Rpta. Existen 12 cuadrados perfectos. 


¿Cuáles el menor número de centenas que hay que agregarle a 1804 paraque sea cuadrado 
perfecto ? 


Solución 


Sea n el mínimo nümero de centenas que se le debe sumar a 1804 para obtener un K? 


Como: 422 < 1804... ИНИ Е —— 4. (1) 
449 


14. 


15. 
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Además: пх 100 + 1804 = K ................. (2) 
LL ————————£ 
lemina en 04 


El cuadrado perfecto termina en 04, por lo tanto K será de la forma: 


K=a2 ó k = b8 y de acuerdo a (1) se deduce: 


T 19 
mínimo 5 minimo 4 
Еп (2): 
пх 100 + 1 804 = 48? = 2 304 
Rpta. пх 100 = 500 > п = 5 


¿Cuántos términos debe tener la siguiente serie, por lo menos, рага que su suma sea 
cuadrado perfecto ? 


30; 60; 90; 120, ... 


Solución 


Sean "n" el nümero de términos. 


Se 90(142 48g nde е 2x3x5x 010 = ke 
= 15пх(п+1) = K—53x5xn(n«1) = K 


= 3х5 л п+1 = 16 


minimo ~ 


en 


Rpta. -. Debe tener 15 términos. 


E, E E ? А = К 
Una persona que nació en la primera mitad del siglo 20 afirma que en el апо x? cumplió 2 


años. Determinar la edad que tendrá en 1 992 


Solución 
x 
De los datos: x - — = "ОШ... 
mac ML кни. 7 
ano considerado edad año en que nació 


Luego x? > 1 900 ~. x debe ser aproximadamente la raíz cuadrada por exceso de 1 900 
х = 44 ^ ж = 1936; 2722 


Nació en: 1 936 - 22 = 1914 


Rpta. En 1992 cumplirá: 1 992 - 1 914 = 78 años. 


— e — — — 


16. 


17. 


18. 


Hallar el menor nümero entero sabiendo que la diferencia entre su octava y quinta parte sea 


un cuadrado perfecto. 
Dar como respuesta la cifra de mayor orden del nümero. 


Solución 


Sea N el nümero buscado. N es el menor posible: Se debe cumplir: 


De esta última expresión se deduce que para obtener un К, М debe poseer los factores 
primos 3; 2? y 5 como mínimo, para obtener un k?. 


Rpta. -. N = 22x 3x5 = 120 y la cifra de mayor orden es 1. 


Si abcd es un cuadrado perfecto y cd = 8 x ab. Hallar a+b+c+d 


Solución 


De (1): 


100ab + cd = K; pero: cd = 8x ab entonces 


100ab+8ab = К? > 108xab = К? => 2x3 xab =k eab = 3 


2 ab = 12; 15; . . . (3). 


De (2) y (3) se deduce: 


ab = 124 cd = 8x12 = 96 


Rpta. ..abcd = 1296 а+Ь+с+а = 1-224946 = 18 


Hallar un nümero de la forma abcd que sea cuadrado perfecto y que: ab-cd = 4. Darcomo 
respuesta: a - b +с + d 


Solución 
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19. 


20. 


452 


De (1), polinómicamente: 100 ав e HN OMNE. (3) 
me — — — 
De (2): ab = са + 4 еп (3): 100(cd.-4)«cd = к 
2 101 са + 400 = К > 101 х cd = К - 20? = (Kk € 20) (К - 20) 


Sk+20 = 101 =k = 81 .. абса = 812 = 6561 


Rpta. Suma pedida: a+b+c+d = 6 +5 + 6 + 1 = 18 


Hallar cuántos divisores tiene: 
n n n 
60% x 1263 x 702.Sabiendoque es un cuadrado perfecto y que "n" es el menor número 


posible. 


Solución 
Descomponiendo en factores primos: 


n n n 8n 11n 3n 5n 
604 х 1263 x 702 = 26 х 312 х 54 x 76 =k? 


Para que sea cuadrado perfecto, los exponentes de los factores primos deben ser pares, 


para lo cual, se observa quen = 12 = n = 12; 24;...;el menor valor de n que cumple 
con estas condiciones es: n = 24 


n n n 
г. 60^ x 1263 x 70? = 2?x37x5! х 72% = К y tiene: 


Rpta. (3241)(2241)(18. 1)(20 1) = 302 841 divisores. 


En la serie: 45 ( 18 + 1), 45 (18 +2), 45 (18 +3), ... 45 ( 18 + 1,000) cuántos números 
cuadrados perfectos existen 


Solución 


Los términos de la serie, son de la forma: 45 n, donde n = 19; 20; 21; ...;1018 


Como: 45n = 3? x 5 хп, para que sea cuadrado perfecto, "n" debe ser de la forma: 
п = 5xp?, pero: 


19 < 5хр? «1018 


3.8 < рг <203.6 


Rpta. 


2«ps1425 p = 2,3,4, ss ‚14 
o A E eee НЕ 
13 valores 


-. Existen 13 números cuadrados perfectos. 


CUBO PERFECTO 


Se llama tercera potencia o cubo al producto de tres factores iguales y se dic que es cubo 
perfecto, porque tiene raíz cúbica exacta, donde los factores pueden ser: 


Enteros: 5x5x5= 532125 ~ 125 = k>%125 = 5 


3 
- түү 1 1 dis TE 
PLANEE AA M 
Fracciones: 009 (3) 64 `` 64 Ves 4 


Decimales: (0,2 )( 0,2 0,2 ) =(0,2)* = 0,000008 ~. 0,000008 = К° = 3/0,000008 = 0,2 


3 

A АГА] 1f заз 343: з. _[848й pe. 1 
QE. аара e Е о Meise dm cian 1 
Mixtos: ( 525} 5) (83) е 7-91 


Literales: a.a.a- a? газ = К = ya 


CARACTERES DE INCLUSION DEL CUBO PERFECTO: K? 


La condición necesaria y suficiente para que un nümero sea cubo perfecto es que los 


exponentes de sus factores primos sean 3. 


SiN = К; № en factores primos: 


N= atbbugn. TE 
Se cumple: a = 3; В = 3; х = 3: МЕР 7А аа) 
Ејетріо 


1728 = k 1728 = 2° х 3° - #1728 - 26х33 2 22x 3 = 12 


Si un número termina en ceros y es k? necesariamente posee una cantidad de ceros 


que sea mültiplo de 3. 


- En efecto si un número termina en n ceros, se puede representar asi: N x 10" 


- Elevado al cubo: (№ x 10")? = № х 10? = el cubo termina en Зп ceros. 
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vi. 


vii. 


vii. 


Un К? puede terminar en cualquier cifra. Bastará analizar los cubos de los nueve 
primeros nümeros naturales. 


Todo K? es de la forma 9 б 9+ 1. En efecto: 


бү N-33 N *59 


N-841—5 № 2941 


Todo número fraccionario para ser k?, se necesita y es suficiente que lo sea un término 
por el cuadrado del otro. 


Consecuencia: si un término es K? lo debe ser el otro. 


Todo número decimal para ser k?, se necesita y es suficiente que tomando un número 


de cifras decimales que sea 3 y considerándolo como entero sea КЭ. 


Todo nümero que es cuadrado perfecto y cubo perfecto, es una sexta potencia 
perfecta. 


Si un nümero termina en la cifra 5 y es cubo perfecto, necesariamente la cifra de las 
decenas es 2 ó 7. 


La diferencia de los cubos de dos nümeros consecutivos termina en una de las cifras, 
1; 7; 9. 


CARACTERES DE EXCLUSION DEL CUBO PERFECTO: K? 
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Todo nümero que termine en cero, no es cubo perfecto, si el nümero de ceros en que 
termina no es mültiplo de 3. 


Si un número termina en la cifra 5 y su cifra de decenas no es 2 ó 7 no podrá ser cubo 
perfecto. 


Todo nümero que no adopta una de estas formas: 


9 ó 9 + 1, no puede ser cubo perfecto. 


los 10 primeros nümeros naturales. 


X men: WT 


die]: €] RESUELTOS 


Sobre potenciación 
(cubo perfecto: k*) 


Demostrar que la diferencia de los cubos de dos números enteros consecutivos, es igual al 
triple producto de estos números aumentado en una unidad. 


Demostración 


Sean: N у (N + 1 ) los números enteros consecutivos; se cumple: 


(N+1)P-N?= № + З№ + ЗМ + 1 - № = 3N(N+1)+1 L.Q.Q.D. 


Demostrar que si al producto de tres enteros consecutivos, se le agrega el nümero del medio, 
el resultado es cubo perfecto. 


Demostración 
n(n+1)(n+2)+(n+1) = п3 + Зп + 3ne1 = (n+1)P L.Q.Q.D. 
Hallar cuántos cubos perfectos están comprendidos entre dos nümeros dados. 


Solución 


Sean A y B los dos números propuestos: A » B; sean a y b sus raíces cúbicas en menos 
de una unidad por defecto. 


Podemos establecer: 
а^2<А<(а+1)? ^ b В<(6 +1)? 


Los cubos comprendidos entre A y B son luego los cubos de los números ( b + 1 ), 
(Бє), ......- , (а- 1), a, y su número es: 


a-b-1+1Ó6 a-b 
Entonces, el número de los cubos perfectos comprendidos entre dos números dados es igual 


a la diferencia de las raíces cúbicas en menos, de una unidad por defecto de estos dos 
números. 


Sabiendo que: abc2 es un cubo perfecto; hallar el valor de a x b x c. 
Solución 
abc2 = q; luego: q = .8; pero: 1000 < q? < 10 000 = 10<q<21.6 


entonces: q = 18 = q? = 5832 = abc2 -axbxc-5x8x3- 120 
Rpta. 120 
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5.  Ladiferencia entre dos cubos perfectos consecutivos es 1 141. Hallar la suma de sus raíces 
cübicas. 


Solución 


Los cubos perfectos consecutivos, deben ser de la forma: (К + 1 )? y k? 
Por condición: 


(k+1)P-k = 1141 = 3k+3k+1 = 1 141 
> k(k+1) = 380 > К = 19л k+1 =20 


Rpta. ~. La suma de las raíces cúbicas es: 19 + 20 = 39 


6. En cuántas bases de numeración menores que 50, el número 1331,, es cubo perfecto 


Solución 


1331, = 1° + 32 +п+ 1 = (п+ 1): ~ el número siempre será k? 
Como З < n < 50 ~. n puede tomar: 49 - 3 = 46 valores 


Rpta. Se cumple en 46 bases. 


7. ¿Cuánto se debe sumar como mínimo а 14 706 000 para que sea cubo perfecto ? 


Solución 
Como: 244? < 14 706 000 < 245? 


Sea n la mínima cantidad que se debe agregar a 14 706 000 para que sea К? 


-. 14 706 000 +n = 245? = 14 706 125 
Rpta. гап #1125 
8. Hallar “a” si: (b+1Xb- abba esK. y a+b = 5 
Solución 


N=(b+1M(b-1abba =k, a+b=5 


Por ser cubo perfecto, la suma de las cifras de N debe ser 9 ó 9 + 1....................... (1) 
b+1+b-1+a+b+b = 2a+4b = 10+ i 

1 Nol 

2 No! = 

3 No! 

AV 

5' No! 
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10. 


11. 


Sólo se obtiene una de las formas de expresión (1) cuando b = 4 ^ a = 1 


2 (b«1(b-fabba =531441 = 81? 


w 
II 
4 


Rpta. 


Hallar la suma de las cifras del cubo perfecto, comprendido entre dos cuadrados 
perfectos, entre los cuales hay 414 nümeros ninguno de los cuales es cuadrado perfecto. 


Solución 


Se deduce que los dos cuadrados perfectos son consecutivos. Sea "n" el nümero de 
términos comprendidos entre los dos cuadrados perfectos. n = 414 


N<en<(N+1P >п = (N+1)P?-N?= 2N peron = 414 
7. 2М = 414 >N = 207 Luego № = 2072 = 42849 
y(N 1)? = 43264. Sea q? el cubo perfecto: 
42849 < q? < 43264 
34.99 < q < 35.1 > q = 35 ~. q? = 42875 


Rpta. Suma pedida: 4+2+8+7+5 = 26 


Se tiene un número de dos cifras, cuyo cuadrado es igual al cubo de la suma de sus cifras. 
Hallar la suma de las cifras de la diferencia del cubo y el cuadrado del número. 


Solución 
ae ab= d 
Sea "N" el número. N = ab-»ab = (a+bYP= qt 
a+b=q? 


= ab >100>(a+b)>100>a+b>5 ycomoa+b<18..q = 364 


a+b=9 
рага q = З | =» №-№= №(№- 1) = 27x26 = 18 954 
ab = 27 
Rpta. Suma pedida: 1+8+9+5+4 = 27 


Hallar a + b si se sabe que: аБ = 2a2cbb 


Solución 


SiN= ab `= 2a2cbb > b = 0; 1; 4; 5; 6; 9. pero: b°= ГБ 
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12. 


13. 


14. 
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además: 202 000 < N < 292 999 — 59 < ab < 66 > ab = { 59; 60; 61; 64; 65; 66 } 


pero: Ri = .......ЬБЬ e ab- 64 


Rpta. ла+ь = 10 


Entre 728 y 17 577. ¿ Cuántos cubos perfectos existen tales que su raíz sea un número de 


la forma: à +5 


Solución 
N= q >728<q*<17577 > 9 <4< 26 сото q = 7 +5 
q puede tomar los valores: 12; 19; 26 

Rpta. -. Existen 3 números. 


Sabiendo que N = a5bc5 = КЗ y que a + b = 7; hallar la diferencia entre la mayor y la menor 
cifra de YN 


Solución 
0 
N = a5bc5-k? como a & = 7 лс 26 
Ju 
(е ә 3'cifras'deN. 27:425 191 "1 LU (1) 


SE 6-7 Y cifras de N 


T 
X 
T 
[4] 
y 
= 
T 
© 


Además: N =5 en los dos casos, entonces k = $a 5 
Pero: 10 000 < k? < 100 000 21,6 < k < 46, 

Luego: k = 25; 35; 45 

De (1): sik=4=k=3=>N=k= 27; peroN = 9, luego no puede ser 27 


De (2): sik 2385-279 Ne 7 (No cumple condiciones) 


-. La única posibilidad es k = 25 


Rpta. Diferencia pedida: 5 - 2 = 3 


Hallar el menor número tal que al multiplicario por 35 se convierte en cuadrado perfecto y 
que al dividirlo entre 21 se convierte en cubo perfecto. Dar como respuesta su número de 
divisores. 


15. 


Solución 


Sea N el nümero tal que: 


Nx35 = K 
Luego: N = З= х 5? x 7! 
N 
t = аз 
21 q 


Se debe cumplir que: 


a-1=3 а= 2 -. a = 4 (mínimo) 
В+1-2; p=3 <. В = 3(mínimo) 
ү+1 =2; y-1 2 5 Y = З (mínimo) 


Rpta. Np e 5x4x2 = 40 


Entonces: 


Nx35 = 3%x 5P+1x7r1= К? 


E 
21 


Luego: No = 3% X 5° x7 


mini 


39-115? xizinliis q 


Hallar la suma de las sextas potencias de los 111 primeros números. Dar la cifra de las 


unidades del resultado. 


Solución 
El número termina Su sexta potencia 
en la cifra: termina: 
1 Е ee 21 
2 2 A 
8 ———— 8 
4 = дә 
5 75 
6 Y 6 De las 111 primeras será: 
E. > + 9 45х11+1 = 6 
8 —— л ) 4 
9 ) il 
0 lm 5 40 
45 
Rpta. La cifra de las unidades es 6. 
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е аЗ PROPUESTOS 


Sobre potenciación 
(cuadrados perfectos) 


1. Hallara +b +c, si: 


IO == 
aa = bbcc 


a)9 b) 11 c) 15 d) 19 e) 10 
2. Si se sabe que el número (p?)(q?) = К de dos cifras cuadradas perfectas, es a su vez 
cuadrado perfecto. Hallar p + q + k 


a) 10 b) 12 c) 15 d) 18 e) 17 


3.  Hallar la suma de los cuadrados perfectos de la forma abocd si; 
cd-ab - 1 


а) 99 101  b)90099 с) 98 88 d) 87956 е) 150251 
4.  Siel nümero абса = k?; además: a +c = b + d = 9. Hallar la suma de cifras де К, siendo 
k el menor posible. 


a)6 b) 7 c)8 d)9 e) 10 

5. Рага el número N se cumple: 
М =[(a+1)(a-3)aP = mnpqr5. Halarm+n+p+q+r 
a) 16 b) 17 c) 18 d) 19 e) 20 


6.  Sabiendo que N es un cuadrado perfecto tal que su ültima cifra es 5, y que además la suma 


de sus cifras es 3; hallar YN sabiendo que N es lo menor posible y que tienen raíz 
cübica exacta. 


a) 175 b) 225 c) 45 d) 125 e) 75 


7.  Sabiendo quela diferencia entre dos nümeros cuadrados perfectos consecutivos es 7 y que 


el mayor de ellos es 3. Hallar el valor del mayor de ellos, si los nümeros son los menores 
posibles. 


a) 324 b) 576 c) 289 d) 729 e) 900 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Hallar la suma de todos los cuadrados perfectos T. que tienen tres cifras. 


a) 420 b)1421  c)1240  d)2450  e)2540 


Un nümero de dos cifras es cuadrado perfecto y el nümero de dos cifras que resulta de 
intercalarle dos ceros puede expresarse como el producto de dos nümeros consecutivos. 
Hallar la suma de las cifras del menor de los nümeros consecutivos, 


a) 16 b) 20 c) 17 d) 12 e) 19 


¿ Cuántos cuadrados perfectos $48 hay entre “a” y 6 725si "a" es el menor cuadrado 


perfecto de cuatro cifras cuya suma de las cifras es 3 ? 
a) 13 b) 15 c) 17 d) 14 e) 12 


Hallar cuántos números cuadrados perfectos existen entre 10 000 y 100 000 tales que sean 


3 y terminen en la cifra 6. 


a) 3 b)5 c) 14 d) 7 e) 12 


Hallar “a” si: (a-2)aa(a- 1) = К? 


a)5 b)6 c) 7 d) 9 e) 2 


La diferencia del cuadrado de un número y el mismo es 6aa6. ¿ Cuál es dicho número ? Dar 
como respuesta la suma de sus cifras. 


a) 13 b) 14 c) 15 d) 16 e) 17 


Cuántos cuadrados perfectos de la forma abcdab cumplen que cd = 2x ab 


a) 1 b)2 c) 3 d)4 e)5 


Hallar (a +b + с), si: abcabc(s) es un cuadrado perfecto. 


а) 3 b)4 c)5 96 е) 7 


El producto del cuadrado de un nümero de 333 cifras por su complemento aritmético termina 
en la cifra 2. Hallar el complemento aritmético de dicho nümero. Dar como respuesta el 
residuo con respecto a cinco. 


a)2 b)3 c)4 d)5 e) 6 


461 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
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Hallar un número de 3 cifras consecutivas crecientes, tal que al permutarle sus dos cifras 
de menor orden se obtenga un cuadrado perfecto. Dar como respuesta el producto de sus 
cifras. 


a) 19 b) 18 c) 17 d) 16 e) 15 


Hallar la suma de todos los nümeros de la forma abb5 que son cuadrados perfectos. 


a)10025 b)15825 с) 12675 d)9880 е) №А. 


¿ Cuántos números de Іа forma ab49 son cuadrados perfectos ? 


a) 1 b)2 c)3 d)4 e)5 


En cuántos sistemas de numeración se cumple que: 102015, es un cuadrado perfecto 
menor que 10 000 


a)5 b)6 ey d) 8 e) N.A. 


Hallar el valor de “b” si el número abab(7, es un cuadrado perfecto; además "a" у "b" son 
diferentes entre sí. 


a) 3 b) 4 с) 5 d) 6 e) No existe. 
Hallar “a” si: aabb(5) es un cuadrado perfecto. 


a) 1 b)2 c)3 d)4 e) No se puede determinar. 


En el sistema de numeración de base 7 existen nümeros de cuatro cifras iguales que son 
cuadrados perfectos. Hallar su suma. 


a)1600  b)2000  c)3000 d) 400 e) 4 000 


Hallar cuántos capicüas impares de tres cifras son cuadrados perfectos. 


a) 1 b)2 c)3 d)4 e)5 


Diga cual de los siguientes valores no tiene posibilidad de ser cuadrado perfecto: 


Hallar: M + S + E sabiendo que: MSE =K; Ж MSE- K$ además: к, = ЗК, 


a) 18 b) 16 c) 24 d) 15 e) 13 


eq 


27. Hallar (a + b ) si el número 527abab es un cuadrado perfecto. 
a)5 b) 6 c)7 d) 8 e) 9 
28. Hallar un número de tres cifras cuadrado perfecto, sabiendo que su raíz es el doble de la 
suma de sus cifras. Dar como respuesta el producto de sus cifras. 
a) 54 b) 24 c) 48 d) 12 e) 25 
29. Hallar “a” si aa9aa es un número cuadrado perfecto. 
a) 8 b) 6 с) 4 d)5 e)3 
30. Si"p" es un número primo. ¿ Cuál es el único número cuadrado perfecto cuya diferencia 
con "p" es un cuadrado perfecto ? 
a) ip Бурат o(piY dZ-t* epe? 
4P р р 4P 4P 
Cubos perfectos 
31. Hallar ( a + d) si: abcd = ad" 
а) 8 b) 15 с)2 9) 13 е) 9 
i ы ES 
32. Hallar a + b + c si se cumple: 5abbbab = abc 
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14 
33. Un número de cuatro cifras cubo perfecto tiene un número impar de divisores ¿ Cuántos 
divisores tiene ? 
a) 11 b) 13 c) 15 d) 21 e) 25 
34. Entre los cubos de dos números impares consecutivos hay 301 números pares. Hallar el 
producto de cifras del mayor de dichos números. 
a) 9 b) 10 c) 1 d) 12 e) 8 
35. Cuántos números mayores que 343 y menores que 8000 son cubos perfectos de 16 divisores 


cada uno 
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) N.A. 
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Hallar (a + b + c + d) si el número 40abcd es cub 


a) 11 e) 15 


b) 12 c) 13 d) 14 


37. El cubo de un número es de la forma 41abcdef3. La suma de las cifras de este número es: 


a) 34 b) 12 c).18 d) 16 e) 21 


38. Hallar (a+b +c +d) si el número 16abcd16 es un cubo perfecto. 


a) 23 b) 22 c) 20 d) 24 e) 21 


- 89. Cuántos números 9 + 1, menores que 100 000 son cubos perfectos. 
a) 12 b) 15 c) 16 d) 14 e) 13 
40. Hallar cuántos divisores tiene el menor cubo perfecto que resulta de multiplicar 84 084 por 


un nümero que posee 270 divisores. 


 а)7х4 Ы5х4* -c)7x4* d) 45 e) N.A. 


41. Encontrar dos nümeros cubos perfectos de los cuales uno es de tres cifras, sabiendo 


H ETE N : 
j además que su suma vale (3a)0(2a)(a?) . Dar como respuesta el producto de las cifras del 
menor nümero. 


a) 240 b) 12 c) 36 9 24 e)6 


42. Cuántos números de 6 cifras son cubos pero no cuadrados, perfectos. 


a) 49 b) 50 c) 51 d) 52 e) 53 


Capitulo 13 


RADICACION 


Signo utilizado en 1 220 por Leonardo de Pisa para 
simbolizar la raíz cuadrada. El signo proviene de la 
palabra latina radix. 


Definición 1 


La radicación exacta es la operación inversa a la potenciación que tiene por objeto, dada la 
potencia y el exponente, hallar la base; sólo que en radicación a la potencia se le llama 
radicando o cantidad subradical y al exponente, Índice de la raíz. 


n 

ахарда. teria ха =а = N 
n factores 

potencia 


En radicación: 
índice de la raíz 
n Р 
YN = ас raíz с а= М 


radicando 
radical 


Definición 2 
SiA,re R* y ne N, diremos que r es la raíz enésima de A que se denotará por: 
UA = © =À 


465 


Las leyes de los exponentes han sido establecidas para enteros positivos, negativos o cero, 


ahora generalizaremos estas a exponentes racionales. Sea n un nümero entero y, por lo 
1 


1 : 1 € ne 
tanto т Una fracción. Consideremos ahora el significado de а" cuando a0. Para que la 


ley de exponentes: 


а" ans gr” 


sea válida para este exponente fraccionario, deberá verificarse que: 


FE a^ = aliit 
M 
n factores n términos 
¿0 
зү 
= |а" 


recordando que: 


entonces: a=a 
(^) = (wy 
Si a = 0 lapropiedad anterior sigue siendo válida de donde podemos establecer la siguiente: 
Definición 3 
a^ -Va,aep,neN (a 2 O cuando n es par ). 


Ejemplos 


S 
ul 
1 
en 

о 

№ 
H 
№ 
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Definición 4 


m m | 
а" = (Va) T ni а" 
ae R ,medZ,n e м, con la condición de que si n es par, а debe ser positivo 


Ejemplo 


Radicación aproximada 


Se quiere calcular la raíz enésima del número natural "/N para ello consideremos 
formada la sucesión de potencias enésimas de los nümeros naturales: 


Para que la operación 'YN pueda efectuarse, es preciso que el número N coincida 
precisamente con uno de los números de la sucesión (1), es decir, que N sea potencia 
enésima perfecta. Si esto no ocurre, N estará siempre comprendido entre dos términos 
consecutivos de la sucesión: a” у(а + 1)": 


a поевіа UNE pues NW. DINSA E. ЖЕ. аы (o) 
(а + 1) поеѕ Іа YN, риеѕ (а + 1)" > № A YN сарї, m een (B) 
De (o) y (В): a< QN <a+1 


Si consideramos М =а ó YN =a + 1, en cualquiera de los dos casos se comete un 
error menor que una unidad, y: 

YN = a, se llamará raíz enésima por defecto de М „por que a es el mayor número natural 
cuya potencia enésima esta contenida en N 

YN = a+ 1, se llamará raíz enésima por exceso de N , porque ( a + 1 ) es el menor número 


natural cuya potencia enésima es mayor que N 


Si: YN = a, el resto por defecto: В = М-а"................................ 197] 


S: YN = (а+ 1), el resto por exceso: В” = (а+1)"-М............ (А) 


De (ү) y (à) se deduce la propiedad: 


Nota: El trazo horizontal en la parte inferior del radical índica raíz por defecto y colocado en 


la parte superior, por exceso. 
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Propiedades de la radicación 


Para que la radicación sea posible, es necesario y suficiente que el número de que ha 
de extraerse, sea potencia perfecta del grado que indica el índice. Recordemos que 
la condición necesaria y suficiente para que un nümero sea potencia perfecta de grado 
m, es que los exponentes de sus factores primos sean todos, mültiplo de m. 
Suponiendo cumplida esta condición, si el número N descompuesto en sus factores 
primos es: 


pues: (ar .b%.C.......... Kt)" ==ате_ [уш тсн KEN 


La radicación es uniforme por serlo la potenciación; es decir que si a los dos miembros 
de una igualdad se les extrae raíz del mismo índice, se obtiene otra igualdad. 


La radicación es monótona; si se extrae raíz del mismo índice a los dos miembros de 
una desigualdad, se obtiene otra del mismo sentido. 


iv. La radicación es distributiva con respecto del producto y cociente porque: 
YA . YB = a.b siendo а" = А ^b" = В 
luego: a™.b™ = А.В = (ab )”; luego ТАВ = Ya . YB 
Del mismo modo se prueba respecto del cociente. 
** La radicación no es conmutativa ni asociativa como su inversa. 
RAIZ CUADRADA 


Raíz cuadrada exacta en N : 


Definición 1 


Se llama raíz cuadrada exacta de un número А є N, a otro a e N 
tal que: VA =a © а = А, уАєм,аєм 


Raíz cuadrada entera еп N : (inexacta) 


Definición 2 
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Se llama raíz cuadrada entera, o raíz por defecto en menos de una unidad de un número, 
al mayor nümero natural cuyo cuadrado está contenido en dicho nümero, y se llama raíz 
cuadrada por exceso en menos de una unidad, al nümero natural que se obtiene 
aumentando una unidad a la raíz cuadrada entera. 


Si: а2<А<(а+ 1 )?, se puede escribir: 


JA = а LICET. E orn oo 27.7.8 (о) 


Raíz рог defecto Raíz por exceso 


Al calcular la raíz cuadrada por defecto o por exceso, se encontrarán residuos que se 
llamarán por defecto y por exceso respectivamente. 


> 


Resto por defecto: Es la diferencia entre el número y el cuadrado de su raíz cuadrada 


(R) entera. De (o) 
REA aui. serui ае а а (B) 
Resto por exceso: Es la diferencia entre el cuadrado de la raíz por exceso y el número: 
(А) De (о): 
R = AO Lee eerte os НИ (ү) 


De (B) y (y) se deducen las siguientes propiedades: 


i. | Lasumadelos restos por defecto y por exceso de una raíz cuadrada es igual a la suma 
de las raices por defecto y exceso o es igual al doble de la raíz por defecto más 1. 


R«R'-A-& «(a«1)-A 


R«R'2(a«1y-& = а+ 2а + 1 - а? 


ii. — El resto obtenido al hallar la raíz cuadrada entera de un número, no puede exceder 
al doble de la raíz por defecto. 


En efecto, de (ф) se deduce que cualquier residuo. 


iii. E! residuo máximo de una raíz cuadrada es igual al doble de la raíz por defecto. 


De (0) se infiere que: 


iv. Enla extracción de la raíz cuadrada, si el resto no es mayor que la raíz, el error de 
ésta es inferior a media unidad. 


En efecto, si se tiene: 


Ala => R=A-a<a 
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Se tiene también, con mayor razón: 


1 
А<а?+а +5 puesto que a?< A, se puede escribir: 


а <А <(а+ 1 Y y por lo tanto: 


a< JA <а + > L.Q.Q.D. 


El algoritmo de la raíz cuadrada 


El algoritmo de la raíz cuadrada es el proceso aritmético para encontrar o aproximar la raíz 
cuadrada de un nümero. Revisemos el proceso: 


Ejemplo 
Encontrar 4/82 369, 
Paso 1 
Separar los dígitos por parejas hacia la izquier- 
da, empezando desde la coma decimal. Cada 8:89.69. pit 
par determinar un lugar en la raíz cuadrada. 


Paso 2 


Encontrar el mayor entero cuyo cuadrado es 
menor o igual que el número designado por la 
pareja o el dígito de la izquierda: 


22= 4<8<9 = 3 
2 será la primera cifra de la raíz. Elevar 2 al 


cuadrado y restar de 8. Bajar los 2 dígitos de la 
siguiente pareja. 


Paso 3 


Duplicar el número 2 de la raíz y colocar a la 
derecha del 4 un asterisco como se indica. 


Paso 4 


Estimar cuántas veces 40 divide a 423. Probe- 
mos con 9. Reemplazamos el asterisco por 9 y 
multiplicamos 9 . 9: resulta demasiado grande. 4 4 (9)x9 
Probemos con 8. Reemplazamos el asterisco 
por 8 y multiplicamos por 9. Entonces 8 es la 
siguiente cifra de la raíz. 4 41 
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———— 


Paso 5 1 


m 
» 


Repetir los pasos 3 y 4. 


4 4 (8)x8 


> 
> 482369 = 287 Л M 
384 
39 69 


Ahora consideremos lo que ocurre en cada paso. Recuérdese que el multiplicar un nümero 
por 100 mueve la coma decimal dos lugares a la derecha. Pero el multiplicar un número por 
100 solamente multiplica la raíz cuadrada del número por 10. Esto se deduce del hecho de 
que la raíz cuadrada de un producto es igual al producto de las raíces cuadradas de los 
factores: 


M-N = JM.JN 5; 486 Меле = 6 
J100.N = /100./N = 10 /N 


Esta es la razón por la que los dígitos en el nümero se marcan por parejas. El nümero de 
parejas determinan el nümero de dígitos en la raíz cuadrada. 


En cada paso del algoritmo estamos interesados en encontrar el mayor entero cuyo 
cuadrado es menor o igual al número determinado por estos pares. En el paso 2 por ejemplo, 
calculamos el mayor número cuyo cuadrado es menor o igual a 8. En el siguiente paso 
buscamos el mayor nümero cuyo cuadrado es menor o igual a 823. En este punto estamos 
trabajando con dos pares; entonces la raíz cuadrada de 823 es un nümero de dos dígitos 
de los cuales el primero es 2. Podemos escribir esto como 20 + x . Queremos calcular el 
mayor entero x en la forma tal que el cuadrado del número 20 + x sea menor o igual a 823; 
esto es, debemos buscar el mayor valor de x que satisfaga la condición: 


(20+x) < 823 = 40042-20x + х? < 823 


= (2:20 +х)х S 423. Este paso corresponde a restar 4 de 8 y bajar el siguiente par de 
dígitos (observar este paso en el ejemplo). Ahora escribimos: 


x(40+x) S 423 


Esto explica el que se duplique el dígito de la raíz y el dejar un lugar para un dígito como 
está indicado por el * en el ejemplo. Hemos dividido entre 40 para obtener una estimación 
de x. Este procedimiento está basado en la observación de que 40 es mucho mayor que el 
dígito x, así que dividir entre 40 es casi lo mismo que dividir entre 40 + x. Esta es la razón 
por la cual frecuentemente sobreestimamos x. Vimos en el ejemplo que 9 fue demasiado 
grande, así que 8 es el número buscado. 


El siguiente paso, es esencialmente una repetición del paso anterior. Deseamos encontrar 
el mayor número cuyo cuadrado sea igual o menor a 82 369. Este es un número de tres 
dígitos cuyos primeros dos dígitos son conocidos. Esto es, buscamos el mayor número 
entero x tal que: 


471 


(280 +x)? £ 82369 
78 400 + 2 - 280x + х2 < 82 369 
(560+x)x $ 3969 


m = 7 


Hemos obtenido la raíz cuadrada del cuadrado de un nümero natural. El algoritmo es válido 
V Ne R* y el proceso puede ser continuado después de la coma decimal. Debemos 
aumentar ceros para hacer tantos pares a la derecha de la coma decimal como cifras 
decimales deseemos en la raíz cuadrada. llustraremos con el siguiente: 


Ejemplo 


Encontrar 43,4 con tres cifras decimales: 


3 40 00 00 
1 
240 
224 
1600 
1456 
14400 
11049 


3683 x3 


Si efectuamos la operación hasta la cuarta cifra, encontramos que J/3.4 está más cercano 
a 1,844 que a 1,843. Este paso adicional es menos tedioso que trabajar con los "mínimos 
residuos absolutos". Señalamos, en cambio que podemos mejorar en gran parte la 
aproximación por un sencillo proceso de división el cual se expone en la siguiente sección. 


Método de Newton para la aproximación de raíces cuadradas 
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El método de aproximación de la raíz cuadrada de un número por el proceso de “división y 
promedio" es un caso muy particular del “método de aproximación de Newton” 


El método de Newton está básado en el cálculo infinitesimal y es un método muy eficaz para 
la aproximación de raíces de ecuaciones muy generales. 


En el caso de la aproximación de raíces cuadradas, el método se reduce a una simple 
reiteración o proceso repetitivo. La naturaleza repetitiva del proceso “dividir y sacar 
promedio, dividir y sacar promedio, etc.”, hace que éste método sea muy adecuado para las 
máquinas calculadoras electrónicas modernas. Otro rasgo importante del método de 
Newton es el hecho de que la primera “suposición” la primera vez no significa siempre que 
el trabajo debe ser abandonado y que se deba empezar el proceso desde el principio 
nuevamente; ello pude, más bien, tener como consecuencia que será necesario repetir una 
o dos veces el proceso para determinar una aproximación exacta. llustraremos el método 


Ms A a У 5 ДИУ Ч у MH w———————— -_- 


para encontrar una aproximación de 4300. Marcaremos nuestra primera "suposición" 
A, y las aproximaciones sucesivas A,, Ar: 


Ejemplo 
Encontrar 4.300 


Paso 1 
Puesto que: 17? = 289 < 300 < 324 = 18°, escogemos 17 como una primera suposición 
razonable. 


A, « 17 (primera aproximación) 


Paso 2 


Dividimos el número N entre A,, esto es, 300 entre 17, y al efectuar la división aproximamos 
hasta que haya el doble de dígitos que el de la aproximación previa, redondeando el ültimo 
dígito por uno par. Para encontrar la segunda aproximación A,, tomamos el promedio entre 
este cociente y la aproximación previa. 


e 17,64 
17 9 


Redondeando por el más próximo dígito par, obtenemos 17;64, teniendo este nümero el 
doble de dígitos que A, ahora escribimos: 


17,64+17,00 
Als RRE” 


2 2 = 17,32 (segunda aproximación) 


Observar que A, verifica que nuestra primera suposición fue unabuena aproximación porque 
cuando redondeamos 17,32 por un número de dos dígitos obtenemos A, = 17. A esto 
llamaremos “verificar” en lo que sigue: 


Repitiendo el proceso tenemos: 


300 
а= 17,32 * 17320000 17 321016+17,320000 
2 2 


A, = 17, 320508 (tercera aproximación) 


El hecho de que A, "verifique" a A, implica que A, es exacta hasta dos cifras decimales. A, 
es exacta excepto por la ültima cifra que puede tener un error de 1. 

Para demostrar que una suposición pobre proporciona la misma fracción decimal después 
de algunas repeticiones más del proceso, supongamos que ponemos: 


SED +10 


A¡=10 => Ар = 19. — = 20 
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Obsérvese que A, no “verifica” A,, porque A, redondeando a dos dígitos no es igual a A,. 
Cuando la "verificación" no ocurre, efectuamos la división y aproximamos hasta que haya 
una cifra menos que el doble de cifras en la aproximación previa. 


300 300 
a 20 +20,0 - а LT 17,5 +179000 17.142::17,500 


2 2 2 
А, = 17,321 ^ A, = 17820508 
Ejercicios 
Encontrar y 502,3 redondeando con З cifras decimales 
Encontrar J100  redondeando con 4 cifras decimales 
Encontrar ./0,5023 redondeando con 4 cifras decimales 


Encontrar 3 aproximando a 7 cifras decimales 


Encontrar ./3000 redondeando a 6 cifras decimales. 


mn = DEDS > 


Encontrar ./50 redondeando a 7 cifras decimales. 


Respuestas 
T. 22412 4. 1,7320508 
2. 31,6228 5. 54,772256 


3. 0,7087 6. 7,0710678 


Extracción de la raíz cuadrada de un nümero entero o fraccionario con una aproximación 
dada 


1 
i. Extraer la raíz cuadrada de un número N , entero o fraccionario, en menos de * 


1 
Equivale a buscar el mayor múltiplo de m contenido en /N. Si representamos por 


a. à a este mayor mültiplo, se deduce de esta definición: 
n 

a a+1 
п © Н dem. 
2 2 

а а+1 

= < № < ( ) 

n n 
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тык — M 


а < №2? < (a«1yfy 


a< yNn< a+1 


Por lo tanto, a será, en menos de una unidad por defecto, la raíz cuadrada del producto Nn?; 
de aqui obtenemos la siguiente regla: 


1 
“Para extraer la raíz cuadrada de un número en menos de E ,Se 


multiplica el número por el cuadrado del denominador ( n ), se extrae 
en menos de una unidad la raíz cuadrada del producto, y se da al 
resultado por denominador, el de la aproximación”. 


Ejemplo 


1 
Extraer la raíz cuadrada del 3 007, con un error, por defecto, menor de pose tiene: 


3 007 x 8? = 192 448; cuya raíz cuadrada en menos de una unidad por defecto es: 438 y 
el resultado será: 


438 6 1 
un iei con un error por defecto menor que в 


А a Е А т 
ii. Para extraer la raíz cuadrada de un número N , entero o fraccionario en menos де m 


are 2. 2 Р Е :£ 
se multiplica el número por el cuadrado; 15 )del inverso de la aproximación, se extrae 
m 


en menos de una unidad, la raíz cuadrada de la parte entera del producto obtenido, 


КР: a "NU ИТ - E 
y se multiplica esta raíz por la fracción лү que se expresa la aproximación. 


Ejemplo 
Hallar el valor de 4432, con un error, por exceso, menor de 2/9 
2 81 2 ч 
[432 =5* “= х432 = ә Ў8 748 esta raíz con error, por exceso menor de una unidad 


es 94 


8 2 
x94 = 20 9 con un error, por exceso, menor que 9 


оі № 


432 = 
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dilo M3] RESUELTOS 


Sobre radicación 
(Raíz cuadrada) 


1. Demostrar la prueba de los nueves para comprobar la extracción de una raíz cuadrada. 


Demostración 


Sea N un número, A su raíz cuadrada aproximada en menos de 1 unidad y R el resto de 
la operación. 


La prueba consistirá en averiguar si la raíz A verifica la relación fundamental 


Sip, q y r son los restos de la división por 9 de los números N, A y R, es evidente que: 


А= 9+9 
y por lo tanto А2 = J +g 
R= 94r D 
Sumando A? + В E 9 + (q? 4 r) 
N = up 


Como los primeros miembros de estas dos igualdades son iguales, también lo serán los 
segundos; luego 


9+( +049 +p 
Esta relación manifiesta que p y (q? + г) difieren еп un múltiplo de 9; por lo tanto, si se les 


divide por 9, los restos habrán de ser iguales. 
De esta demostración se desprende la regla siguiente: 
"Para hacer la prueba por 9 de una raíz cuadrada, se eleva al 


cuadrado el resto de la división por 9 dela raíz encontrada, y se añade 
al resto de la división por 9 del resto de la operación. 


Dividiendo por 9 la suma que resulta, el resto habrá de ser igual al de 
la división por 9 del número propuesto”. 


L.Q.Q.D. 
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Hallar el valor de 449375 con 1/10 de aproximación. 


Solución 


1 1 
AB? бәп — аа oro mación sS caos ic^ aed 


10 qoe nx ^t 
parte entera 


Rpta. 222,2 


¿Cuántos números menores que 10 000 son tales que al extraer su raíz cuadrada se obtiene 
48 de residuo? 


Solución 


Los nümeros son de la forma: 
N = K? + 48 < 10 000 pero Raxim =48=2k => К=24 (como mínimo) 
luego К+ 48 < 10 000 ^ К> 24 .. К= 24,................. , 99 

99 - 23 = 76 valores 


Rpta. .. Existen: 76 nümeros 


Después de realizar el proceso de extracción de la raíz cuadrada de un nümero se nota lo 
siguiente: Que la diferencia del radicando menos el residuo por defecto es 729 y la diferencia 
del residuo por exceso menos el residuo por defecto es 5. Hallar el producto de las cifras 
del radicando. 


Solución 


por defecto: R, 
Radicando: МА raíz por defecto: A residuo 


Podemos establecer: N A además: 
Ro 


por exceso: R, 


М =А? + В............... (1) De (1) y (2) 

INI - Fe 729 ..........-- (2) А2 = 729 лА = 27 

РЕ It ЕС (3) Ое (3) у (4): 

Por propiedad: 2R+5=2(27)+1> В = 25 
R' + А = 2А + 1....... (4) № = 272+ 25 = 754 

Rpta. -. Producto pedido: 7 x 5 x 4 = 140 
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Hallar la suma de los números de la formaabai, tales que su raíz cuadrada es de la forma 
cl- 
Solución: 

N = abal ^ JN = c1, además: 10° <N < 10* 


32 «JN «99 ó 32 < ci < 992 c- 4 hee. ; 9 para que la segunda y cuarta cifras 
de N sean iguales: 


c=8 э 81?-6561 
с=9 > 91?-8281 
Rpta. -. Suma pedida = 6 561 + 8 281 = 14 842 


Hallar un número entero “N” tal que al extraerle su raíz cuadrada se obtiene por resto 13 y 
tal que si se le aumentan 98 unidades a "N" su raíz cuadrada aumenta en una unidad y es 
exacta. 
Solución 
Podemos establece: М = Ҝ + 13 2k + 1 = 98 + 132 k-55 
De aquí < 
N + 98 = (к + 1)? 2 N = 55? + 13 = 3 038 


Rpta. № = 3 038 


Sabiendo que 2a0b5 tiene raíz cuadrada exacta; hallar el valor de esta. 


Solución 
2a0b5 = k? = b=2 (por propiedad); luego: N = 24025; pero 
k- m5 = 22025 = 1m5^ — 20025 + 1000a = 11025 + 2100 m + 100 m? 


= 9 000 + 1 000a = 2100 m + 100 m? — 1000 (9+a) = 100 m (21 + m) 
ec»mpze4 
-. 2a0b5 = 21025 = 145? 


Rpta. Raíz = 145 


La diferencia de las raíces cuadradas aproximadas por exceso y por defecto de 10 es 0.1; 
hallar la suma de dichas raíces. 


Solución 


2 
Se cumple: Ло => (2) —410- Zin) raíz por defecto 


m 
n 


+. Y10 = EIU * 1) raíz por exceso 


a a a 1 
Por dato: pO 0-50 dm 0.1- — 


10 
|. 31 234 
Luego: uox 10? = 109 шу 10 
32 
ak E 


Rpta. 23/1 + 3,2 = 6,3 


¿Cuántos números enteros menores que 100 000 al extraerles su raíz cuadrada se obtiene 
221 de residuo por exceso. 


Solución 


Los números son de la forma: N =q? + R 
= (9+ 1) - 


Por propiedad: 2q+1>F' > 2q+1> 221 > q 2 110 
Por condición: 92 - В’ < 100 000 > q? < 100221 > q <316 
Аа 110; 11461123113: t ; 316 
A MHp-——————————— 


Total = 316 - 109 = 207 
Rpta. -. Existen 207 números. 


Hallar cuántos números menores que 10,000 existen tales que al extraerle su raíz cuadrada 
esta termine en 4 y dé un residuo igual a 28. 


a) 6 b) 7 c)8 d)9 e) 10 


Solución 
Sea N el nümero. Podemos establecer: 
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11. 


12. 
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(2) en (1) : 
А? + 28 < 10 000 > А < 99,......... 


pero: o 4 ..A puede tomar los valores: 
4; 14; 24; ..; 94 (10 valores) 


Rpta. 2. Existen 10 números. 


¿Cuántos números de 4 cifras existen tales que al extraer su raíz cuadrada se obtiene por 
raíz y por residuo el mismo número? 


Solución 


Sea N el número: 


1000 < № < 10000 (1) además : М ДА =№= А°+А................ (2) 
А | 


32« JN <99,.. = А = 32; 33; ...; 99 (68 valores) 
Rpta. Existen 68 números 
* Otra forma: (2) en (1) 
1000 < A?+A «10000 


1000 < А (A+1)< 10 000 
+ d 


32 33 
Е 2 68 valores. 
99 100 


Hallar "a" sabiendo que al extraer la raíz cuadrada al nümero: (a-2)(a- 2)(а - 2)(а - 2) se 
obtiene por raíz: aa y por residuo (a + 2)(a +2). Hallar cuántos divisores tiene el número: 
(a-2)a-2)a-2)a - 2). 


Solución 


(a-2(a- 2)(a-2)Y(a-2) 


(а +2)(а +2) 


13. 


14. 


a>2 


(а—2)(а-2)(а—2)(а—2) = aa +(а+2)(а+2) 
<7 


1111a- 2222 = 121a?+ 11a +22 — 1 100a- 121a? = 2244 


=11a(100 - 11а) = 2244 = a(100 - 11а) = 204 = 2 x 3 x 17 


Se deduce que: 100 - 11а = 17 17 -2-11a = 17 


—11a«2 = 17 5а=6 


Rpta. a = 6 


Hallar un número entero sabiendo que al extraerle su raíz cuadrada por defecto y porexceso, 
se obtiene como suma de sus raíces 47 y por diferencia de sus residuos 7. Dar como 


respuesta la suma de las cifras del número, si este es el mayor posible. 


Solución 


Podemos establecer: 


Defecto: Y N p > A c (1) 
R 
p 


(Арен A (2) 


Exceso: N А+1 > N 
R' 

Por propiedad: А+ В = A+A+1 = vd» = E 

A 


Por dato : R-R'z7 23 


М = 232 + 27 = 556 Suma pedida: 5 +5 + 6 = 16 


Rpta. 16 


] A 1  — 
Hallar la raíz cuadrada de 143.3 con 10 de aproximación. 


Solución 
2 
2 143,333.......... x19. - A 183333 =2 119-119 
10 1 10 10 
Rpta. 11,9 


481 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Laraíz cuadrada por exceso de un nümero es 27 y el residuo por defecto es el mayor posible; 
hallar dicho nümero. 


Solución 


N = El número buscado. 
N = 27°-2х26 = 677 


Rpta. 677 


Poner una V cuando la proposición sea verdadera y una F cuando sea falsa: 
i) Un número que tiene 2n divisores puede ser cuadrado perfecto (n +0 n e N) 


ii) El producto del M.C.D. y M.C.M. de tres números puede ser igual al producto de dichos 
nümeros. 


iii) La suma de los residuos por exceso y por defecto de una raíz cuadrada es igual a la raíz 
por defecto. 


a) FVF b) VFV c) FFV d) FFV e) VVV 


Teoría 
Rpta. A 


Poner una V cuando la proposición sea verdadera y F cuando sea falsa: 
i) Un cubo perfecto no puede terminar en 75. 


ii) El M.C.M. de tres números consecutivos puede ser igual al producto de dichos 
nümeros. 


iii) La raíz cuadrada del producto de dos números que difieren en 2 unidades, es el menor 
de ellos. 


а) FFF Ы) РУМЕ  c)FVV  d)VFF e) VVF 


Teoría 
Rpta. C 


Los residuos por defecto y por exceso de extraer la raíz cuadrada de un nümero están en 
la relación de 5 es a 2 y suman 21. Hallar el nümero. 


Solución 

Sea N el nümero: Por condición: 
ie da BOO gm? (1) 
М = (9+ 1)?-R Fm R«R 7 ООСО се 


meo 0—0 ә -— e 


19. 


20. 


Por propiedad y por dato: R + R’ =q + (q + 1) = 21 > q = 10 en (1) 


5 
Ime 7 Х21 = 15лА=6 


Rpta. 115 


„М =1@+15=11°-6= 115 


La raíz cuadrada de un cierto nümero es 4.5 dicho número es 7 -3y 5 - 1; hallar la suma 


de las cifras del mínimo valor que puede tomar diho nümero. 


Solución 


Sea N el nümero. Para que sea lo menor posible, N debe tener raíz exacta, es decir que 


R20 
Por condiciones: 
= 7-8 = 7 +4 N- Ай, 7 
N=5-1 аф También N=5+4 Mb N-4-5 
Ы EL 
=: N- 4 = M.C.M(5; 4; 7)=140 
N = 14044 
óc М = 144 S pedida: 1+4+4 = 9 
Rpta. 9 


¿Cuántos términos de la sucesión: 13; 16; 19; 22; ...; 613, resultan tener raiz cuadrada 


exacta al sumárseles 2? 


Soiución 


Los términos de la serie son de la forma: 


Para cumplir la condición del problema: 


13З+3Зп+2 = K => 1543n = е > 3З(5+п) = К? 


eben = 3р7 MESS ey 


De (1) y (2): 


3p-5«200 = ps = 
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1 
= р°< 68 =.р<8:_.. 


Rpta. Existen 7 nümeros 


: ¿e 5 2 2 
21. Los residuos por def&cto y por exceso de extraer la raíz cuadrada de un número están en 
la relación de 5 es a 2 y suman 21. Hallar el nümero. 


Solución 


С Жа ЕА а 
таш a es (1) 


y en (1): 
5 
Н = 700) =15yP=6 
Luego: 
М = q2+R = 102 + 15 
Rpta. М = 5 


22. Hallar la suma de los números de la formaaba1 tales que su raíz cuadrada es de la forma 
ci. 


Solución 
N = abai УМ = c1 


10% < N < 10° 
> 32 < № <99 > c= 4;.;9 
Para que la 2? y 4? cifras de N sean iguales: 


c 


8 э 812 = 6561 


с = 9 — 91? = 8281 


Rpta. ..S = 6561 + 8281 = 14842 
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Extracción de la raíz cúbica de un número entero o fraccionario con una aproximación dada. 


1 
i. Extraer la raíz cúbica de un número N, entero o fraccionario en menos de - 


- 1 "m 1 
Extraer la raíz cübica de un nümero N en menos de = е5 buscar el mayor múltiplo de Е 


contenido еп 3N . 


1 
Si representamos por a х =, este mayor mültiplo, tendremos por definición: 


a a+1 

а uei 

n n 
Elevando al cubo: 

3 3 

a a+1 

а? м8 E 
n 


y multiplicando por n?: 
аз < N х r?«(a + 1) 


de donde deducimos: 


a< Мп <a + 1, 


Por lo tanto, a será, en menos de una unidad por defecto, la raíz cúbica del producto N х п?, 
de lo que se deduce la siguiente regla: 


i 1 
"Para extraer la raíz cübica de un nümero en menos de = ѕе 


multiplica dicho número por el cubo del denominador n, se extrae en 
menos de una unidad la raíz cübica del producto y se da al resultado 
por denominador el de la aproximación." 


Ejemplo 


1 
Extraer la Уз en menos de 10" 
E Se tendrá: 3 x 10° = 3 000. La raíz cúbica en menos de una unidad de 3 000 es 14 ó 15; 


14 15 
por lo tanto 10 У 19 Serán las raíces cúbicas por defecto y por exceso respectivamente en 


1 
menos de 10 ; 
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TP wn P , 4 m 
Extraer la raíz cúbica de un número N, entero o fraccionario, en menos de Ae 


T m p m 
Extraer la raíz cübica de N en menos de m es buscar el mayor múltiplo de РТ contenido 
en YN 
Según esta definición, si a x = es el mayor mültiplo, se tendrá: 


m m 
ax— < УМ «(ac 1) х — 
n n 


Elevando al cubo: 


3 3 

m m 

ax -z <№<(а+ 1) x —- 
n n 


T m? . 
y multiplicando —5- , resultará: 
n 


m? 
a «Nx—, <(a+1) o sea: 
n 


— ^ 3 Nxr? 
Por lo tanto, a será la raíz cübica, en menos de una unidad, del nümero z y ésta se 
m 


obtendrá sacando la raíz cúbica de la parte entera en menos de una unidad. 


AT m 
“Para extraer la raíz cúbica de un número en menos de y se le 


3 
sai n Р 4 е 
multiplica por el cubo =z del inverso de la aproximación, se extrae 
m 


la raíz cúbica de la parte entera del producto en menos de una unidad 


m 
y se multiplica la raíz obtenida por el quebrado q Que expresa la 
aproximación." 
Ejemplo 
— 22 2 
Extraer la raíz cübica de u en menos de 7 
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22 472 
Se tendrá adr = 1345 , la raíz cúbica de 134 en menos de una unidad es 5, luego 


RAIZ CUBICA 


Raíz cübica exacta en N. 


Definición 1 


Se llama raíz cúbica exacta de un número А є N, a otro a є М 
tal que: 
Ya=a œa = А, VAEN, ає м 


Raíz cúbica entera en м: (inexacta) 


Definición 2 


Se llama raíz cübica entera, o raíz por defecto en menos de una unidad, de un nümero, al 
mayor nümero natural cuyo cubo está contenido en dicho nümero, y se llama raíz cübica por 
exceso en menos de una unidad, al nümero natural que se obtiene aumentando una unidad 
a la raíz cübica entera. 


Si аз <А < (а + 1) se puede escribir: 


YA= a ду Ut a (a) 


Resto por defecto (R): Es la diferencia entre el número y el cubo de su raíz cúbica entera 
о por defecto. De (a): 


AS LA 4 а.., (B) 


Resto por exceso (R'). Es la diferencia entre el cubo de la raíz por exceso y el número. De 
(o): 

Вч аяу AM cma e oem oe бет (x) 
De (B) y (y) se deducen las siguientes propiedades: 


i La suma de los restos por defecto y por exceso de una raíz cübica es igual al triple del 
producto de las raíces por defecto y por exceso más 1. 


R«R 


A-a + (а + 1)? - А 


А+ ВА’ 


аз + За? + За + 1 - аз 


487 


ii El resto obtenido al hallar la raíz cúbica entera de un número no puede exceder al triple 


producto de las raices por defecto y por exceso más 1. 


En efecto, de (4) se deduce que cualquier residuo: 


ME EG o 37 i T DUE A: 


iii — El residuo máximo de una raíz cúbica es igual al triple del producto de las raíces por 
defecto y por exceso. 


El algoritmo de la raíz cúbica 
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El algoritmo de la raíz cúbica es el proceso aritmético para encontrar o aproximar la raíz 
cúbica de un número. Revisemos el proceso: 


Ejemplo 1 


Paso 1. 


Paso 2. 


Paso 3. 


Hallar 3/40 001 688, 


Separar los dígitos en grupos de tres hacia la 
izquierda, empezando de la coma decimal. Cada 
grupo determina un lugar en la raíz cúbica (El 
último grupo de la izquierda puede estar incomple- 
to, es decir que puede tener 1 ó 2 cifras como en 
este caso). 


Encontrar el mayor entero cuyo cubos es menor o 
igual que el número designado en el primer grupo 
de la izquierda. 


3? = 27<40<64 = 4? 


3 será la primera cifra de la raíz. Elevar 3 al cubo 
y restar de 40. 


Obtenida la diferencia, se procede a "bajar" el 
siguiente grupo; el nümero que se forma (13 001), 
se divide + 100 y la parte entera (130) se divide 
entre el triple del cuadrado de la raíz hallada hasta 


3/40' 001 688 225 


340 001 688 


27 
13 
3/40 001 688 a? 
27 130 | 3(3*) 
4 
130.01 


el momento; esto para “aproximar” la siguiente 

citra de la raíz (en este caso 4). 

El cociente hallado puede ser la siguiente cifra de 3/40 001 688 
la raíz (en este caso 4); para comprobar, se eleva 

al cubo la raíz lograda hasta el momento (34) y se 39 304 
debe obtener un nümero menor o igual que el 697 
formado por los dos primeros grupos. 

Como 34? = 39 304 « 40 001 recien podemos 

asegurar que 4 es la siguiente cifra de Іа гаї; si no 

se hubiera comprobado esta relación se hubiera 

tenido que analizar con valores menores que el 

cociente de la división (nunca una cifra puede 

sobrepasar al cociente calculado, en todo caso 

puede ser menor). T 


130 «(3x3*) = 4 


Paso 4. 


El cubo de la raíz hallada hasta el momento se 3/40 001 688 
resta del nümero formado por los 2 primeros 

grupos y obtenida la diferencia se baja el tercer 39 304 
grupo y se repite el paso 2, es decir el nümero 697 688 
formado (697 688) se divide +100 y la parte entera 

se divide entre el triple del cuadrado de la raíz 

parcial, para aproximar la siguiente cifra de la raíz 

(en este caso 2). 

Se eleva al cubo la raiz y se debe obtener un 

nümero menor o igual que el radicando. 


130 «3(3Y = 4 


6976 + 3(34)? - 2 


3/40 001 688 
Сото 342? = 40 001 688 -40 001 688 
: 0 


3/40 001688 = 342 


Nota: El proceso puede ser continuado después de la coma decimal, para ello se agregan 
tantos grupos formados por 3 ceros como cifras decimales se quieran calcular. 


РАОВІЕМАЅ RESUELTOS 


Sobre radicación (raíz cúbica) 


1. Demostrar la prueba de los nueves para comprobar a extracción de una raíz cúbica. 


Demostración: 


Sea N un número, A su raíz cúbica en menos de una unidad y R es resto de la operación. 
Podemos establecer que: N = А? + R 

La prueba radica en verificar esta igualdad. 

Consideremos que sean: p, q y r los restos de la división por 9 de los números N, A y R 
respectivamente. Entonces: 
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> 
" 
©! 
+ 
n 
D z 
mE 
©! ol 
t + 
3 
^ а 
5 2 
w| — 


(1) + (2) = (3): аР 
9 +0+9 +г= 9 +р 29 +р = 9 + (4 +1) 


La diferencia р - (q? + г) debe ser 9. y Si se dividen por este nümero los restos deben ser 
iguales. m 


2.  Hallarladiferencia entre la raíz cúbica aproximada por defecto y la raíz cuadrada aproximada 
por exceso de 20 con un error menor que 0,2 para ambos casos. 


Solución 
^in 
am 5 
1 13 
{20 = 5 V20x5° = = 1/5 Бб = (defecto) 
4/20 = —4 20x5? = 2/80 == (exceso) 
13 10 
> жы. e e. c m 2 
Nos piden 5 5 5 
Rpta. 2 


3.  Elproducto de dos nümeros compuestos tiene raíz cübica exacta e igual a 21. Si el cociente 
de ellos es un nümero entero; hallar su diferencia. 


Solución 
Sean "a" y "b" los nümeros compuestos. 
a 
SYab-221— axb = 3° х 7? como m n (entero) 
а= F rab 28007 - a-b = 3x7 (3x7 - 1) = 420 
Rpta. 420 
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E! residuo por exceso al extraer la raíz cübica de un nümero es una unidad mayor que el 
residuo por defecto. Si ambos residuos suman 1 801; hallarla raíz cübica por exceso de dicho 
nümero. 


Solución 

Por dato: 

3, 

à 9.3 NE qUe A 
R'+R = 1081 ‚ R'- 901 
R-R=1 "P a. 900 

3 

n ESN = (q+1P -R 


Por propiedad: R'+ R = 3q(q+1)+1 = 1801 > 9 (9 + 1) = 600 = 24x25 


Rpta. 29 =241q+1 = 25 (raíz por exceso) 


¿Cuántos números existen, tales que al extraerles su raíz cúbica resulte inexacta y se 
obtiene por residuo; su residuo máximo, siendo este menor que 1 518? 


Solución 


Sea “q” la raíz cúbica por defecto y (q + 1) la raíz por exceso. 


Por propiedad: Ramo = 39 (q + 1) 


Por dato : За (q + 1) < 1518 = З (9 + 1) - 15 18 <0 
3 (q + 23) (q - 22) < 0 
€ q<22 

Rpta. za. & liie te ;21. Existen 21 nümeros 


Hallar el valor de N si sabemos que al extraerle su raíz cübica se obtiene un residuo máximo 
ysiextraemos laraíz cübica de N aumentado en 1 801; obtendremos nuevamente un residuo 


máximo. 


Solución 


Por condición: N=k?-11N+1801 = к? - 1. Si añadimos una unidad alos dos números, 
la diferencia entre ellos va a seguir siendo 1 801 y los dos serán cubos perfectos: 
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kj-k? = 1801. Sik, = К, + a tendríamos: 
(к, + а) - К? = 3a?k, +Зак? + а? = а(Зак, + 3 к2 + а?) = 1 801 
=a [3к,(а+к,)+а?| -1 801x 1 © а=1 


luego : ЗК, (k, + 1) +1 = 1801> k, (k, +1) = 600 = 24х25 da 


Rpta. „. М = 249-1 = 13823 


7. ¿Cuántos números enteros existen tales que al extraerles su raíz cúbica, ésta resulte 
inexacta y se obtenga por residuo, su residuo máximo, siendo este menor que 2 466. 


Solución 


Por condición de residuo máximo: 


SU N A 3A (A + 1) « 2 466 

3A(A +1) 
A (A + 1) < 822 J822 = 28 
те 
гаа) 


М = A? + ЗА(А + 1) 
28 29 
N tomará tantos valores como valores pueda tomar А, pues A puede tomar 28 valores. 


Rpta. ~. Existen 28 números 


8. Siun número es 7 + a. Hallar el valor de "a", sabiendo que al extraerle la raíz cúbica del 


número, se obtiene por raíz un 7 + 5 y por residuo un 7 + 6. 


Solución 
3м А - N=7+a А = 7 +5 = 7 +6 
R Como 
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10. 


= (7 +5)? +7 +6 


+a 
+a =7 12587 +6 
+a 


^M Nie Ni 


aR (ле ® 


Rpta. a = 5 


La suma de los residuos por defecto y por exceso de una raíz cübica es 5167 y el primero 
excede al segundo en 267. Hallar el número e indicar su residuo entre 5. 


Solución 

Sea N el número. YN AW FINE? RE. (1) 
R 

Por dato: R-R' = 267 


Por dato y prop.: R+R = 5 167 = 3(A) (A + 1) + 1 


R A = 41 


1 

№ 
ч 
= 
E) 


ES 


N = 419+2717 = 71 638 = 5 +3 


Rpta. Residuo: 3 


Hallar cuántos números comprendidos entre 1 000 y un millón existen tales que su raíz cúbica 
terminen en 6 y su residuo sea 845. 


Solución 
YN ILA > М = А+ 845 ЛА =. 6 
845 

1 000 < N < 1 000 000 

También: 1 000 < A? + 845 « 1 000 000 
155 « A? « 999 155 
5, ... < A < 99,... 

Como ЕДИ. 6, sólo puede tomar los valores: 


6; 16; 26; ...; 96 (10 valores) 


Rpta. .. Existen 10 nümeros 
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11. Elresiduo por exceso al extraer la raíz cúbica de un número mayor es una unidad mayor que 


el residuo por defecto. Si ambos residuos suman 1801, hallar la raíz cübica por exceso de 
dicho nümero. 


Solución 
R'-Rz1 R - 900 
— 
В+ В’ = 1801 R' 2 901 
Además: 
В+ В’ = Зд (9 + 1) + 1 = 1801 
а (9 + 1) = 600 = 24х25 
q = 24 
N = Ф +В = (q+1-P 
Raíz por exceso: 
Rpta. .Ч+1 = 25 


12. El producto de 2 números compuestos tiene raíz cúbica exacta e igual a 21. Si el cociente 
de ellos es un nümero entero, hallar su diferencia. 


Solución 


Yaxb = 21 


>axb = Y x7? 


a 
УБ = (entero) 


como: a y b compuestos: 


a аг Xi 


b 3x7 


a-b = 3x7(3x7-1) = 21x20 


Rpta. a-b = 420 


13. Hallar el número NORMA 1, si se sabe que al extraerle su raíz cúbica se obtuvo 
AN de raíz y AN7 de residuo. Dar como respuesta N + O + R + М + A. 
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qae M "р; | M 


Бай 


o > сете еар — 


чы E a 


Solución 


NORMA 1 = AN + AN7 
Para que el resultado termine en 1 АФ =. 46М№=4 
Luego: NOR = А = #40А = А © А=7 


- NORMA 1 = 74? + 747 = 405 971 


Rpta. М.О + А+ М+А +1 = 4+0+5+9+7+1 = 26 


d: [e]:]8 3^ *:] PROPUESTOS 
d I-ES cX——---—-— ——— 


Sobre radicación 
Raíz cuadrada 


1. ¿Cuáles la raíz cuadrada de 350 en menos de 2/9? 


1 2 1 4 2 

18— 18— 18— 18— 18— 

gus WIL die^ DUES Ss 
2.  Hallar e valor de 4/432  , con error, por exceso, menor de 2/9. 

6 1 3 8 

19— 20— 20— 20— 

a) 7 b) 20 с) 2 d) л е) 9 


1 
3.  Extraer la raíz cuadrada de 3 007, соп un error, por defecto, menor de 8 


6 1 3 3 
а) 549 Ы) ssl с) 542  d)s4 532. 
a Eb NT ) 


4.  Hallar la raíz cuadrada de 3 078, con un error, por defecto, menor que 512. 


E 


1 5 
a) 555 b)55.5 с) 551; 


d) 55 e) N.A. 


51 1 
5. Hallar el valor de E con un error, por defecto, menor que т: 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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¿Cuántos números pares al extraerles su raíz cuadrada por defecto con 1/5 de apro- 
ximación se obtiene 12,4. 


a)6 b)7 c)8 d)4 e)3 


Hallar un nümero entero sabiendo que al extraer su raíz cuadrada por defecto y por exceso: 
se obtiene como suma de sus raíces 47 y por diferencia de sus residuos 7. Dar como 
respuesta la suma de las cifras del nümero, si este es el mayor posible. 


a) 12 b) 16 c) 17 d) 20 e)8 


Hallar la raíz cuadrada de la siguiente expresión: 


E = 12321, + 2320 


(30) (30) 


a) 961 b) 900 c) 343 d) 1444 е) 121 


Hallar a x b si : 


a)8 b) 14 c) 24 d) 15 e) 24 


“п” ceros "n" seas 
Dar como respuesta, la suma de sus cifras. 


а) 1 b)2 оз . d e)5 
Si al extraer la raíz cuadrada de abca por defecto, se obtiene como raíz di y como residuo 
a2. Hallar (a + b + c + d). 


a) 20 b) 21 c) 22 d) 23 e) 24 


¿Cuántos números de cuatro cifras existen tales que al extraer su raíz cuadrada se obtiene 
por raíz y por residuo un mismo número? 


a) 66 b) 67 c) 68 d) 69 e) 70 
Hallar “a” sabiendo que al extraer la raíz cuadrada al nümero:(a - 2)(a - 2)(а—2)(а - 2) 


se obtiene por raíz: aa y porresiduo: (a +2)(a +2). Hallar cuántos divisores tiene el número: 
(a-2)(a - 2)(a - 2)(a - 2) 


14. 


a) 6 b)2 c)8 d) 16 e)4 


En el proceso de extracción de la raíz cuadrada de un número que es 7 + 6, se obtuvo una 


raíz por defecto que es 7 y un residuo por defecto que es de la forma aa. Hallar “a”. 


a)5 b)4 c)3 d)2 e) 1 


Raíz cübica: 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Los siguientes números son cubos perfectos: 9 7336; 314 432; 551 368. Determinar la suma 
de las raíces cübicas de estos nümeros. 


a) 186 b) 204 c) 146 d) 174 e) 196 


¿Cuál es la raíz cúbica de 3 520 en menos de 2/7? 


101 106 104 93 
a) 7 b) 7 с) E d) = е) МА. 
Hallar la raíz cúbica ае: 16y8,,,. Dar la respuesta en base "n". 
a) 10 b) 11 c) 21 d) 12 e) El número no tiene raíz cúbica exacta 
Sabiendo que el número: aa(a + 1)(a — 1)(а + 1)(а+ 1) tiene raíz cúbica exacta. Hallar la suma 


de la raíz cúbica más “a”. 


a) 98 b) 99 c) 100 d) 101 e) 102 


2—8: 221. шый 
Si: азь = 40p5q349. Hallar a + b. 


a) 13 b) 17 с) 15 d) 14 e) 16 


Si ab es la raíz cübica del cubo perfecto abcd8, hallar a + b + c + d. 


a) 17 b) 18 c) 15 d) 21 e) 11 


Extraer la raíz cúbica y la raíz cuadrada del número: N= a(a +2)(a + 2)(a + 1)(a +2) 
si son exactas. Dar como respuesta la suma de dichas raíces. 


a) 218 b) 205 c) 252 d) 260 e) 180 
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Clave 


C ERE pr Um s c n — -_ 


- 


A A эр” 


so ii e чуру cun 


Soi O ae AAA E) A MA E, чари, 


Capitulo 14 


Patrones pnmarios en los que se funda la validez universal de 
todas la medidas mecánicas: el metro, distancia a 0°C entre 
dos trazos paralelos marcados sobre ia barra de platino-iridio 
conservada en la Oficina Intemaciona! de Pesas y Medidas de 
Sévres (Paris): el kilogramo-masa. masa del bloque de 
platino indio conservado en el mismo tugar, el segundo solar 
medio. 85.400* del día solar medio, que es 1/365 242 del aho 
trópico, intervalo entre dos equinoccios de primavera, o sea la 
B6.164* pane del día sedéreo, intervalo entre dos pasos de una 
misma estrella por un mendiano determinado 


SISTEMAS DE MEDIDAS 


Definida una operación de medida, se dispone 
de una serie de órdenes, las divisiones de una 
escala y de un método para asignar cada 
resultado a un orden, sin ambigüedad. La física 
bebe de esta fuente las informaciones básicas, 
punto de partida y de llegada de su misión. 

El nombre de las magnitudes físicas -como 
masa, longitud y tiempo- son nombres pro- 
pios de otras tantas operaciones de medida. 
Usando instrumentos establecidos, siguiendo 
un rígido protocolo y refiriéndose a un patrón al 
que se ha llegado por acuerdo Universal, se 
obtienen mediante las medidas resultados vá- 
lidos paratodos, porque son comprobables por 
cualquiera; no porque se repitan exactamente, 
sino porque su alejamiento de un valor central 
depende solamente del accidente fortuito. No 
se han abolido los errores, ni siquiera en las 
medidas más precisas, pero el riesgo de come- 
terlos es constante y previsible. 
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SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES 
SISTEMA LEGAL DE UNIDADES DEL PERU 


INTRODUCCION 


El presente trabajo tiene la intención de proporcionar a los estudiantes del Centro Pre Universitario 
los conocimientos básicos en relación a los cambios que se establece en el SI (SISTEMA 
INTERNACIONAL DE UNIDADES). 


Dado que nuestro país, por LEY 23560, ha aceptado este sistema, se hace necesario poner 
cuidado para asegurar que se use la terminología correcta y que se apliquen prácticas uniformes, 
para eliminar errores y facilitar el intercambio de conocimientos y mediciones. 


El propósito básico, pues, de este capítulo, es hacer conocer el SI a nuestro estudiantado, tarea 
que le será facilitada por el hecho de haber ya estudiado el SISTEMA METRICO DECIMAL, lo que 
permitirá poner en relieve las diferencias entre ellos. 


Antes de empezar la explicación de las diferentes normas que constituyen la forma de utilización 
del SI, debemos tratar de contestar la siguiente interrogante: 


¿PORQUE LA COMA (,) COMO MARCADOR DECIMAL?O 


Las razones por las cuales se escogió la COMA (,) como signo para separar en un número la parte 
entera de la decimal pueden considerarse, en cierta forma, como un cúmulo de razones sencillas 
y hasta un tanto humildes en su concepción individual. 


Sin embargo, todas ellas en conjunto explican porque la coma fue escogida como signo ortográfico 
en la escritura de números: 


01. La coma es reconocida por la ORGANIZACION INTERNACIONAL DE NORMALIZACION 
- ISO - (esto es, por alrededor de 90 países de todo el mundo) como único signo ortográfico 
en la escritura de nümeros. 


02. La importancia de la coma para separar la parte entera de la decimal, es enorme. 
Esto se debe a la esencia misma del Sistema Métrico Decimal; por ello debe ser visible, no 
debiéndose perder durante el proceso de ampliación o reducción de documentos. 


03. La grafía de la coma se identifica y distingue mucho más fácilmente que la del punto. 


(0 LEY №23560 
Establécese, por la presente Ley, el SISTEMA LEGAL DE MEDIDA DEL PERU, cosntituido por: 


A. Las unidades del SISTEMA INTERNACIONAL (SI), compuesto por unidades básicas, suplementarias y derivades. 
B Los múltiplos y submúltiplos decimales del mencionado Sistema. 


A partir del PRIMERO DE ENERO DE 1985 será obligatoria la enseñanza del SISTEMA LEGAL DE UNIDADES DEL PERU entodos los centros 
y niveles del Sistema Educativo. 


€) Texto tomado de la GUIA PARA LA ENSEÑANZA DEL SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES (SI), editado por el 
Instituto de Investigación Tecnológica Industrial y de Normas Técnicas (ITINTEC). 
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04. 


05. 


06. 


07. 


оа. 


09. 


La coma es una grafía que, por tener forma propia, demanda del escritor la intención de 
escribirla; el punto puede ser accidental o producto de un descuido. 


El punto facilita el fraude; puede ser transformado en coma, pero no viceversa. 


En Matemática, Física y, en general en los campos de la Ciencia y de la Ingeniería, el punto 
es empleado como signo operacional de multiplicación. 


Esto podría llevar a error o causar confusión; no es recomendable usar un mismo signo 
ortográfico para dos propósitos diferentes. 


En nuestro lenguaje comün, la coma separa dos partes de una misma frase, mientras que 
el punto detalla una frase completa. 


Porconsiguiente y teniendo esto en cuenta, es más lógico usarla coma para separar la parte 
entera de la parte decimal de una misma cantidad. 


Es una regla estricta que el marcador decimal debe tener siempre, por lo menos, una cifra 
asuizquierda y a su derecha. Sin embargo, en países donde se usa el punto como marcador 
decimal, se escribe, muy a menudo, expresiones como: 


.25 en vez de lo correcto 0.25 


Esta forma incorrecta de escribir nümeros decimales puede tener consecuencias muy 
graves, por ejemplo: 


Si un doctor prescribe .25 mg. en una receta y no marca claramente el punto, la enfermera 
o el farmacéutico puede fácilmente leer 25 mg. y como consecuencia puede preparar para 
el paciente una dosis cien veces mayor de la medicina recetada, lo cual podría ocasionarle, 
inclusive, la muerte. Si el doctor hubiera escrito 0.25 mg. esto no pasaría; aün en el caso 
de no haber escrito con claridad el punto, se leería O 25 mg. grafía que inmediatamente y 
por su misma naturaleza hace comprender que el marcador decimal no se ha escrito. 


En los países métricos donde se usa la coma como separador decimal, el caso anteriormente 
descrito es prácticamente imposible que se de ya que la coma es una grafía mucho más 
visible y fácil de identificar. 


Una de las más importantes razones para aceptar el Sistema Internacional de Unidades - 
SI-, que no es otra cosa que el Sistema Métrico Decimal modernizado, es el de facilitar el 
comercio y el intercambio de conocimientos e informes en un mundo métrico. 


La coma se usa como marcador decimal en toda Europa continental y en casi toda Sud- 
América. 


Aladoptarla coma, pues, se adopta una práctica aceptada mundialmente, lo que nos permite 
usufructuar, sin confusiones ni dudas, el intercambio mundial de ciencia y experiencia. 
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10. Por último y como razón anecdótica, no nos olvidemos de las moscas ... el * recuerdo “ que 
ellas dejan de su paso es y ha sido siempre un punto: no conocemos ningün caso( desde 
que la humanidad conoció la escritura) en que la serial de su paso haya sido una coma 


VENTAJAS DE LA UTILIZACION DEL SI Y SLUP* 


Las ventajas de la utilización del SI se mencionan a continuación: 


О  Racionaliza, sistematiza y simplifica el proceso de educación, porque es más fácil de 
enseñar, aprender y recordar que cualquier otro sistema de unidades de medida. 


Racionaliza la inscripción de ecuaciones y fórmulas. 

Incrementa la utilización internacional de textos, material didáctico y educativo, 
Facilita la investigación y el desarrollo armónico de la ciencia y la técnica. 
Perfecciona los métodos y medios de medición. 


Facilita el intercambio de información científica y técnica. 


Пп ш O10 € E 


Posibilita una mayor standarización y normalización internacional de productos en general, 
maquinarias, equipos y medios de medición. 


О Facilita el manejo de datos a través del computador. 


Facilita la contabilidad y el control, produciéndose así una reducción en el desperdicio de los 
recursos. 


О La adopción del SLUP facilitará el ingreso de los productos peruanos en los mercados de 
exportación. 


Todas las ventajas del Sl (que también son del SLUP, se pueden resumir en la siguiente frase: 


El SI es un sistema sencillo, práctico y coherente. 


MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DECIMALES EN EL SI 


Para escribir los números decimales los cuales pertenecen a medidas que sean múltiplos o 
submúltiplos de otras medidas, se agrupan en grupos de tres (3). 


Ejemplo 
763 km 763 000 m 


5,87 x 107m 0,000 000 587 m 


9 Texto tomado de la GUIA PARA LA UTILIZACION DEL SISTEMA LEGAL DE UNIDADES DE MEDIDA DEL PERU (SLUP), 
editado por el ITINTEC (Servicio Nacional de Metrología - DAL - ). 
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En el siguiente cuadro se detalla los prefijos que se utilizan preferentemente en el SI: 


PREFIJO | FACTOR | SIMBOLO VALOR NUMERICO 


1 000 000 000 000 000 000 
ng ‚е 1000 000 000 000 000 
malesdelasuni- ны 
dades de medi- 1 000 000 000 


da del SI 1 000 000 


1 000 


0,001 

Para formar sub- 0,000 001 

ip acd y 0,000 000 001 

des de medida SI 0,000 000 000 001 
0,000 000 000 000 001 
0,000 000 000 000 000 001 


Otros prefijos SH 


Para formar 
mülliplos deci- 
malesdelasuni- 
dades de medi- 
da del SI 


Para formar sub- 
múltiplos decima- 
les de las unida- 
des de medida SI 


MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS 


Los mültiplos y submültiplos de una unidad principal se forman anteponiendo al nombre de la 
unidad principal, los siguientes prefijos: 


MEDIDAS DE LONGITUD 
SUBMULTIPLOS DEL METRO 


Decímetro d 10 “о 
Centímetro с 102 = 001 
Milímetro mm 10% = 0.001 
Decimilímetro dmm 10* = 0.0001 
Centimilímetro cmm 10% = 0.00001 
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micrometro H 
nanometro T] 
picometro p 
femtomentro f 
attometro a 


105 
10? 
102 
10'5 
10% 


0.000001 

0.000000001 
0.000000000001 
0.000000000000001 
0.000000000000000001 


uon www 


1 metro = 1'650,763.73 A Kr,, 


MULTIPLOS DEL METRO 


Decámetro 
Hectómetro 
Kilómetro 
Miriámetro 
Hecto-Kilómetro 
Mega-metro 
Giga-metro 
Tera-metro 


dOZIZ^rIO 


10! 
10? 
10? 
10* 
105 
10 
10° 
10'2 


10 metrós 

100 metros 

1000 metros 

10000 metros 

100000 metros 
1000000 metros 
1000000000 metros 
1000000000000 metros 


n u "m u m m d i 


MEDIDAS DE SUPERFICIE 


1 Miriámetro cuadrado (Мт)? 
1 Kilómetro cuadrado (Кт)? 

1 Hectómetro cuadrado (Hm)? 
1 Decámetro cuadrado (Dm)? 
1 Metro cuadrado (my? 

1 decímetro cuadrado (dm)? 


1 centímetro cuadrado (c 


m)? 


1 milímetro cuadrado (тт)? 


пип по ооп 


100'000,000 metros cuadrados 
1 000,000 metros cuadrados 
10,000 metros cuadrados 

100 metros cuadrados 

1 metro cuadrado 


0.01 


0.0001 
0.000001 


Se tienen además las medidas agrarias empleadas en las mediciones de campos. 


1 área 
Mültiplos - Hectárea 
Submültiplo - Centiárea 


a 
Ha 
Ca 


100 m? 
10,000 m? 


1 т? 


MEDIDAS DE VOLUMEN 


No se utilizan mültiplos 
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1 Metro cübico 

1 decímetro cübico 
1 centímetro cübico 
1 milímetro cübico 


1 
0.001 


de metros cüb. 


0.000001 Manis 
0.000000001 " “ 


A A = е B4 ———— ELTE UST Ро Mx. стт rv CH Шш BH 
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MEDIDAS DE CAPACIDAD 


1 Mirialitro = М! = 10000 litros 
1 Kilolitro = Kl = 1000 litros 
1 Hectolitro = HI = 100 litros 
1 Decalitro = DI = 10 litros 
1 litro ER ^ =] litros 
1 decilitro = а = 0.1 litros 
1 centilitro = cl = 0.01 litros 
1 mililitro = ті = 0.001 litros 


MEDIDAS DE PESO 


1 Tonelada métrica 1'000,000 de gramo 


1 Quintal métrico z 100,000 de gramo 
1 Miriagrmo = 10,000 de gramo 
1 Kilogramo E 1,000 de gramo 


HUSOS HORARIOS: 


Un HUSO HORARIO es una porción de superficie terrestre limitada 
por dos meridianos, cuyas longitudes difieren en 15?. El primer huso 
de extiende desde el meridiano de longitud 7*30'(0) al meridiano de 
longitud 7*30'(E). 


Este mecanismo de la hora internacional que regula las diferentes 
horas en los distintos países y ciudades del mundo. Está en relación 
directa con el movimiento astronómico de rotación de nuestro 
planeta. 


El conocimiento y estudio de los husos horarios es importante y útil, 
ala vez que fácil, pues sólo hay que disponer de un mapamundi para 
establecerlos. Sin embargo es recomendable tener mapas con la 
distribución de las horas; en razón de que algunos países han 
establecido modificaciones en sus respectivas zonas horarias. 


Como se sabe, el tiempo*que permanece la mitad del globo terrestre 
iluminado por el sol de llama día y el tiempo que permanece en 
tinieblas la otra mitad se llama noche. 


Días y noches se van sucediendo incesantemente por la rotación, 
pues aunque la Tierra nos parece inerte, en realidad gira a razón de 
A65. metros por segundo егп el Ecuador, y en su movimiento de 
traslación alrededor del sol avanza más de 29,000 metros por 
segundo. Sin embargo, a causa de sus gigantescas dimensiones 
nosotros no sentimos estas grandes velocidades. 


Se sabe que longitud angular es la distancia de cualquier punto al 


-meridiano de Greenwich y latitud, es la distancia angular de cualquier 


punto al Ecuador. 
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En 24 horas la tierra da una vuelta completa alrededor de su eje, lo 
que permite establecer las siguientes relaciones entre longitud 
angular y tiempo. 


Tiempo Longitud 


24 horas 
1 hora 
1 hora 


60 min. 
1 min. 
1 seg. 


En el mismo hemisferio 


diferencia de longitudes 
15 


diferencia de horas = 


En distinto hemisferio ( 


suma de longitudes 
15 


diferencia de horas — 


DIFERENCIA DE HORARIO 


65 656965696565 65 696969 6569 (09 (69 659053 69606) (6569 (6) @) 
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El Creador midiendo el mundo, 
miniatura. 

De una biblia francesa 

de mediados del Siglo XIII, 
conservada en la Biblioteca 
Nacional de Viena. 
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Eneljuicio del muerto que tiene lugar ante Osiris 
y los jueces, se pone el corazon del difunto en 
un plato de la balanza. en el otro plato, como 
unidad de medida se encuentra la pluma, o sea 
el jeroglífico de la diosa de la Rectitud. Si el 
corazón está cargado de pecados hará pender 
la balanza de su lado. Entre otros. asisten a la 
operación el dios Horus, con cabeza de halcón, 
el cual trate de aligerar el plato donde descansa 
el corazón, y el dios Anubi, con cabeza de 
chacal, el cual rectifica la puesta a punto de la 
balanza controlando mediante una plomada 
que el fiel de ésta quede rigurosamente dere- 
cho. Esta escena representada en un papiro del 
Libro de los Muertos (año 700 a.C.), se halla en 
todos los ejemplares de este texto desde co- 
mtenzos del Imperio Nuevo (1550 a.C.). 


at. 


ЇЙЇ 


d 


TUR 


Pesa de bronce en forma de pece- 
cillo usado en la Costa de Oro por 


los Ashanti. 


~ —— 
* 
qe id 
X 
А 
di 


Pesas asirias de bronce en forma 
de león del siglo VIII a.C. 


Las unidades de longitud más anti- 
guas se referian a la dimensiones 
de determinadas partes del cuerpo 
humano (dedo, codo, brazo y pie); 
para der a las medidas un valor 
universal, éstas se debian fijar en 
objetos patrones, Este relieve grie- 
go del año 460-450 a.C. esprecisa- 
mente un patron de longitud; repre- 
senta el brazo, o mejor dicho un 
doble brazo (longitud equivalente a 
2,13 m.), y el pie, esculpido en la 
Parte superior izquierda 
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Unidades de tiempo: 


Las unidades naturales son el ario y el día. El ario solar es el tiempo que invierte la tierra en dar 
una vuelta alrededor del sol; y el día solar es el tiempo que invierte el sol en pasar en su movimiento 
aparente, dos veces consecutivas por el meridiano visible de un mismo lugar. 


Como los días solares son desiguales, se ha adptado como día solar medio el promedio de todos 
los días del año, de manera que se imagina un sol ficticio, el cual es el que sirve para medir el 
tiempo. 


Para grandes intervalos de tiempo se toma por unidad el año y sus múltiplos: el lustro o quinquenio 
(5 años), el siglo (100 años) y otros menos usados. 


Para pequeños intervalos de tiempo se fracciona el día en 24 partes, llamadas horas; la hora se 
divide en 60 minutos, y e minuto en 60 segundos. Las fracciones de segundo se aprecian en 
décimas y centésimas. Para distinguir estos minutos y segundos de tiempo de los de arcos se 
designan con sus iniciales, así como las horas, de modo que un intervalo de tiempo de 6 horas 
8 minutos, 20 segundos y tres décimas se representará así: 6”8"20*,3. 


Calendarios: 
La razón del año solar al día medio no es entera, sino que vale: 


365,2422... 


y por eso se consigna el año civil, que es un período compuesto de 365 días [año ordinario o de 
366 días (año bisiesto)], que se distribuyen en meses, en la forma, de todos conocida. 


Tomandotodoslos años de 365 días, al cabo de 4 años se tendrá un error de 4 x 0,2422... =0,9688, 
y por eso, par compensar este error se tomó en el Calendario Juliano, cada cuatro años un año 
bisiesto, es decir un día más, que se añade al mes más corto, o sea febrero; pero la compensación 
es excesiva en 0,0311 de modo que al cabo de 400 años se cometería un error de 3,11 días; para 
evitarlo, basta suprimir tres bisiestos cada cuatrocientos años. | 


Esta es la reforma GREGORIANA, que suprimió como bisiestos todos los finales de siglo; es decir, 
los que tienen un número exacto de centenas, excepto cuando ese número de centenas es múltiplo 
de 4; por lo tanto, de los finales de siglo fue bisiesto el 1600, y lo será 2000, pero no lo han sido 
1700; 1800; 1900. 


ORIGEN DE LOS NOMBRES DE LOS MESES 
Enero: 


Del latínienarius, porianuarius, o sea, Jano, ei dios de las dos caras, una adelante y la otra atrás, 
encargado de vigilar las puertas del tiempo, ya que podría ver el pasado y el porvenir. 


Febrero: 


Del latín februarius, de februare, purificar por alusión a las fiestas en que los sacerdotes romanos 
golpeaban con correas (februum) las espaldas de las mujeres para purificarlas. Estaba consagra- 
do a Neptuno. 
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Marzo: 


Del latín martius, en honor de Marte, dios de la guerra, a quien Rómulo, al fundar la ciudad de 
Roma, consagró este mes, que era el primero del ario en el antiguo calendario romano de diez 
meses. 


Abril: 


Del latín aprilis, segün Ovidio, derivado de aprire, abrir, porque es la época en que comienzan 
a abrir las plantas. Segün otros, deriva del nombre griego de la diosa Venus -Afrodita- a la que 
lo habían consagrado los romanos. 


Mayo: 
Del latín maius, en honor de Maya, hija de Atlas, a la que los romanos lo habían consagrado. 


Junio: 


Del latín iunius, de Juno, la esposa de Jüpiter, rey de todos los dioses, a la que los romanos lo 
consagraron. 


Julio: 


En el antiguo calendario romano de diez meses se llamaba quintilius, por que era el quinto mes 
del año y estaba consagrado a Júpiter, pero el reformar el calendario Julio César, quiso dar su 
nombre al mes, consagrado, precisamente al dios de los dioses, y le llamó iulius, julio. 


Agosto: 


Era en el antiguo calendario el sexto mes del año. En la reforma de Julio César quedó con treinta 
días, conservando su nombre de sextius, pero al suceder a Julio César el emperador Octavio, 
a quien se llamó Augusto, no quiso ser menos que su predecesor y escogió, y le dio su nombre, 
augustus. Y para no ser menos que César le puso treinta y un días, restándole uno a febrero. 


Septiembre, octubre, noviembre y diciembre: 


Conservaron sus antiguos nombres derivados de september, october, november y december, 
séptimo, octavo, noveno y décimo mes del antiguo calendario гота: o. 


Unidades náuticas 


Las medidas de longitud usadas en náutica están muy relacionadas con la división de la 
circunferencia, cosa natural, por ser arcos de circunferencia terrestre las longitudes que se pueden 
medir indirectamente al navegar, mediante la observación de los astros y la medida del tiempo. 


LA MILLA MARINA: 


Es la longitud de un arco de meridiano de amplitud un minuto sexagesimal, de modo que cada 
grado del meridiano tiene 60 millas y el cuadradante de la circunferencia terrestre mide: 60 x 90 
= 5 400 millas. 


Puesto que el cuadrante terrestre mide, aproximadamente 10 000 000 m., un grado del meridiano 
tendrá: 10 000 000 + 90; es decir aproximadamente 111 111 m. y un minuto tendrá: 111 111 m. 
+ 60; es decir aproximadamente 1 852m., de modo que éste es el valor aproximado de la milla 
marina. 
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Se emplea con frecuencia un múltiplo de la milla: la legua marina = 3 millas marinas. 
En el grado terrestre habrá, pues, 20 leguas, por eso se dice también: legua 20 al grado. 


También se usa el nudo, submüttiplo de la milla: 120 nudos = 1 milla. La longitud en metros del 
nudo será, pues, de 1852 +120, o sea arpoximadmente unos 15 metros cada medio minuto. 


SISTEMA INGLES DE MEDIDAS 


Longitud 
1 yarda imperial = 3 pies = 0,914т. = 914mm. ——. 
1 pie =  12pulgadas =  30,48cm. = 0,3048m. 


Medidas itinerarias 


1 Milla terrestre — Statute mille = s.m =  1609m. 


Superficie 


1 yarda cuadrada 
1 pie cuadrado 
1 pulgada cuadrada 


square - yard 
square - foot 
square - inch 


(sq-yd) = 0,83616m? / 
(sq-ft) = 0,09290m? 
(sq-in) = 0,0006452m? 


1m? = 1550 (sq-in) = 10,7639 (sq-ft) = 1,19599 sq-yd 


uou ow 
пни 


Volumen 
1 yarda cübica =  cubic.-yard = (си-уб) = 0,764559m* 
1 pie cúbico = cubic. - foot = (си-#) = 0,028317т? 
1 pulgada cúbica = cubic. - inch = (си-іп) = 0, 000016387m* 


1m? = 81023 (cu-in) = 35,31 (cu-ft) = 1,308 (cu-yd). 


El circular mil. 


Para medir el área de la sección transversal de un alambre de electricidad se usa una unidad 
llamada "circular mil". Se llama "circular mil" al área de un círculo cuyo diámetro es una milésima 
de pulgada. 


Un circular mil = 1 cir-mil = 0.000 5067 mm? 


Circular inch 


Es el área de un círculo cuyo diámetro es una pulgada. 


1 circular inch = 1000000 cir-mils = 506.7 mm? 
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El acre 


Medida de superficie en los países anglosajones, que es igual a 4 047 m?. Portanto, una hectárea 
equivale a 2.47 acres. Esta medida fue adoptada en tiempos remotos para representar la 
superficie de tierra que un arado podía roturar en un día de labor. De esta voz derivan el acre-pie, 
que es la cantidad de agua que puede cubrir un acre hasta alcanzar la altura de un pie, y el acre- 
pulgada, que es la masa de dicho líquido necesaria para llegar al nivel de una pulgada. 


lacre = 43560 (sq-ft) = 4047 m? 


Medidas de capacidad: el galón americano у el galón inglés. 


En EE.UU 
1 gallón = 4Quats = 3.785 litros 
1 quart = 2ріпіѕ = 0.946 litros 
1 pint = 4Gills = 0473 litros 
1 gill = 4Ounces = 0.118 litros 
1 Ounce = 0.029 litros 


1 litro = 0.264 galones 
1 cubic-foot = 7.4805 galones. USA 


En Inglaterra 


El galón usado en inglaterra tiene mayor capacidad que el de EE.UU. Los submúltiplos son los 
mismos. 


1 gallón inglés 4.546 litros 


1 gallón inglés 1.2 galones americanos. 


Medida de peso. 


Los americanos e ingleses usgn tres sistemas para medidas de peso: el sistema "avoir dupois”, 
el sistema "troy" y el sistema "apothecaries". En los tres sistemas la unidad comün fundamental 
es el grano (grain). 


1 grano 0.0648 gramos 


И 


1 gramo 15.432 granos 


El sistema "avoir dupois" 


El sistema "avoir dupois” es el más utilizado y se le emplea para todo los artículos y mercaderías. 
El sistema “troy” es usado para metales nobles. El sistema “apothecaries” es usado en farmacia. 
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Sistema "avoir dupois" 


1 tonelada larga = long ton = 2240 lb. = 1016.05 kgr. 

1 tonelada corta = shor ton = 2000 lb. = 907.185 Kgr. 

1 quintal =  cental = 10016 = 45.359 Каг. 

1 libra = pound = 1602. = 453.592 gramos. 
1 onza = ounce =н Gidra = 28.35 gramos. 

1 dracma = dram =) 120.319 = 1.769 gramos 

1 grano = grain EX or = 0.0648 gramos. 


Nota: En Inglaterra el Sistema avoir dupois tiene las siguientes variantes: 


1longton = 20 hundreweight = 20 (cwt) = 2240 Ib. = 1.016.05 kgr. 
1 hundreweight - 4 quartes = 112 Ib. = 50.802 Kgr. 


1 quarter = 2 stone = 28 Ib. = 12.700 Kgr. 


1 ѕіопе = 14 pound = 6.350 Kgr. 
1 pound = 453.59 gr. 


Sistema Troy 


1 pound = 1 16. = 12 ounces = 373.248 gramos 

1 ounce = 1 oz. = 20 pennyweight = 31.104 gramos 

1 pennyweight = 1 dwt = 24 grains = 1.555 gramos 
1 grain = 0.0648 gramos 


Sistema Apothecaries 


1libra = 1роипа= 120nzas = 373.248 gramos 
lonza = 1ounce- 8dracmas = 31.104 gramos 

1 dracma = 1 аат = З еѕсгириоѕ = 3.888 gramos 
1 еѕсгоршо = 1 scrupule- 20 granos 1.296 gramos 


1 grano 0.0648 gramos 


Nota fundamental:- 


En la mecánica para pedir fuerzas se usa como unidad la libra "avoir dupois". Se debe entonces 


tener muy presente que: 


1 libra 
1 Kgr. 


0.454 Kgr. 
2.205 libras 


Medida de la madera: 


Se utiliza el "toot-board-meausure" llamado impropiamente “pie cuadrado" 


El “foot-board-meausure: Ф " es una medida cúbica: 


Ф = porción de madera de 1 pie de largo, 1 pie de ancho y 1 pulgada de espesor. 


# = 1foot x 1 foot x 1 inch 
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$ = 12 pulg. x 12 pulg. x 1 pulg. 


$ = 144 pulg? 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE SISTEMAS DE MEDIDAS 


* Evidentemente, lo primero para р Jer resolver los problemas relativos a este 
Capítulo, es conocer las distintas unidades de medida y sus respectivas 
equivalencias. 


Dominar la conversión de unidades. 


1. ¿Cuántos días hay desde el 25 de Febrero de 1898 hasta el 15 de marzo de 1926 (contando 
inclusive los extremos). 


Solución 


Еп 1898 28 - 24 + (365 - 31 - 28) = 310. En 1899 - 1925 = 365x27 = 9855. Año bisiesto: 
1904 - 1924 = 6 

En 1926: 31 + 28 + 15 = 74 = habrán transcurrido: 310 + 9855 + 6 + 74 = 

# total = 10, 245 días. 


Rpta. 10 245 días. 


2. Si contamos 5,163 días a partir de las 12 horas del día 13 de Enero de 1954, el último día 
terminará a las 12 horas de un día. 


Solución 


5163 = 14 años + 53 días . 
Pero 56 - 60 - 64 son los bisiestos 
Habrán transcurrid.: 14 años + (53 - 3) días. 


En Feb Mar 
em ———— 
13 de En + 50 ds. = 13 + (18 + 29 + 3) 


Rpta. El últ. día será a las 12 h. del 3 de marzo de 1968. 


3. Ciento quince acres ¿a cuántos km. cuadrados equivale? 


Solución 


1 acre = 4,046m? 


115 acres = 465,290m? = 0.465 km? 
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4. . Decir cuantas proposiciones son verdaderas: 


a)  Unacre es menor que un área. 

b) Sila ma. de un grupo de nümeros es mayor que la m.a. de otro grupo entonces 
cualquier nümero del 1er. conjunto es mayor que cualquiera del 2do. 

c) Si de un grupo de números quitáramos uno cualquiera la ma. del grupo siempre 
disminuye. 

d) El año 2,500 será un año bisiesto. 


Solución h 
F F F F 
Rpta. N.A Ы 
5.  Unbloque de madera pesa 60 libras, hallar su volumen expresado en pies cuadrados si el 
peso específico de la madera es de 120 Ib./pies? . 
Solución 
M 606 a 
Fr moop 2^4 P 
1 pie cuadrado <> 144 pulg? 
1 12% pulg? 
. ——— Ж „ жү 6 
* ples 571, 4pulg? 
Rpta. 6 


6.  Unbarcorecorre cierta distancia a una velocidad de 231.5 metros/minuto a la ida, y regresa 
a 277.8 mts/min. Hallar cuál es su velocidad media en nudos. 


Solución 


277.8 m/m = 9 nudos 


231.5 m/min = 7.5 nudos 


Ti е^ 
= Ew 
V media = ere 
e e 

+ — 

9- ТУБ 


Rpta. 8.18 nudos. 
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10. 


Los lados de un paralelepípedo miden 45.72 cm., 38.1 cm y 22.86 cm., si se incrementa cada 
lado en 7.62cm. Hallar en cuántos pies cübicos aumenta su volumen aproximadamente. 


Solución 


47.52cm. = 3/2 pies 
38.1 cm. = 5/4 pie 
22.86cm. = 3/4 pie 7.62cm. = 1/4 pie 


V inicial UN „35005. ie? 
inicia TT 35Р 
а Eon a M2 
ER TA У @ 
21 45 3 
;: =—————=122 pie 
Aumenta: 8 32 p 


A cuánto equivale 0.867 km. cuadrados de superficie en medidas agrarias. 


Solución 
0.867 km? = 0.867 x (10*m)? = 867.000m? =86 Ha 70 áreas 


Rpta. 86 Ha 70 áreas. 


Si un tanque lleno de agua pesa 0.81828 Tn. métricas hallar su volumen expresado en 
galones ingleses. 


Solución 
v-M 022 . aria: 
P  ikg/lt 
> - 818, 28 
ro: 1 galón Ingles 4, 546 litros  —————— = 180 
pe g gles <> 4, 546 


Rpta. 818.28 It. = 180 gal. ingleses. 


Decir cuantas proposiciones son verdaderas: 


a) Un acre es menor que un área. 

b) Sila ma. de un grupo de números es mayor que la ma. de otro grupo de números 
entonces cualquier número del 1er. conjunto es mayor que cualquiera del 2do. 

c) Si de un grupo de números quitamos uno cualquiera, la ma. del grupo siempre 
disminuye. 

d) El año 2,500 será un año bisiesto 
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Solución 


F F- F F 


11. Se compra una tela a S/.20,900 la vara, ¿a cuánto se deberá vender el metro, si se desea 
ganar S/.4,570 por yarda? 


Solución 
20900 1000 

$/.20,900._______ 836mm. x рег 000 

х -——— 1000 тт = im 

Costo de 1 metro = S/.25,000 

Ganancia: 
S/.4570 ^ A. 1yarda(914mm) x= = = S/:5,000 

x —— . 1 metro (1000mm) 


-. Precio de venta del metro : 


Rpta. 25 000 + 5 000 = S/:30,000 


12. Convertir a nümero no denominado: 


3.4 km, 10,12 Hm., 120.8 Dm. y 34,54 m. 


Solución 


3 000m + 


1 000m 4000 1200 80 54 

1 200m = + T— +— = 466 
9 399 y 

34m 


5234 


Rpta. Total 2 5234 + 466 = 5 700 mts. 


13. Unaciudad A se encuentra situada a 64?25'26" (O) y otra B а87°19'34" (E) a que hora deberá 
salir una persona de A si quiere llegar a las 8h 25m. del día siguiente a B, si sabe que el avión 
demora 9h 35m. en ir de A hacia B. 

Solución 
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64? 25' 26" + 


Dif. de longitud 872 19 34" 
1512 45 
Dif. de horas 151? 45 | 15 
10h 7m 


Sea x la hora que sale 
x + (10h 7m) + (9h 35m) = 24h + (8h 25m) 


Rpta. x = 12h 43m 


14. Un avión parte de Lima a las 8h 40min. 30,seg. hacia una ciudad de Europa, que nos lleva 
6h 45m. de adelanto. Si el avión recorre 1? de longitud en 10 minutos hallar que hora del día 
siguiente será en la ciudad Europea cuando el avión llegue, (el avión recorre la menor 
distancia). 

Solución 


Dif. de longitud : бх 15° + 45 x 15? 


101°15' = 101.25° 


ДЕ 10 min 
101.25? х 
х= 1012.5 тіп. 


х = 16 hs. 52 min. ЗО seg. 
El avión llega: 


8h 40 min. 30 seg. 
16h 52 min. 30 seg. 


6h 45 min. 
32 h 18 min. 
y 


1 día 8 hs. 18 min. 


Rpta. 8hs. 18 min. 


15. Una ciudad A se encuentra situada a 49?44' (O) y otra B a 143°14' (O), a que hora debe salir 
una persona de A si quiere llegar a B a las 12 horas sabiendo que el avión demora 8hs. 27 
min. 
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16. 


17. 
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Solución 


ВЕ - A 143714 - 
Dif. hrs. 49? 44' 
Dif. 93? 30' 
longitud 
93? 30' | 15 
6 h. 14 min. 


B está más temprano 
Sea X la hr. que sale X - (6h 14m) + 8h 27m = 12h 
X = 9h 47m. 


Rpta. 47m. 


Un punto de la Tierra es tal que su distancia al polo norte es inferior en 5000 kilómetros que 
su distancia al polo sur. Si las distancias están medidas sobre el mismo meridiano, 
determinar la longitud de ese punto. 


Solución 


Por definición de metro: Distancia del polo norte al polo sur: 20,000kms. 


Luego, distancia al polo norte: 20000- $000 = 7 500 kms. 


7. El punto está en el hemisferio norte. Distancia al ecuador: 


10000 - 7500 = 2500kms. 


Latit dz 360° x2500 — 22°30' N 
. Latitud = — му = (N) 


La longitud de A es 30° (E), la de B, 5° (E). Si un avión parte de A a las 8a.m. llega a B a las 
7hs.30min. a.m. hora de B. ¿Qué tiempo duró el viaje? 


Solución 


Diferencia de longitudes : 


ЗОМБИ 255 


p — dió RENE 


Diferencia de horas = 25°+ 15 = 1 hora 40 min. 
A 
[— mr ue ud 


En B es más temprano: 8 - 1h 40min = 6hs 20min. 
Como llegó a las 7hs 30min., se demoró: 7h 30min. - 6hs 20min = 1h 10min. 


Rpta: 1h. 10 min. 


del Ih] PROPUESTOS 
ЕЕ) 


sobre sistema de medidas 
(con clave) 


¿Cuántos decimilímetros contiene un decámetro? 


a) 10000 Ы) 1000 с) 1000000 d) 100,000 е) 10* 


¿Cuántas pulgadas cübicas tiene un galón americano? 


a)200  b)210 c) 220 d) 230 e) 240 


Un cable está medido por un nümero entero de centímetros, también por un nümero entero 
de pulgadas inglesas y también por un nümero entero de pulgadas francesas. 
Determinar su longitud sabiendo que no pasa de 50 metros (pulgada inglesa: 254 diez 
milésimas de metro; pulgada francesa: 270 diez milésima de metro). 


а) 22.86mL b) 3429mt с) 17.145mt. d) 4572mt е) NA. 


Un HUSO HORARIO es una porción de superficie terrestre limitada por dos meridianos, 
cuyas longitudes difieren en 15*. El primer huso se extiende desde el meridiano de longitud 
7°30' (O) al meridiano de longitud 7*30' (e). 

La HORA LEGAL de un territorio es la hora del meridiano que pasa por el centro del huso 
horario donde se encuentra. 

Si la longitud goegráfica de dos puntos A y B son: 40%48'35" (O) y 25°17'34" (E) 
respectivamente; ¿Cuál será la hora legal de A cuando en B son las 2h 45m. p.m.? 


8) 9h 45m. a.m. 
b) 10h 45m. a.m. 
c) 7h 45m. p.m. 
d) 8h 45m. p.m. 
e) 6h 45m. p.m. 
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10. 


11. 


12. 
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Una ciudad A está situada a 86°55'35" (E) y otra B a 24°23'25" (O), un avión demora 4h 30m, 
en ir de А a B, a qué hora debe salir una persona de A si quiere llegar a B a las 13 horas. 


a) 10h 05m. b) 16h 05m. c) 16h 55m. d) 15h 55m. e) 10h 55m. 


Loslados de un rectángulo miden 1 yarda 1 pie 4 pulg. y 1 yarda 2 pies 6 pulg. Si se incrementa 
en 1 pulgada el menor de los lados y se disminuye el mayor en una pulg. ¿En cuántas 
pulgadas cuadradas varía su área? 

а) 7 b) 13 с) 15 d) 8 e) 11 

Un bloque de madera tiene 2 pies 8 pulg. de ancho 6 pulg. alto y 2 yardas 1 pie de largo. Hallar 


cuantas libras pesa, si el peso específico de la madera es de 120 Ib./pie?. 


a) 840 b) 560 c) 760 d)1,048 е) 1,120 


En un terreno de 11 Hm? 32 Dm? y 88 m?. ¿Cuántos acres hay? 


a) 28 b) 32 c)244 9) 11.33 е) 1131.88 


El cuadrado de la mg. de 2 números excede en 2 unidades al quintuplo de su ma., hallar la 
diferencia entre dichos números sabiendo que la mh. es 16/3. 


a) 2 b) 3 c) 4 d) 6 e)7 


Si el 6 de Agosto de este año cae Domingo. ¿Qué día caerá el 15 de Marzo del año 2,000? 


a) Sábado b) Domingo c) Lunes d) Martes е) Miércoles 


Las longitudes de A y B son: 8°36'28" (E) y 42°06'40" (E) respectivamente. Un avión sale 
de "A" alas 15 horas 50 min. el 10 de octubre y emplea 44 hrs. 20 min. para llegar a B. 
¿Qué hora es en B cuando llega el avión? 


a) 12h 24min.10seg. 
b) 10h 24min.12seg. 
c) 12h 20min.15seg. 
d) 12h 26min.12/18seg. 
e) 14h 24min.12/15seg. 


¿Cuántas toneladas de agua han caído en Madrid durante una lluvia de 20 litros por m?, si 
Madrid tiene 5.000 ha.? ¿Cuántas gotas, si el volumen medio de cada gota es de 50 mm?? 


Sabiendo que el gasto de 8 mecheros quemando cinco horas diarias durante treinta 
días ha sido de 84 pesetas, averiguar cuántos céntimos cuesta el m? de gas, si cada 
mechero consume 140 litros por hora? 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


2T. 


Calcular el volumen de un pie cúbico (inglés), sabiendo que 1 pie = 305 mm. 
¿Cuánto pesaría el agua contenida en el cubo del ejemplo anterior? 


El pie cuadrado con que se tasan todavía los solares en Madrid, es un cuadrado que tiene 
un pie castellano de lado. Sabiendo que 3 pies lineales hacen una vara y que ésta vale 0,836 
m., calcular cuántos pies cuadrados tiene un metro cuadrado. 


Sabiendo que un terreno se vende a 1,65 ptas. el pie?, calcular el precio de una finca de 3 
hectáreas y 18 áreas. 


Sabiendo que una cántara tiene 8 azumbres y cada azumbre 4 cuartillos, aproximadamente 
iguales a medio litro, calcular acuánto hay que comprar 5 cántaras de aceite para que resulte 
el litro a 3,80 pesetas. 


Fernel (médico de Enrique Il, rey de Francia, siglo XVI) midió en la carretera de París a 
Amiens el arco de un grado de meridiano, obteniendo 57099 toesas. Sabiendo que las 
mediciones posteriores, más exactas, dieron como medida del cuadrante de meridiano 
5130700 toesas, calcular: 1”. La longitud de la toesa en metros 2”. La longitud en kilómetros 
de la medida de Fernel. (comparándola con la longitud efectiva del grado terrestre se aprecia 
la gran aproximación obtenida por Fernel a pesar de lo rudimentario de su procedimiento, 
consistente en contar las vueltas de las ruedas de su coche). 


Un carrete de hilo tiene 150 yardas. ¿Cuántos metros tiene, sabiendo la equivalencia de 1 
Yd. = 0,9144 m.? 


¿Cuántas yardas tiene la milla inglesa, cuya longitud es 1609,3149 m.? 


Una pulgada cuadrada = 6,45 cm?. ¿Cuántos cm? tiene un área de 11 pulgadas cuadradas? 
¿Cuántas pulgadas cuadradas tiene una página de este libro? 


Se sospecha que una estatuilla de bronce está hueca. Sabiendo que su peso es 7,565 kg. 
y que completamente sumergida en el agua ha desplazado 1,25 dm*, averiguar si es cierta 
la sospecha y calcular el volumen hueco. (Densidad del bronce, 8,9; es decir, el bronce pesa 
8,9 veces lo que igual al volumen del agua.) 


Si las ruedas del coche de Fernel tenían 20 pies de perímetro, ¿cuántas vueltas dieron en 
el recorrido de un grado terrestre? 


Una libra inglesa de peso vale 0,454 kg. Exprésese en kgs. 54,2 libras; exprésese en libras 
28,75 kgs. 


Una mercadería que pesa 2500 libras, ¿cuántos kilos pesa? Una persona de 72 kg. 400 g., 
¿cuántas libras pesa? 


Un kg. de carbón da 7800 calorías (unidad de calor), un kg. de leña da 3500 calorías. 
Sabiendo que una tonelada de carbón ha costado 285 pesetas y que 40 kg. de leña han 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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costado 9 ptas., calcular que calefacción resulta más ventajosa, y cuántas veces más 
económica. 


Sabiendo que un vapor va a la velocidad de 22 nudos (significa 22 millas marinas por hora), 
calcular los metros que avanza por segundo. ¿Cuánto tiempo tardaría en llegar del Ecuador 
al polo en trayecto navegable? 


Se han almacenado doce toneladas de carbón en un sótano de dimensiones 3,55 m x 4,20 
m. Calcular la altura, suponiendo el carbón distribuido por igual y sabiendo que un m? de 
carbón pesa 810 kgs. 


Sabiendo que 157 kgs. de harina se convierten en 204 kgs. de pan, calcular los centilitros 
de agua que contiene un panecillo de 125 gr. 


Un barril de aceite que pesa 81 kg. y vacío 7 kg. 800 gr., pesa lleno de agua 87,800 kg. 
Calcular el peso específico del aceite, es decir, el peso de un litro. 


Después de haber pesado kilo a kilo una mercancía, se comprueba que al peso del kg. patrón 
le faltan 29 gr. Si se han comprobado mercancías por valor de 520 ptas. a 8 ptas. el kg., 
calcular cuánto tiene que devolver el vendedor. 


Con un metro corto en 4 mm. se ha medido las tres dimensiones de un depósito obtenido 
3,45 m., 2,60 m. y 1,68. Calcular el error con que se ha obtenido el volumen. 


Un campo rectangular de 420 m. en un sentido y 125 m. en el otro está sembrado de trigo. 
Sicada hectárea produce 19 HI. de trigo y el HI. pesa 80 kg., hallar el precio total de la cosecha 
de trigo a 48,50 pesetas el quintal métrico. 


El hombre efectúa unas 18 respiraciones por minuto; en cada respiración completa se 
renueva 0,5 litros de aire. Por cada litro de aire respirado se combinan 5 centilitros de oxígeno 
en nuestro organismo, que los devuelve de anhidrido carbónico. Un litro de oxígeno pesa 
1,4 g., y uno de anhidrido carbónico 1,99 g. ¿Cuánto perdemos de peso cada día por la 
respiración? 


Capitulo 15 


RAZONES Y PROPORCIONES 


Introducción 


ж 


А 


А 
A. 


к-С —4 


A 
B 
Nos piden “comparar” la altura de los árboles con un cálculo muy simple podemos 
establecer que la altura del primero (A), sobrepasa a la del segundo (B) en: 

A a (1) 


Pero también podemos afirmar que la altura del primero es: 


cuatro veces, la del segundo. 
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En ambos casos estamos comparando dos cantidades, en (1) mediante una resta y en (2) 
mediante una división. 


“En matemática, al resultado de comparar dos cantidades se llama razón” 


Al resultado de comparar 2 cantidades mediante una resta, se llama razón aritmética o por 
diferencia y sus términos son: 


12 2 9 
A - B = a < valor de la razón o resultado de la comparación. 
T 11 


antecedente consecuente 


Cuando se comparan 2 cantidades por división, el resultado se llama razón geométrica o por 
división y sus términos son: 


antecedente 1? > А 


consecuente 2 > B^ K «valor de la razón. 


Proporción 
Dados cuatro números distintos de cero, en un cierto orden, constituyen una proporción, si 
A quel H . T 
là razón de los dos primeros es igual a la razón de los dos segundos. La proporción puede 


Ser aritmética o geométrica, segün que las razones sean aritméticas o geométricas 
respectivamente. Й 


Proporción aritmética (equidiferencia) 
Sia-bsaA4c-dsa 


2. Habrá proporción, ya que: 


12 2° go 4° 
а ="b = с - d 
m" 
Extremos 


Siaz b = c + dla proporción se llama discreta y cualquiera de sus cuatro términos, cuarta 
diferencial. 


Propiedad básica: 
Suma de medios = Suma de extremos 


b«c = а+а 
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Proporción continua: 


Aquella en la que los medios son iguales. 
a-b = b-c 


b = media diferencial o media aritmética, 
ayc - tercia diferencial 


Por propiedad básica: 


2b = а+с 
" a+c 
" 2 


Proporción geométrica (equicociente) 


r 


Si: == Кл == К ~. habrá proporción 


1° 3° medios 


acd о pt 
2 4 “extremos 


Siaz b zc +d, la proporción es discreta y cualquiera de sus términos: cuarta 


proporcional. 


Propiedad básica 


Producto de medios = Producto de extremos 


(b(c) = (aX) 


Proporción continua: 


Aquella en la que los medios son iguales: 
a b 
b c 
b - media proporcional o media geométrica 
a y с, tercera proporcional. 
Por propiedad básica: 


Б = a.c 
b = „Јас 


Propiedades de las proporciones: 


Toda proporción se puede escribir de 8 maneras diferentes: 
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6 
=ч una proporción: Se puede escribir: 


cio 


ас 
i. т cambiando medios: 
b d 
"IU. X 
ii. Eu invirtiendo i y ii 
и b d 
iii. m ed 
ar € 
: c d "" -—- 
iv. а = b permutando términos а i, ii, iii, iv: 
ет а) 
EE 3 
"ua m 
vi. W^ e 
as 4A I 
MIS == 
c a 
dc 
viii. Aa 


2da.Propiedad.- 


“En toda proporción se cumple que la suma o diferencia de los primeros términos es a la suma 
o diferencia de los segundos, como los antecedentes son entre sí y como los consecuentes 
son también entre sf”. 


HIPOTESIS 
а a.c & 
еа: b d una proporción. 
„А а+ь a b 
Noe cid c d 
Demostración 
Sab T 1 
abemos que: p 7 queen (1) 
De la expresión (1): 
кре 
b d 
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Efectuando: 


De (1) cambiando medios: 
aÈ 
c d 
sustituyendo en (3): - 


ва L.q.q.d 


Sra.Propiedad.- 


"En toda proporción se cumple que la suma de los primeros términos es a su diferencia 
como la suma de los segundos es también a su diferencia". 


HIPOTESIS 


Sea 


5|3 


p 
x q una proporción. 


S.p.d.q.: 
Demostración 


m 
Sabemos que: " 


210 
y depa te. (1) 


Aplicando a (1) la segunda propiedad (desdoblada): 


a) Criterio suma: MAN 
p*q p q 
Im m agn. (2) 
р q р-а 
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b) Criterio diferencia: 


Cambiando medios a (2): 


4ta.Propiedad 


“En toda proporción se cumple que la suma o diferencia de los antecedentes es a la suma 
o diferencia de los consecuentes, como cada antecedente es a su respectivo consecuente". 


HIPOTESIS 
pr 

Sea q = = una proporción. 
pir p. Fr 

S.p.d.q.: а+5 q s 

Demostración 
EX 

Sabemos que: q S v 


En (2) por la 2da.Propiedad: 


5ta.Propiedad.- 


“Entoda proporción se cumple que la suma de antecedentes es a su diferencia como la suma 
de consecuentes es también a su diferencia”. 


HIPOTESIS 
LAA э 
Sea: q $ una proporción. 
S.p.d.q.: ptr 4+5 
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Demostración 


Sabemos que: о ON. 


En (1) aplicando 4ta. propiedad (desdoblada): 


a per por 

Criterio suma: q+s q s 

ptr. p-r 

q+s q-s 

E en Bor 

Criterio resta: Q-S q © 
- prr qes 
Cambiando medios a (2): 9g-$ q-s 


6ta. Propiedad 


L.q.q.d. 


"Si a ambos términos de una se le eleva a un mismo exponente o se les extrae raíz del mismo 


índice, se obtiene siempre una proporción". 


HIPOTESIS 


Sea: P -L una propiedad. 
q s 

p" г" 
18. d zm S.p.d.q.: 
2° VP F 9 
Demostración 
Sabemos que: Ра... e 

q s 
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p^s^ = gxr 
(рх 5)" = (ахг)" 


Extrayendo la raíz "n" a (1): 
n ¡Pl =n JU dp = Vr L d 
ads фа W% te 


SERIE DE RAZONES IGUALES 
E 


г Se llama así al conjunto de más de dos razones iguales. Así en las siguientes razones: 
- ie E Lass 
gm К: "Md uim h7 K 


Serie de razones iguales. 


De lo expuesto se deduce que: “La condición necesaria y suficiente para obtener una serie 
de razones iguales es que todas las razones tengan el mismo valor”. 


Ejemplos 


ile: — = — =—— = —— = 0.2 constante de proporcionalidad o valor de cada razón. 
5 15 45 635 


> айас аря 
7 21 49 77 


TEOREMAS RELATIVOS A LA SERIE DE RAZONES IGUALES 


TEOREMA 1 


*En toda serie de razones iguales se cumple que la suma de antecedentes y la suma de 
consecuentes forman una razón igual a cualquiera de las razones propuestas". 


HIPOTESIS ; 


Consideremos la serie: 


532 


Tesis.- 


S.p.d.q.: 


brdefech b d f h 


Demostración 


De la hipótesis se deduce: 


a 
m k a = bk 
с 
Fr k c= dk 

Sumando ordenadamente: 
e 
r k e = fk 


a+c+e+g = bk + dk + fk + hk 


a+c+e+9g = kb+d+f+h) 


a+c+e+9g a c e g 
A шшщ, 
Бетер Ба гәл ms 


TEOREMA 2 


“El producto de los antecedentes y el producto de los consecuentes forman una razón igual 
a cualquiera de las razones propuestas, elevada a un exponente igual al número de razones 
que intervienen en la serie.” 


HIPOTESIS 


) e 
Sea la serie: —=—=—= К S.p.d.q.: 


O 
bxdxf (b) d f 


Demostración 
De la hipótesis: 


az k э а = БК 
b 
€ Р 
$^ К => c - dk multiplicando 
ordenadamente: 
t к — e fk 
ахсхе = bxdxíxi? 
ахсхе 
= К 
bxdxf 
axbxc (ay (cy E 
Luego: а.а) -(5) alg L.q.q.d. 
TEOREMA 3 


“La raíz enésima del producto de antecedentes y la raíz 


enésima del producto de los 


consecuentes de “n” razones iguales, forman una razón igual a cualquiera de las razones 


propuestas”. 
HIPOTESIS 
Sea la sene: Т ар ME p = 
6 а b 
———— .—————7 
"n" razones 
n 
S.p.d.q.: Зтрхух.......ха гр у 
ysxqxzx ESL XD- S “б Z 
Demostración 
Por teorema anterior: 
гхрхух......... ха к 
SXQXZx........ xb 
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ue mM 


Extrayendo la raíz "n": 


afrxpxyx......... xa r a 
LAT Ay nA OT ру = L.q.q.d. 


TEOREMA 4 
"La raíz "n" de la suma de antecedentes elevados a la potencia "n", y la raíz "n", de la suma 
de los consecuentes elevados a la potencia "n" de "n" razones iguales, forman una razón 
igual a cualquiera de las razones propuestas". 


HIPOTESIS 

Sea la serie: 

Awise x 

oria EE =—=К 

b d f 2 

a 

“n” razones iguales 

da^ e c^ +e" еп *t*)a сег EX 
SPAR: nadama b dt 7 z 
Demostración 


Elevando cada razón de la hipótesis al exponente "n" se tiene: 


Aplicando el primer teorema: 


(a^ +c" +е"..... X) o 
(b^ - d? +1".....+27) 


Extrayendo la raíz "n" a ambos términos: 


Y а" c" +е".....+х" 
( X oeque ls 9 X L.q.q.d. 


b^ ed en ed *z) b df 2 


(*,) Proposición armónica: 


Cuatro términos forman una proporción armónica cuando la diferencia de los dos primeros 
es a la de los dos últimos como el primero es al último, es decir: 
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a E 
c-d d D) 


i) Un término extremo de esta proporción es: 


адь, m de donde х= ас 
с-х Xx 2a-b 


ii) Para un medio, se obtiene: 


аыр a de donde х= Dena) 
x-d d a 


Medio anarmónico 


Cuatro términos están en proporción anarmónica cuando formándose la primera razón como 
se ha dicho en (*.), la segunda está invertida, así: 


a-b d 


c-d a 


Un medio anarmónico (x), se calcula análogamente: 


abs de donde x = a(a-b)*d* 
-d a d 


x 


Media anarmónica 


Es una media proporcional anarmónica y es de la forma: 


a? +d? 
a+d 


A ‚ de donde x= 


x 
a 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE TEORIA DE CONJUNTOS 


sobre proporciones y serie de razones iguales 
[cw] 

Los problemas sobre razones y proporciones, si presentan una sola 
variable, se pueden resolver aplicando: "Producto de medios = Producto 
de extremos". 

Si presentan dos o más variables se puede manejar el problema (aun en 
el caso de serie de razones iguales) colocando a los antecedentes en 
función de los consecuentes. Ejemplo: 


Porcierto que estas sugerencias, para el caso en que se trabaje proporciones 
o serie de razones iguales geométricas. 
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Enunsalón de clase, antes del recreo el nümero de hombres es al nümero de mujeres como 
9 es a 5. Si después del recreo, hay 8 hombres y 4 mujeres menos, con lo cual la razón de 
hombres a mujeres es 7/4, hallar cuántas mujeres había antes del recreo. 


Solución 


De (2) 4H-32 - 7M-28 
9 
De (1) 42m) -32 = 7M-28 


3м. ТМ = 32 - 28 


Ш 
S 


5^ 4 = M 


Rpta. 20 mujeres. 


En una serie de 3 razones geométricas iguales se sabe que la suma de los dos primeros 
antecedentes es igual al 2do. consecuente, siendo éste el, doble del 1er. consecuente, 
hallar el último antecedente, si su respectivo consecuente es 24. 


Solución 
B. am a+c =d 
b d 24 

(A 
att Lo epic d yii: 2b 2 
b b+d 2b+b 3 
e=2x24=16 
3 
Rpta. e=16 


En una serie de 3 razones geométricas iguales se sabe que el producto de los dos primeros 
antecedentes, el producto de los dos últimos antecedentes y el producto de los dos primeros 
consecuentes son: 

48,432 y 6912 respectivamente. Hallar el producto del 2do. consecuente por el último 
antecedente. 
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Solución 


SL К = 48;ce = 432 
pas PES - 0,5 

bd 6912 
bd” 6912 ^? 1441” 12 
с = ак 
се = dek 
432 = de 1/12 > de = 5184 


Rpta. de = 5184 


En una serie de 4 razones geométricas iguales se sabe que la suma de cuadrados de los 
consecuentes menos la suma de cuadrados de los antecedentes es 1296 y que la suma de 
las 2 últimas razones es 10/7. Determinar la suma de cuadrados de los antecedentes. 


Solución 
a c ill 1 e g 10 5 
======2=k == =3=/Pk kz— 
ba dnd sh f ba С 
aoc € g 25 
p^ we" qe umm ag 
a? +c re? cg? _ 125 
b? +d? +2 +h? – (а? +c° +е? +092) 49-25 
а? + с? + е? +9 = 1296 (25) 
24 
Rpta. 1350 


En una serie de 4 razones geométricas continuas e iguales, el primer antecedente es el 
último antecedente como 1 es a 27. Hallar la suma de todos los consecuentes si se sabe 
que la suma de los términos de la última razón es 540. 


Solución 


1 
Como < 2; Y d+e = 540 
De (1) ..... 
axbxc _ Te Ll 
bxcxd d 27 3 
De (1) .... 
E mem 10 com |n 
e à) 
e 405 
d = 135 
De (1) ..... 
с = 45 
b = 15 
Rpta. b+c+d+e = 600 
Si: 
a c 4 
—=— =—; y cd-abz1100 
bas? 
y d-b=25 
Hallar d +b 
Solución 
aag 6 4 
b d 5" (1) 


(1) en (2) ..... 
Sq Sy 1100 
5 5 


œ -bp = 1375 


(d-b)(d+b) = 1375 


539 


d "LL 
ЕР — 
deb = 55 


Rpta. d+b=55 


7. La suma de los cuadrados de los cuatro términos de una proporción geométrica continua 
es igual a 7,225. Calcular la media proporcional si la diferencia de extremos es 75. 


Solución 


Rpta. 20 


Sea la proporción: 


Del dato: a? + 2b? + с? = 7225 


& 
b 


ос 


Pero: b? = ас > а? + 2ас + c? = (85)? 


(а + с) 
Сото (a-c) 


85 
75 


| 


а 
c 


-.b?280x52400 > b 


нон 


80 
5 


20 


8. Si las razones aritméticas, de los términos de la 1га. у 2da. razón de una proporción 
geométrica, son 8 y 32 respectivamente, hallar en que relación estarían la suma y diferencia 


de los consecuentes de dicha proporción. 


Solución 
2-5 эа-6ь=8 c-d- 32 
a-b с-а 8 
= — == 
b d b 
8. Mb bas 
——— 3 == 
32 d d 4 
b+d_4+1_5 
d-b -1 3 
b+d 5 
Rpta. = — 
pt d-b 3 


540 


—— P ww ow = ovo 


E cd 


—— 


TA AAA AAA зр 


11. 


Se duplicaron los 4 términos de una proporción geométrica y, a estos productos se les sumó 
el mismo número, obteniéndose 100, 130, 196 y 258. Indicar la suma de las cifras de uno 
de los términos. 


ш 


LL 


10. 


Solución i ) 
100-x  196-x 
AP 
130-x  258-x 
2 2 Los términos serán 
45, 60, 93, 124 
9, 6, 12, 7 
Rpta. х =10 
a b NR A 
Si: E = E =k= k; a>b>c>k, los términos y la razón son enteros y la suma de los extremos 


menos la suma de los medios es 450. Hallar el máximo valor que puede tomar “a”. 
Solución 
Del dato: a+c-2b = 450; pero: a = ck*;b = ck 


Entonces: a+c-2b = ck «c-2ck = 450 > c(k - 1? = 450 = 25x9x2 


Como “a” es máximo posible: (k - 1? = 1 = К= 2 лс = 450 
a = ck = 450x 4 = 1800 


Rpta. 1800 


1la+5b_ 3k+2 


a. 
Hallar — si se cumple: 


b 5a-b  2-3k 
Solución 
" >. . (11а+5Ь)+(5а-Ь) (3k«2)«(2- 3k) 
uma entre diferencia: (113 55)-(5a-B) (8k+2)-(2-3K) 
4a+b 1 
De donde: ==>: 4xkxa+bxk = a+b 
+b k 
a k-1 
> a(1 - 4k) = b(k- 1) = 5 те 
Rpt xi 
IP. TER 
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12. 


13. 
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=г; se cumple: a-d= 15 


b-c 


Si en: 


ei 
d 


cin 
I 
оз 


Con “г' par < 5. 
Hallar el menor de los términos. 


Solución 

228 2: а= 16; с = 

ь а 

Se sabe: а-а = -15 — d-rb = -15......... (1) 
c-b = -3 Mid Ibi = = (2) 
WFB вя (r+ 1) (6-9) = 18 


ораг <5 Эй 2 
Риеѕ: (г+ 1) (6-) = 3x6 


Reemp.: а-26 = -15 


y 
c 
T 
© 
a 
T 
o 


2d-b = -3 
Rpta. El menor es "d" y es igual a 3. 
En una proporción geométrica discreta el producto de extremos es 70 y la suma de los 


cuadrados de los extremos es 149. Si uno de los antecedentes es 5 veces el otro, hallar la 
diferencia de los medios de la proporción. 


Solución 

P m MMC 

roporción: 55g 

Pero OD cio (1) 
а? + Ф = 149............. (2) 


Luego: a? + Ф {2ай = 149 +2 х 70 


а? + 4 - 2аа = 149 - 2х 70 
= = 289; а+а = 17 


(a-d? = 9; а-а = з 


а= 10, dau 


vr —————— a -U ë 


14. 


15. 


(Sb-2a(3b«2a) 45 


Si: (SJ2b«2ay342b-2a) 94 


a+b 
Hallar: ——— 
a- 


Solución 


b 
(3b-2a(3b«2a) 45 . 9b^-4a^ 45 
(3J2b«2ay3J2b-2a) 94 18Ь°-4а2 94 


846b? - 376a? = 810b? - 180a? 


36b? = 196a? 


Hallar la cuarta proporcional de 50, x y Эх; sabiendo que "x" es la tercera proporcional 
entre la media proporcional de 4 y 16, y la cuarta proporcional dea, 4a y 10." 
—MÀM M — —— — / 


Solución 


Entonces: 


Luego: 


Rpta. 


£e 210 de 


La media proporcion de 4 y 16 еѕ: +/4х16 = 8 б п) ^ pe 
La cuarta proporcional de a, 4a y 10 sea "y" ser ANA 
- 
— = 10 => y = 40 C | p) ы 
а, Y 
Q 9 
o » 
> = E => x = 20, nos piden la cuarta proporcional: X е (2-2 9 
3 2—6 
50 60 
E =: = 194 Ж © 
20 z j v? 6 ж - 
Ant ^ NE 
24 — Y 
го v^ 
: о) 543 


16. Si A -2 , Siendo la razón un número entero y se cumple: 
a 
А? + B? = 245 уа? + b? + B? = 201. Hallar A/a + B. 
Solución 


Haciendo B/b = k un número entero В = Бк y  A/a-k; A = ak 
Reemplazando: a?k? + БК = 245 

(E A A 8 (1) 

al = 202 B2 з-с. ....---- (II) 
Dividiendo (1) + (2): 


245 


= = 
K -201- B? 


; k2(201 - В?) = 245 
К2(201 - В?) = 7.5 к^=7°;К=7 


201 - В? = 5; B = 14 


А 
4 = К+В = 7+14 = 21 
Rpta. 21 


еј 3.) PROPUESTOS 


[с Е 
sobre razones y proporciones 


а &EPC E 
de OMM AR du 
Hallar: a+b 
5a- 3b 
а) 8 b) 9 с) 3 9) 4 ө) 5 


2. ¿Cuál es la diferencia de los extremos de una proporción continua si la suma de sus 4 
términos es 45 y la razón entre la suma y la diferencia de los primeros términos es 3? 


a) 15 b) 14 c) 16 d) 17 e) 18 
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10. 


a? Б? 1 


Si: pr” 3026 


Sabiendo que la media proporcional de a y b es 35. Hallar a + b. 


2/74 b) 75 c) 76 d) 77 e) 78 
a c 
En: b 9 8@ cumple que: аз + d? = 65 у ада + d) = 20 
Hallar bc. 2 
a) 3 pfa c)5 d)6 e)7 
“ча TC 
Si: ан у: (a+c-d)(a+c-b) = (Ы + a) 
А (b +d)? 
llar 1 de: 
Hallar la razón de Б 
1 1 1 1 1 
B up Ite 97r 1. “Es 


En una proporción geométrica continua, se sabe que la suma de todos sus términos 
es 180. Hallar uno de los términos, si se sabe que la razón es entera y mayor que 2. 


p 25 b) 20 c) 35 d) 45 e) 15 

La suma y el producto de los 4 términos de una proporción continua son respectivamente 
192 y 194, 481. Calcular la diferencia de los extremos. ^ # 

a) 75 b) 150 c) 104 d) 80 e) 144 ` | 


Sila cuarta parte de la suma de dos nümeros es a los dos quintos de su diferencia como 25 
es a 32, hallar en que relación se encuentra la suma de los cubos con la diferencia de los 
cubos de los nümeros. 


а) 425/419 Б) 2719 с) 741/740 gj 365/364 е) 301/299 


Еп una proporción geométrica continua el producto de sus cuatro términos es 50,625; y uno 
de los extremos es 25 veces el otro. Hallar la suma de los términos de la proporción. 


a) 84 b) 210 c) 150 d) 108 e) 165 


Larelación entre la quinta parte de un nümero y los dos séptimos de otro nümero es la misma 
que guardan 63 y 80. Si la diferencia de los nümeros es 43, hallar su suma. 


545 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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a) 417 b) 517 c) 731 d) 963 e) 148 


Los términos extremos de una proporción geométrica son iguales, siendo su valor igual a 
la cuarta proporcional de 4, 10 y 8. Si uno de los términos medios es 10, ¿cuánto vale el otro 
medio? 


a) 20 b)2 c) 30 d) 40 e) 36 


Calcular la media proporcional entre “a” y "b"; sabiendo que "a" es la cuarta proporcional de 
5/6 , 1/4 y 2/3 y "b" es la tercia proporcional de 1/5 y 6. 


a)2 b)3 c)4 d)6 e)7 


En cierta proporción geométrica la suma de los extremos más un medio es igual al otro 
medio. Si el producto de los 4 términos es 36, determinar la diferencia entre los medios. 


a)5 b) 4 c) 3 d)6 e)2 


» 


Se sabe que 8 es cuarta proporcional entre a, b y c. Si: а+ be c = 25, у si с es impar, 
determinar "a". 


a)8 b) 3 c) 16 d)9 e)6 


En cierta proporción geométrica se cumple que los términos (en el mismo orden) están en 
proporción aritmética. Luego siempre se cumple que: 


І Todos sus términos son iguales. 

ШШ Todos sus términos menos uno son iguales. 

lll La proporción es continua. 

a) VFV b) FFF c) VVV d) FVV e) FFV 

Al quitar 18 a cada uno de dos números la razón entre los mismos sería como 5 es a 7. 
Si la razón inicial de los mismos era como 7 es a 9. Hallar el número mayor. 


a) 63 b) 72 c) 81 d) 90 e) 108 


Es una proporción geométrica continua, la suma de los cubos de los 4 términos de la 
proporción es 10125. Hallar la suma de los extremos. 


a) 20 b) 30 c) 25 d) 18 e) 24 


Si hace diez años la edad de Carmen era a la de Julia como 2 es a 3, y dentro de 6 años 
la nueva razón será 6 y 7. Determinar la suma de estas edades. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


a) 22 b) 35 c) 40 d) 48 e) 28 


Armando manda preparar a su doméstica vino mezclado con agua en la proporción de 15 
a 1. Ella por equivocación mezcla el vino con el agua en la proporción el 5 a 1 hasta obtener 
75 litros de la mezcla. Determinar la cantidad de vino puro que habrá que agregar a esta 
mezcla para obtener la preparación deseada. 


а) 120и  b)125!t  c)75!t — d)225" е) 150и. 


a c 
En una proporción : bg € sabe que : 
^ 
-f i 
c-b = 8 "di, > ” ' ^ ] 
c+d - 60 " "^0 = 02 
a+c = 28 >. 
Luego a xb es: 
f 
a) 65 /4 91 c) 72 d) 50 e) 80 
„~ а 5 
ч 80 с 
"am "v0 
Hallar c si : 80 0-5 
a) 20 b) 30 4 40 d) 80 e) 60 


Sabiendo que b es media proporcional entre a y c, y quea + b + c = 93 y que: 
a^.b^ 1 
62 +с2 25 

Determinar a . b 


d 


a) 55 b) 25 c) 225 d) 75 ё) 45 


Lasuma de dos nümeros es a su diferencia como 6 es a 1. Si el producto de los dos nümeros 
es 5040. Indicar la diferencia de los mismos. 


a) 20 b) 16 с) 24 d) 12 е) 8 


Se construye una proporción geométrica en la que el producto de sus términos es 8,100 y 
su suma 40. Determinar la suma del mayor más el menor término de la proporción. 


a) 33 b) 23 c) 18 d) 21 e) 17 


547 


25. Enuna proporción geométrica continua la suma de los cubos de sus términos diferentes es 
1971, y el producto de las dos razones es 4. Hallar la suma de la suma de los antecedentes 
y el producto de los consecuentes. 
a) 36 b) 18 c) 42 d) 6 e) N.A. 

26. Enuna proporción geométrica continua, la suma de los términos de la primera razón es a 


la suma de los términos como 6 es a 2. La suma de los cuadrados de los 4 términos es 400. 
Hallar la media proporcional. 


a)4 b)6 c)8 d)2 e) 12 


27. Cuántas proporciones geométricas continuas existen tal que uno de sus extremos sea igual 
a 1 y que la suma de sus términos sea un cuadrado perfecto. 


a) 1 b)5 c)9 d) Infinitos e) Indeterminado. 


28. Si el lado de un hexágono aumentase en sus 2/9 , el área crecería en 2040 cm?. Hallar el 
área original del hexágono en cm?. 


a) 3891 b) 4131 c) 3321 d) 3621 e) Ninguna anterior. 
29. Enuna proporción geométrica, la suma de los cuadrados de los antecedentes es 225 y la 


suma de los términos de la primera razón es los 3/4 dela suma de los términos de la segunda 
razón. Hallar el producto de los antecedentes. 


a)108 b)45 c) 20 d)8 e) 12 
‚кай уо ao 
30. Si: e y b d ^27 y ахс = 140 


determinar b + а si todos los términos son mayores que 6. 
a) 30 ыу 36 c) 24 d) 52 e) 48 1.95 9? * 
а ;55 в “AY 
е #4 ё. 4 
31. Еп Іа proporción geométrica continua el doble del producto de los extremos es 200, y Іа 
diferencia entre la suma de los extremos menos la suma de los medios es 5, luego la suma 


de los términos de Ta proporción es : 


a) 60 b) 50 c) 35 а) 40 e) 45 
Serie de razones iguales 


а a: 2-Le? dt. das Miedo 
e e g La do 
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hallar : ac + bd 


a) 240 b) 200 c) 150 d) 360 e) 820 


Se da la siguiente serie de razones iguales: 
e Pal T 
7 4 8 9 


Si:axb+cxd = 14 400 
Hallar la suma de los antecedentes. 


a) 336 b) 252 c) 280 d) 560 e) 672 


En una serie geométrica de 4 razones iguales, cuya razón geométrica es 1/4 , se sabe que 
el producto de los antecedentes es 810, determinar, la suma de las cifras del producto de 
los consecuentes. 


a) 14 b) 16 c) 18 d) 20 e) 22 
. Зла ще зр о 

ui Cul. 

hallar: (a+b+c+mn) 

a) 30 b) 42 c) 28 d) 36 e) 24 


y la diferencia entre el último consecuente y el primer antecedente es 


480 y la suma de las 4 razones es 4/3. Hallar b + c + d. 


a) 396 b) 156 c) 224 d) 386 e) 234 


En una serie de razones geométricas iguales, los consecuentes son 3, 7, 8 y 11 y el producto 
de los antecedentes es 29568. 


Hallar la suma de los cuadrados de los antecedentes. 


a)2187 Ы) 58 с) 116 9) 972 е) 486 


En una serie de tres razones geométricas iguales, el producto de los términos de cada razón 
es 15, 60 y 135 y además la suma de los cuadrados de los consecuentes es 350. Hallar la 
razón. 


a) 1.6 b) 1.7 c) 0.6 d)2.7 e) 0.8 Л 
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10. 


11. 


12. 


550 


Si se cumple: 


aJA Ь/В сус 


Has [ESPERE +b)(C +c) 
axbxc 


a) Мк +1 b) J+ o1 d) Je e) N.A. 


St S 8b 2d a 
а а с b 
: — += HZ + 
Hallar: DS 
ам es S we 9 
a) ) б bo i Ak 
A a b 
Ы ======k 
En: зч 
Hallar: 
3 3 
z _2А +36 
4а 
E "epe 3 
8 g ) 93 "5 e) 3 
4 A В C А 
Sabiendo que : — = — = —; además: 
a b c 
(A+ a) (B + b) (C +c) = М? 
AxB axb 
Calcular: cd pne pe 
M 
a) M b) YM 0 ў d) M? e) М? 


Si en la siguiente serie: 


-——— e 


— —— M ae 


——_ 


E 


13. 


14. 


15. 


16. 


El producto deb xg = 250y deaxf = 160. 
Hallar d si se cumple que: e- c = 45 


a) 100 b) 225 c) 125 d) 270 e) 75 


Los cuadrados de 1/2, 1/4 y 1/8 son proporcionales a otros 3 nümeros que suman 147/576. 
Uno de los nümeros será: 


a) 5/44 b)7/44 с) 8/21 d)7/1176 е) 7712 
Si se cumple: 


a0a0 bObO cOcO _ 
bObO 


Hallar: 


aa.....a-* bba.....b * C..... C; dd..... d 
e? cif. e? cif. e? cif. e? cif. 


Si además a zb cx d 


a) 35298 Ы) 99999 с) 16665 а) 22800 е) 19998 


En la siguiente serie de razones geométricas el producto de antecedentes entre el producto 
de consecuentes es, 2,520. 


a 
y además: 0.1 « E< 1 


Calcular: ЮК + (p - 2)p 


a) 72 b) 7 c) 360 d) 1 e)8 


Un perro dóberman parte de A en dirección AB, al mismo tiempo que 2 personas parten de 
B en sentidos contrarios. E! perro encuentra al 1° en M y al 2do. en N. Calcular la distancia 
de A a Bsi de M a N hay “d” km. y se sabe que las personas marchan con la misma velocidad 
y la velocidad del perro es x veces la de las personas. 


d(x? – 1) xm] dx? (x+1d m dx? 
2x d-1 XE x x41 


a) 
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17. Sisetiene la siguiente serie de razones aritméticas iguales: 
X-Y z 2X-3Y = 9Y-4X 


Hallar : 
2 
E- X* -2XY 
Y-X 
a) 1 b)O с) X d) -1 e) Y 


18. Setiene la doble igualdad : 
MANTE 
n n p 


Мт + №п+Р2р 1 


Hallar : 


¿Mr «din Pp 


т+п+р 
а) 9 b) 12 с) 6 d)2 е) 4 
19. Setiene la siguiente serie : 


Se sabe que : 


a+b+c+d= 91 


Hallar: c-d 

a)4 b)7 c) 3 d)6 е) 8 

a xm. 
20. Si: Ap x Wu 

х“ 

y 16 + ху = 288. Hallar el valor de "m". 

a) 12 b) 8 c) 6 d) 9 e) 18 
21 S ti H a b c . 23ab — 48 - 

"s dE cox : 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Hallar 2b - c 


a)6 b) 8 с) 3 d)4 e)2 
m p R m 
аан а 2 605 
Si: пе 9. % y Ч "Е 
sq+ps 
Hallar : “Rg 
a) 1.5 b) 2.5 с) 2 d) 1.25 е) 1.2 
g.2.b.e y SED 
boa? BER 


Hallar el valor de "E" : 


_ __ axb+bxc+cxd 

© (a+b+cXb+c+d) 

3 8 3 
a) 0.5 b) 49 с) 9 а) 7 e)8 
Si A+S_A+M_M+S 

"E M „ЛБ 
Hallar el valor de: 
ES S AxMxS 

© А+М+5 

a)2 b) 2/3 с) 3 d) 1/3 e) 1/2 


En una serie de razones geométricas iguales de razón 3, los antecedentes son 3 nümeros 
consecutivos. Hallar la suma de los consecuentes, sabiendo que su producto es 18,960. 


a) 15 b) 80 с) 7.5 d) 46 e) N.A. 


En una serie de 4 razones geométricas iguales, la diferencia entre la suma de antecedentes 
menos la suma de consecuentes dio 22. Determinar el término mayor de la serie si uno de 
los consecuentes es 1, si todos los consecuentes son diferentes y si también sólo dos de 
los términos, de la serie de razones, son pares. 


a) 12 b) 36 c) 18 d) 24 e) 15 
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2 ccc 1 с 
27. Si L2 N NON а=. К еее 


28. 


554 


а)6 b) 13 gj 15 . d)24 e) 36 Б 
мет d (10-4) >» la- €! 
La suma, la diferencia y el producto de dos nümeros están en la misma relación que los 


nümeros 5, 3 y 40. 
Hallar e! mayor. 


a) 10 b) 20 c) 30 d) 40 e) 100 


SERIE DE RAZONES 


a I URP m m 


чу 


Capitulo 16 


PROMEDIOS 


En una serie numérica, se llama promedio o cantidad media a todo nümero mayor que el 
menor integrante de la serie y menor que el mayor. 


En la serie monótona ascendente: 


a<b<c<d<..<z 
Si x es un promedio de la serie: 
ла<х<2 
Entonces х puede tomar una cantidad ilimitada de valores; este análisis nos indica que en 
cualquier serie numérica existe una cantidad indeterminada de promedios. Los principales 
promedios o promedios notables son: 


Promedio aritmético, geométrico y armónico. 


Antes de definir estos promedios analicemos los: 


"Teoremas referentes a la serie de fracciones desiguales" 


T.1. La fracción formada por la suma de numeradores, dividida por la suma de denominadores 
está comprendida entre la mayor y la menor. 


Si: аз= т Ф < E ii A (1) 
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- ees ———————— — — <— 
Dq.: а, а,+Ь,+с,+........ ёт К AD m 2) 
Demostración: 
De 1: а=а9; b>b,q>... £ > ғ, 


Sumando: a+b+dc+...+ г> (а, +b,+C, +... + £,)q 


acb-Cca........ £ a 
>q = — 
84 +b; +С+........ pe а, 
а+ь +с+........ e a 
EE R Eet PU ca нен ш (3) 
1 1 caido 1 1 
Del: ачар las) MIE) == € = гр 


Sumando: a+b+cC+..+£<(a, +b,+c,+...+ £,)p 


acb-ce........ e {4 
улес... NO аын... Ш (4) 
а,+Б,+С,+........ T6 
2. ADC UT р: 
De9y4- a morbo... Es А L.q.q.d. 


T.2. 'Silas fracciones desiguales son todas positivas, la fracción formada por la raíz enésima del 
producto de los numeradores y por la raíz n de los productos de los n denominadores está 
comprendida entre la mayor y la menor”. 


a in e 


a = aq +b>+b,..... +2>+2, 


Multiplicando: 
+ар......е> ка е eq 
Ҹар... > +Уаф,...6, q 
ар... S 
A A (1) 
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o Ёё < a,b, does ан £p" 
Vab...£ < п а}... р 
“ар... zal 
gab... b ГА sonora be ena (2) De 1 y 2 
EA Ҹар... fi 
ar fa p. P. e, 


T.3. La fracción formada por la suma de productos de numeradores por variables distintas, 
dividida por la suma de productos de denominadores por las respectivas variables, está 
comprendida entre la mayor y la menor. 


aL. db, с £ 
——<——< ——<................... <— 
a b, с, е. 
ах by cz ft 
e E <A <— 
ах by сё et 


ge ax t by + с2+......+#й £ 


. AI AS, ES ы 
Por T.1: a akt£by*Czel.4 6 


Promedio aritmético (media aritmética : Ma.) 


Es el promedio que se obtiene al dividir la suma de todos los términos entre el nümero de 
términos. 
8412-4 30450 2 


Ma (8; 12; 30; 50) = Ы 


25 


Promedio ponderado (media ponderada: Mp.) 


Es un caso especial de la media aritmética donde alguna (s) de las cantidades se repiten; 
a las veces que se repite una cantidad se le llama frecuencia o peso: 


Hallar el promedio ponderado de las siguientes cantidades: 


Cantidades Frecuencia 
8 5 
12 10 
20 4 
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Mp= 8x5+12x10+20x4 L 240 212.6 
541044 19 


Mp- Suma de cantidades x frecuencia 
Nümero de frecuencias 


Promedio geométrico (media goemétrica : Mg.) 


Es el promedio que se obtiene al extraer la raíz enésima del producto de "n" cantidades. 


Mg (1,2, 32) = Yix2x32 = 4 


Promedio armónico (Media armónica : Mh.) 


En la serie : a, < a, <... < a, 


Se cumple: a a a. PEE > 
а, а2 an 
1 1 1 
LAE E лаана з > — 
а а а 
1 1 1 
1 1 
1 ааа. +— 1 
Por Teorema N°1 : Lg QA МЕ An 29а. ul. 
а, п 8, 
n 
81€ 431 <a, 
ЕЕЕ з= 
а, 85 an 
n 
Mh. = 1 1 i 
== gi ЕЕ t= 
an 85 an 


Media armónica es el promedio que se obtiene al dividir el número de términos entre la suma 


de las inversas de todos los términos. 


PROPIEDADES 


1. Para dos números positivos se cumple que su media aritmética es mayor o igual que su 
media geométrica. 
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Sean "a" y “b” los números: a > b 


Dq.: 


Ma. > Mg. 


2+0, Jab 


EHD ^ ab >0 


is e ый 


(Và -4b) >о 


lo que demuestra la propiedad 


Otra forma: а> b 
a>b 


Ја > Jb 
(V&- Vb) z0 
a4*b-24ab 20 


a«b224ab 


22> Jab 


-. Ma.2 Mg. 


Para dos nümeros positivos se cumple que su media geométrica está comprendida entre 


su media armónica y su media aritmética. 


Sean “a” y "b" los números: a > b 


Dq.: 


Mh (a,b) « Mg (a,b) « Ma. (a,b) 


2ab cup ES 
a+b 2 


1?Parte: 


Mg (a,b) « Ma (a,b) 


Demostrado (P.1) 


2da.Parte: 
Mg, 27 М 
[Б> 2ab 
+b 
[ЗБ = 2ab >0 
a+b 


(a + b) Jab- 2ab > 0 


аа «b - 2/ab] > o 


Veb(Va- b) >0 


L.q.q.d. 
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La media geométrica de dos cantidades positivas es media proporcional entre la media 
aritmética y la media armónica. 


Sean: "a" y "b" los nümeros a » b. 


Dq.: МФ Ьу = Ma. xMhy p 


Mh. sues eL __ab MY») 
еы [d 1 a+b a+b NN 


a b ab 2 
М» 5xMaq p) = Мо ьу 


(=y € 
= ab 
2 a+b 


May, „хМһ o) = М9) L.q.q.d. 


Otra forma: 


La media aritmética de toda progresión aritmética es igual a la semisuma de los términos 
equidistantes de los extremos o igual al término central si hubiera. 


Fórmula que da el error que se comete a tomar la Ma. por la Mg. 


Sea  a»b a=b+d (éd” es la diferencia de los números “a” y “b”) 
a+b d 

| : Ма= c m REE. а 1 

uego: Ма= — F (1) 


Mg = Vab = Jb? +ЬФ........................... (2) 
(1) y (2) al cuadrado: 


d? 
Ma? = b? + bd + -7 


restando: 


1 
с 

№ 
+ 
с 
о. 


Mg? = 


= 4(Ma Mg.) 


— = m + 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE PROMEDIOS 


еа) Previas 


ж Debemos recordar propiedades de las proporciones y de los promedios. 


ж Recordemos que para dos números la Ma, es mayor que la Mg y ésta mayor que 
la Mh. 


La diferencia de dos números y la diferencia entre su media aritmética (Ma.) y su media 
geométrica (Mg.) están en la misma relación que 9 a 2. 
Hallar la relación en que se encuentran los nümeros. 


Solución 


Sean “a” y “Б” los números. a > b. Podemos establecer: 


a-b 9 (Уа * Jb (Ja - Jb) 


—— À— M ÓÁ => 


a+b _ fab T 
2 


-9 dardo 
TE TN RC NP 


2 


Por propiedad de proporciones: 


(Ya-Jb)«(Ja-Jb) 9.4 Ja 13 


(Va«Je)-(Va-Jb) 9-4 db 5 


a 169 
Rpta. b 25 


La media aritmética de siete nümeros pares consecutivos es 118. Hallarla media geométrica 
entre el menor y el mayor. 


Solución 


Sea "n" el nümero menor, la media aritmética será: 


n+(n+2)+(n+4)+...... +(n+12) _ 
7 


118 


=> 7N + (2 + 4+ 6 +... + 12) = 826 > п = 112 (menor) An + 12 = 124 (mayor) 
-. La media geométrica pedida = 4112x124 = 84217 


Rpta. 84217 
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Si la media geométrica de "M" cantidades es "N" y además ninguna de ellas es menor que 
(N - P). ¿Cuál es el máximo valor que puede tomar una de las cantidades? 


Solución 


Para que una de las cantidades sea lo mayor posible, las otras deben ser iguales a (N - P). 
Sea Z la cantidad mayor, tendríamos que: 


y м1 NM 


NM 


Rpta. (NP 


El promedio de 30 números consecutivos es 62.5 y el promedio de otros 20 números 
consecutivos es 81.5. ¿Cuál es el promedio de los 10 mayores del primer grupo y los 10 
mayores del segundo grupo? 

Solución 


я 30a+1+2+3+...... +29 


Primer grupo: a, (а+1), (a +2), ..., (a+29) ~. Ma 30 = 62.5 
-.a = 48 

Segundo grupo: b, (6+1), (b+2), ..., (b+19) ~. Ma = RU пэ. 815 
Dl en 


Los 10 mayores del primer grupo: 77, 76, 75, ..., 68 
Promedio de estos dos grupos = 79.5 
Los 10 mayores del segundo grupo: 91, 90, 89, ..., 82 


Rpta. 79.5 


Sabiendo que la media aritmética de tres números y de los productos, formados por todos 
los pares posibles de estos números, son 285 y 73,500, hallar la media aritmética de los 
cuadrados de dichos números. 


Solución 


Sean: “a”, “b” y “c” los números. Productos posibles (al tomar pares de números): 


ab, ac, bc 


Podemos establecer: 8*b*€C = 285 > а+Ы+с = 855 .......................... (1) 
3 


También: === = 73,500 = axb + bxc + ахс = 220,500 .................. (2) 


Como: (а + b + с)? = a? + b? + c? + 2 (ab + ac + bc) ............................................ (3) 


(1) y (2) en (3: (855) = a? + b? + c? + 2 х 220,500 — a?+b%c? = 290,025 


29005 
E A = 8 = 96,675 
Rpta. 96,675 


El cociente de dos números es 4, siendo la diferencia entre su Ma. y su Mg. la unidad. 
Determinar su Mh. 


Solución 


Sean: "a" y "b" los nümeros; segün datos, podemos establecer: 


a a+b 
p=4>a= 4b Además: Е -ab = 1 reemplazo “a” por 4b 


—25b-44b = 1 > 05b12b-2-—5a-8 


Sila Ma. de dos números enteros es a la Mh. de los mismos como 25 es a 21. Hallar el menor 
par de ellos que satisface esta relación, indicando su diferencia. 


Solución 


Sean: "a" y "b" los nümeros: Del enunciado podemos establecer: 


> > 
2ab 21 4ab 21 ab 21 7x3 


25 (a+b 25 (a+b 102 (7+3)? Е 
—— = = n los menores nümeros que cum- 


plen son 7 y 3, siendo su diferencia 4. 


Rpta. Diferencia 4. 


Después que han sido tomados los exámenes parciales de los seis cursos; un alumno tiene 


16 como Ma. de sus notas parciales; 6420 como Mg. entres cursos (Algebra, Trigonometría 
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RRA 


y Física) y 16 como Mh. de dos cursos (Química y Geometría), si se sabe que no ha tenido 
menos de 15 ni más de 18 en sus notas. Determinar cuál fue la nota parcial en el curso de 
Aritmética, si todas las notas son nümeros enteros. 


Solución 


Consideremos: Aritmética = A; Algebra = X, Trig. = T; Geom. = С; Fís. = Р; Quím. = О. 


A+X+T+G+F+0Q 
6 


Por dato: =165А+Х+Т+а+Е+ а = 96 ............ (1) 


También: ЎХхТхЕ = 6 $20 = ХхТхЕ= 6 х20=2х2х 2х 2x 2x Зх ЗхЗх 5. Ое адиї 
como no ha sacado menos de 15 ni más de 18 se deduce que: 


Xx Tx Е = 18x 15x 16 en (1): 


A+G+0Q+(18+ 15 + 16) 296 > А+ б +О=47........................... (2) 


i 2GxQ "ae -— 
Además: Mh = 16 = Gia , por condición se infiere que G = 16, Q = 16 estos 


valores en (2): 


(с.о) 


А+16+16 = 47 = А = 15 


Rpta. А = 15 


La diferencia entre dos números es 7 y la suma de su media aritmética y su media geométrica 
es 24.5. Hallar el error que se comete al tomar la media geométrica como media aritmética. 


Solución 
Sean: “a” y “b” los números: Podemos establecer otro método: 
agb 7.2 Ms (1) (aplicando fórmula) 
Ma + М9 = 24.5........ (2) d = diferencia de los números = 7 
De (2): Como: 
2 

a+b Jab =24.5 Ma Mge ¿LA 

PE 4(Ма. +М9.) 

de 

a+b+2/ab = 49 Ма Мелс 7 05 
dae - 7.2.22 -- (3) Rpta. error cometido es 0.5 
De (1) 


(в + Б) - 46) 7.4 


10. 


11. 


De (3) y (4): 

Ja = т (5) 
De (3) y (5): 

а азза B 


Jb= 3 =>b 


Ш 
о 


16+9 


Ма = = ОДЕ: Mg = J/16x9 = 12 


error: Ma - Mg = 0.5 
Rpta. 0.5 


La media geométrica de la progresión geométrica de las cifras del número: N = abc es 4. 
Hallar N. 


Solución 

Por condición: la Mg . (а, b, с) = YaxbxC = 4 cocminniicccnnncconconerenenconnanass (1) 
como a, b y c están en progresión geométrica, podemos establecer: 

asa; b = aq y ccad ИЕ. T (2) 
(2) en (1): Jaxaqxad? = 4, elevando al cubo: 

axaqxaq? = 4 = 25 = 2 х 22 х 23; de aquí se deduce: 

а=2 b-aq-4 с= ад? = 8 

-N = abc = 248 


Rpta. 248 


Si Mg (a,b) = 12 y Mg (a + 7, b + 9) = 20. Luego b - a es : (Siendo a y b enteros у b mayor 
que a) 
Solución 


ab = 12? = 144 
Por dato: 
(a+7)(b+9) = 20? = 400 


7b +9a = 163 ............— a (1) 
ab + 7b + 9a + 63 = 400 > 
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12. 


13. 
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De (1) despejando b: 


193- 9a 445a 
b= E ac (27 - 2a) + 7 


4+5a 
Como b es entero: debe serlo : 


7 
a =2 , a = 9 (a debe ser menor que 12 pues b es mayor que a) 
El único que cumple es a = 9, entonces : 


Rpta. b=16,b-a=7 


Hallar n si la media armónica de : 
1; 142. 1/3... 1/nes 1/19. 


Solución 
MH = " =з е 
Cie «n (n(n«t) 19 
2 
2 2 1 
= — — = — E 
mrt? md 19 ^^ 
Rpta. n = 37 


La Media aritmética de dos números enteros es los 5/4 de su media geométrica. 
Hallar la razón de dichos números. 


Solución 


Sean A y B los números. 


Lo -JAB 
> 


(Se aplicó la propiedad: "suma 


a+b 5 _[a+b+2/A8] +b+2/AB E de primeros términos es a su 
diferencia como la suma de 
JAB 4 ГАВ 
ATE | [e+b-2/A8] di АВ] ! los segundos términos es a su 
diferencia".) 


(Ja-Jby , Ма+ _ 
а-у — da-4b 


Rpta. 4 


ө — dt O -—— E M I =, ——————A—-- 


i. 


14. 


15. 


En la sgte. serie: 1, 3, 2, 6, 3, 9, 4, 12, 5, 15, ... Зп ¿Cuál debe ser el valor de n para que 
la media aritmética sea mayor que 119.5 y menor que 120.6 


Solución 


En la serie hay dos series intercaladas que debemos identificar: 
1, 2,374, 5,... п y3, 679M2 an 
La media aritmética (M.A.) 


иб (1424 34 44........ п) +3(1+2+3+4+........ п) 
el 2n 
MA. = Aan 41 
án 


Por dato 119.5 < M.A. < 120.6 


Rpta. Domo 


La Mg de dos nümeros es 6 y la diferencia entre su Ma. y su Mh. es 6.4, luego la diferencia 
entre Ma. y su Mg. es: 


Solución 
(Mg? = Мах МА 36 = Ma (Ma - 6.4) 


360 = Ма(10 Ma - 64) = 10x36 — Ма = 10 
Como la Ma. es mayor que la Mh. , entonces: 


Ма -Mh = 6.4 


Ш 


Luego: Ma -Mg = 10-6 = 4 


Rpta. 4 


1011831] PROPUESTOS 


Sobre promedios 
(Con Clave) 


Si para 2 números enteros se cumple que : 
(mg.? = 5x тһ 
Hallar la suma de las mh. de las 4 soluciones de números diferentes que tiene este problema. 
a) 10 b) 19 c) 20 d) 95 e) 14 
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El cuadrado de la Ma. de 2 números excede en 1 al cuadrado de su Mg. Hallar el mayor de 
dichos nümeros si su Mh. es 4.8. 


a)4 b)6 c)8 d)5 e) 10 


Decir cuáles de las proposiciones siguientes son verdaderas: 


1. La Suma delos numeradores entre la suma de los denominadores de varios quebrados 
distintos es un promedio de dichos quebrados. 
" 


lI. La inversa de la media armónica de ciertas cantidades es la inversa de la media 
aritmética de las inversas a dichas cantidades. 


1. La media geométrica de dos cantidades es media geométrica entre la media aritmética 
y armónica de dichas cantidades. 


ajlyl  b)lylli с) $6011 d)Almenos!!  e)!yill 


La ma. de 30 nümeros es 20, si se quita 2 de ellos cuya ma. es 48, en cuanto disminuye la 
ma. de los restantes. 


a) 1 b) 1.5 c)2 d) 2.5 e)3 


La ma. de 3 nümeros es 14, su mh. es 32/7 y su mg. es igual a uno de los nümeros. Hallar 
el menor de los nümeros. 


a)2 b)4 c) 8 d) 10 e) 12 


La Ma. de los cubos de tres nümeros enteros y consecutivos es igual a la Mg. de los cubos 
aumentada en 63; entonces la Mh. de los tres nümeros está comprendida entre: 


a)20y205 Б) 21у22 с) 21.5у 225 d)205y21 е) 195y20 


Se dan cuatro enteros positivos; seleccione tres enteros, halle su media aritmética y sume 
este resultado al cuarto nümero. Estos cálculos dan respectivamente: 29, 23, 21 y 17. 
Determinar la media aritmética del mayor y del menor de los nümeros. 

a) 12.5 b) 9.0 c) 12.0 d) 13.5 e) 14.0 

La media geométrica de cuatro enteros distintos es 545 . ¿Cuál es la media aritmética de 


estos nümeros? 


a) 36 b) 39 c) 42 d) 45 e) 48 


La media armónica de 3, 15, 35, ..., 1023 es: 


a) 31 b) 33 c) 37 d) 39 e) 41 


10. 


11. 


12. 


13. 


La media aritmética de la sucesión 123, 321, 234, 432, 345, ... es: 


a)688.9  b)777 c) 450 d) 555 e) 818.1 


Las edades de cinco personas son: 19, 28, 33, 37 y 43 años respectivamente. 
¿Cuántos años deben transcurrir para que el promedio de edades sea 39 años? 


a) 6 b)7 c)8 d)9 e) 10 


La media armónica de З números es 24/5 . Si uno de los números es 6 y la media geométrica 


de los otros dos es 24/6 . 
Calcular el mayor de los nümeros. 


a) 12 b) 6 c) 7 d) 8 e)9 
Al hallar la media aritmética de los siguientes nümeros: 5, 10, 15, 20, ..., 5n se determinó 
que era mayor que 252 y menor que 253. Hallar n. 


a) 100 b) 95 c) 90 d) 85 e) 80 
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Capitulo 17 


PROPORCIONALIDAD 


ж “El valor de una mercancía varía 
con el peso". 


ж “Га cantidad de agua que vierte 
un grifo, varía con el tiempo que 
está abierto". 


ж “El tiempo que emplea un 
automóvil en cubrir una distancia 
(constante) varía con la 
velocidad". 


En los ejemplos señalados podemos 
apreciar que dos magnitudes se están 
comparando, de tal manera que los 
valores de una de ellas depende de los 
valores que se le asignen a la otra; se 
trata de una función lineal. 


Al comparar dos magnitudes estas pue- 
den ser directa o inversamente propor- 
cional. 


He aqui una gráfica y artistica representación de propor- 
cionalidad. 
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Magnitudes directamente proporcionales: (D.P.): (о) 


Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al hacerse los valores de una de 
ellas 2, 3, 4, 5, ..., n veces mayor o menor, los valores correspondientes de la otra, se hacen 
respectivamente mayores o menores el mismo nümero de veces. 


Ejemplo: 
valores correspondientes 


Longitud: im 2m 3m 


Magnitudes 
Precio: S/90 S/180 S/270 S/360 .. 


y Фетр 1 
Ѕеситріе: === Dn aan Teen =k= gg) Se infiere: 


1° — Sidos magnitudes son D.P. secumple que el cociente de sus valores correspondientes, 
nos da una cantidad constante. 


2% Los valores correspondientes aumentan o disminuyen en la misma proporción. 
Como se trata de una función lineal, de la forma f(x) = kx podemos graficar: 


Precio 


Longitud 


1m 2m 3m 4m 


1 metro 
2 metros 
3 metros 


4 metros 
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Magnitudes inversamente proporcionales: IP ( < ) 


Definición: 


Dos magnitudes son І.Р. cuando al hacerse los valores de una de ellas, 2, 3, 4, 5, ..., n veces 
mayores o menores, los valores correspondientes de la otra se hacen 2, 3, 4, 5, ..., n veces 
menores o mayores respectivamente. 


Ejemplo 


Obreros y tiempo que emplean en realizar una obra. 


Valores correspondientes 
пато [seme | soe] 


1800 hs. 
1° Que el producto de sus valores correspondientes, da una Cantidad constante: 


Magnitudes 4 


Se cumple: 


15x120 = 5x360 = 1x 1800 = k 


2° Mientras que los valores de una de las magnitudes, van aumentando, los valores 
correspondientes de la otra, van disminuyendo en la misma proporción. 


k 


Se trata de una función lineal de la forma f(x) = = 


Se puede graficar: 
horas 


^ 1 
1800 1— 


La gráfica sale de una hipérbola equilátera. 


> obreros 


120 — het. 
| 


| 
| 
л 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE PROPORCIONALIDAD 
Análisis Previo | 


Debemos recordar que si dos magnitudes A y B son D.P. se cumple que el 
cociente de sus valores correspondientes, nos da una cantidad constante; es 


ч А 
decir: = = КБА = Bk 


B 
Si las magnitudes C y D son І.Р. el producto de sus valores correspondientes, 
nos da una cantidad constante; es decir: 


CxD-K(cte) 


Si Aes D.P. a B e I.P. ala 4C . En un determinado momento A vale 720. 
¿Qué valor tomará A si B aumenta en un 80% y C disminuye en un 36%. 


Solución 
ANC к 
B 
720x4C = Ax40.64C 
B 18B 
А = 1,620 
Rpta. 1,620 


Un millonario al morir deja una herencia para герапіпа D.P. a las edades de sus З nietos que 
son como 2, 4 y 10 respectivamente pero con la condición de que el reparto se hiciese luego 
de 4 años. Se sabe que si el reparto es I.P. a las edades entonces el menor sale beneficiado 
con 700,000 soles, además la suma de las edades hace 2 años era 26. ¿Cuánto le 
corresponde al mayor con el reparto D.P.? 


Soluclón | 
Sean К, 2k y 5k las edades: 
26 = (k- 2) + (2k - 2) + (5k - 2) 
= К = 4 
Sea Н la herencia: 


Hx8 _ Hx3 


Тат = TEC 700,000 


= H = 2'200,000 


Al mayor le corresponde: 


Rpta. 


2 
= = 1'200,000 


1'200,000 


Se sabe que A.D.P. a 1/B y es inversamente proporcional al cubo de 1/C. Cuándo A = 12, 
B = 18, C vale 2. ¿Qué valor toma C si A es 36 y B es 48? 


Solución 


Rpta. 


1 
ADP — 3 
B m 
С АВ 
= =К = — = К, luego 
1 СЗ 
ar( 2) B 
Cc 
12 x 18 _ 36 x 48 
Ге. œT 
cesa 


Se tiene que A D.P. a 1/D , B D.P. a C y DIP 1/C . Luego afirmamos: 


Solución 


Rpta. 


А -K> AD=K 
D 
D 
==K, >==K 
С 1 1 


AIPB 
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LLenar con un cierto líquido un cierto envase esférico de radio 20cm. demora 5 minutos. 
¿ Cuántos minutos demora llenar un envase de radio 25 cm.? 


CS ғо елр; и 
Solución j UU V = E 2% 
t 2(Kiv) = KR? - ! 
! тр 7 | 
Luego: Ust 
`2 
СЕОУ 
t UR 5120 E zo 
Es E 
(5Y 2n $c 
t -5(5) 2625 977 min. a € [ 
UA 64 
Rpta.: 9.77 min. 


Si se tiene la siguiente tabla de valores para dos magnitudes A y B: 
Ld >а 


Ан 


[^ [5 ама [seo |4 | 
[e [o [s [2 [о | sw] 


к 
Entonces: 
ый 
1 
ааА«В  b)Ac в с) Aa B? d Aa с> e) Aa В? 
Solución 


Notaremos que cuando B se divide entre 2, A se multiplica por 4, cuando B se divide entre 


3, A se multiplica por 9. Var r ab 9 
a” ( y 27 
. Aes l.P. а B? о sea: $ 
L 
А с Б? 


Rpta. : D 


A DÍ je y 


7.  Ladiferencia de A y Bes D.P. a C?e I.P. aD. Cuando A es el triple de B y C vale 2 entonces 
D es igual a 8. 
¿A cuánto será igual D cuando A sea el doble de B y C valga 3? 


Solución 
(AB . 
С 
(3B-B)x8 (2B-B)xD T 2Bx8 BxD D - 36 
2° 3? 4 9 
Rpta. D = 36 


+ 
8. з La magnitud "A" es О.Р. al cuadrado de la magnitud B más 3 unidades y la magnitud B 
д es І.Р. al cubo de la magnitud C. Si cuando C = 2, B = 8. ¿En qué relación está el valor 
| de A cuando C = 4 con respecto a su valor cuando С = 2? 


Solución 


Podemos establecer: 


A-KB^*3; B=Kk J >C; B-8; К, =64 


luego: A = k(8 + 3) = 67k 
Para: С=4 э В= 64х11; A, = k(1?+3) = 4k 
64 
A, 4K 4 
Y — = —— = — 
A 67K 67 
Rpt $ 
ра: 67 


9. Tres magnitudes cuyo producto es constante son tales que si se duplica la mayor y triplica 
laintermedia, la menor se reduce en 5. Así mismoal elevar al cuadrado la mayor la intermedia 
disminuye a un octavo de su valor inicial. Si para los procesos descritos las tres magnitudes 
tenían valores enteros consecutivos, se pide determinar su producto. 


Solución 


Sean: A; B y C las magnitudes tales que: A» B» C 
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Se cumple que: 
А.В. Сем’. Ени жа (1) 
Inicialmente: 


(2а) (3b) (C - 5) = к...................... (2) 


De (1) y (2): 


K 
A.B.C = 6.A.B(C-5)=C=6, luego: A. B E 


ULTIMO ry» з. € = «c 

Е NT A?.B m 
Después: ^A ТЕ: M0 > A luego B=7 G: b 
Rpta. -A.B.C = 336 


10. Siel peso de un elefante blanco es D.P. a sus años. Si un elefante tuviera 360 kg., entonces 
su edad sería 32 años. ¿Cuántos años tendrá sabiendo que pesa 324 kg.? 


Solución 


Peso 


= К = Peso = К. años 
años 


Peso a Años = 


Reemplazando : 


45 
360 = kx 32 k = 


4 
Pero: 
4 
Años = = = años = 45 = 28.8 
4 4 


Rpta. 28 años 292 días 


DP 


11. La presión que ejerce un gas sobre el recipiente que lo contiene varía en razón inversa al 
volumen que ocupa. Calcular la presión ejercida por un gas en un recipiente esférico, 


—À 
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EENERC T rmn 


12. 


sabiendo que la misma cantidad de gas en otro recipiente, cuyo radio es al del anterior como 


3 es a 2, la presión sería de 162 cmHg. 


4 
(Volumen de la esfera = 3 TR?) 
Solución 
S Є" Radio del ° 2 
e Sabe: Radio del 22 3 
4 n3 
Pero: Volumen del 1ero. = jm 


4 
Volumen del 2do. = —nR$ 


3 
DN AE TUNER, 
AU б; ui ; 
D v 2 РА * $ 
Por otra parte: dai ime. 
. Constante 
Presión = valmen V = PV, 


8 
P,x блг = 162 x V= 162xV, 


Por lo tanto: 


162 x 27 
0977. s 546.75 cmHg 


Rpta. Р, = 546.75 cmHg 


Si la presión es О.Р. a la profundidad en un cilindro de 15cm? de área de la base, la presión 


2 
a 7 cm. de altura es 32.64 gr/ cm”. Calcular la presión ejercida en el mismo recipiente de 


141 cm? de capacidad a 3.5 cm. de profundidad. 


Solución 


Sea: p = presión 


h = profundidad 


( &-32 
2 pP -"Rh"-N32/'64 = наи н (1) 


Volumen = base х altura = 15 cm? x (h+ 7)cm. = 141cm? 
© һ = 2.4 ст. АЛ: 


Еп (1): 
k(2.4) = 32.64 > К = 13.6 gr/cm? 


- p = (13.6) х 3.5 = 47.6 gr/cm? 


Rpta. 47.6 gr/cm? 


| 13. Elprecio de un televisor a color varía en forma D.P. al cuadrado de su tamaño e I.P. a la raíz 

cuadrada de la energía que consume. Si cuando su tamaño es de T pulg. y consume x 
energía su precio es de 360 dólares. ¿Cuánto costará un televisor cuyo tamaño es al del 
anterior como 3 es a 2 y consume x/4 de energía? 


Solución — - 
| Р | Lm 
26 
KT? рух | ш 
= =K - 
) Р Jx T? 
| = = 4. 
Р, (Икс 
к 
Te | 
(27) | 
2 | 
з60ух  P,Jx.22 E E 
T? 3?T? J4 Pa B ze 2 
360x9x2 PL. 
=P, = 52 = 1,620 Р m m aí 
gob 
46% Rpta. Costará 1,620 dólares. pos ! 
А B A уо eC E 
[рл ЭР € › y К; ix 
2 m BI 


| a.c HZ FE PROPUESTOS : 


sobre proporcionalidad (con clave) 


1. Dada la siguiente tabla esperimental donde los valores de una misma vertical son 
correspondientes. (por ejemplo cuando А = 1, B= 4, C = 1/2), indicar cuales son verdaderas. 
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fmm ———ER— ——— ер o a — -— 


y ҳу 


1) ÆA? es directamente proporcional a B (cuando C permanece constante.) 
n 
П) Aes directamente proporcional a СЗ. (cuando B permanece constante). J 


Ш) C es inversamente proporcional а B (cuando A permanece constante). y 7 
a) VVV  b)VFV с) РУБ ЕРУ фуу P 
u 


Decir sies V o F 


PA 


1) Si A es directamente proporcional a С , A? es inversamente proporcional a C. 


Н) Si B es inversamente proporcional a (1/ JC ), B? es directamente proporcional а C. 


ПШ) Si A es directamente proporcional a C y C es directamente proporcional a B. Luego A 
es inversamente proporcional a B. 


a) МУМ — b)FFF  cVFV  dfFVF е) ЕРУ 


Se sabe que b es media proporcional y media aritmética entre a y c, determinar cual de las 
siguientes es verdadera si A es directamente proporcional a la inversa de la raíz cübica de 
C elevada al cuadrado; y cuando A vale 1/4, C vale 8. 


b 3 
I 


a) SiA vale 1/4, C vale ( 
3 
b) SiAvale 1/9, C vale( 122.) 


c) SiA vale 16, A vale e 


d SiA=a,Cvaleb.c 
e) Ninguna Anterior. 


Un sefior afirma que ha descubierto 2 magnitudes A y C tales que son directamente 
proporcionales con constante de proporcionalidad E y también: (A-k) y (C+K,) son 
inversamente proporcionales. Se afirma que: 

a) Lo que afirma el señor es falso. 

b) Puede ser cierto según como sea la relación entre K, y К, ^ 
c) Siempre es cierto esto. C ` 
d) Sik, = k, = 15е cumple. 
е) Ninguna Anterior. 


y 


10. 


11. 
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A y B son magnitudes D.P., y Ces D.P. a A - B. Si cuando A aumenta 5 unidades C aumenta 
2 unidades, determinar el valor de C cuando A = 50. 


a) 8 b)5 c) 30 d) 20 e) 10 


Se sabe que las magnitudes A y B son D.P. para valores de B menores o iguales que 4, y 
son І.Р. para valores mayores o iguales que 4, si cuando В = 3, A = З, luego cuando B = 8. 
A + B es: 


a) 14 b) 9 c) 10 d) 16 e) 12 


Se ha obtenido la siguiente tabla de valores para las magnitudes : A, B y C, que sólo pueden 
tomar valores enteros. 


51 Аеѕ1.Р. a ByD.P. aC y Ь-а = 1, determinar a + b. 


a)7 b) 9 c)8 d) 10 e)5 


A es inversamente proporcional a la suma de B y C, y directamente proporcional а C?. 
Si A = 12, y C = 2 entonces B = 10. Hallar B, cuando A = 9 y C = 3. 


a) 21 b) 33 c) 22 d) 13 e) 17 


Un estudiante detalento como 4, que dedica 8 horas de estudios al día, que tiene un equilibrio 
emocional como de 0.2 y 2.8 de habilidad manual mecánica logra en sus exámenes un 
promedio de 16. ¿Qué promedio obtendrá otro estudiante de talento 7, que dedica 4 horas 
de estudio diario, de equilibrio emocional 0.18 y de habilidad manual-mecánica 3.2? 


a) 14.4 b) 16.8 c)4 d) 15.6 e) Ninguna anterior. 


Los goles que marca un equipo en un partido es una cantidad directamente proporcional al 
nümero de goles que marcó en el partido anterior más uno. Si en el primer partido marcó 
1 gol y en el segundo 2 goles, determinar cuántos marcó hasta el quinto partido (inclusive). 


a) 12 b) 15 c) 13 d) 14 e) 18 


Se quiere construir un observatorio que tiene la forma de un cilindro (cuyo radio de la base 
es R) cubierto por una semi-esfera (de radio R); se sabe que las áreas exteriores de cilindro 
y la semi-esfera son proporcionales a R y R? respectivamente (con la misma constante de 
proporcionalidad) y que el costo de la construcción de la superficie exterior es proporcional 
al área. 


pa = we - 


Inicialmente se pensó hacerle con un radio de 10mts. pero posteriormente se aumentó dicho 
radio, motivo por el cual el costo aumentó en 23/55 de su costo inicial. 
Determinar en cuánto aumentó el radio. 


i a) 2.18 mts. b) 0.17 mts. c) 0.50 mts d) 2 mts. e) 1 mt. 


Nota: 21R? = área de la semiesfera. 
| 2nRg = área exterior de un cilindro. 


-~ 


i 
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аа y Я p qe ca ВЕЕ 
——À— m b À"—- 
er mi pan jaa as 


T Nac 


Capitulo 18 


REGLA DE REPARTO 


PROPORCIONAL O PRORRATEO 


Y 


REGLA DE COMPAÑIA 


Otro de los importantes temas que se resuelven aplican- 
do proporcionalidad proporciones y serie de razones 
iguales es el repartir una cantidad en forma directa o 
inversamente proporcional a otras. 


Reparto Simple o Directo: 


Supongamos que debemos resolver el siguiente proble- 
ma: 


Dos personas invirtieron S/.2 000 y S/.3 000 respectiva- 
mente en un negocio, en el que obtuvieron una ganancia 
neta de S/.1 000. ¿Cómo repartir la ganancia”? 


Es fácil deducir que quién más dinero colocó, más 
ganancia debe obtener. Pero el problema consiste en 
determinar cuanto gana cada uno. Lo que corresponde 
a la primera persona lo designaremos con X y lo que 
corresponde a la segunda con Y. Además se sabe que: 


X4 Y = 1,000 4... 5. ME (1) 


Para repartir proporcionalmente a lo que colocó cada 
uno, se procede así: 
X mM 
1000 3000 
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Considerando la proporción formada como una serie de razones iguales, aplicamos la 
propiedad: “La suma de los antecedentes es a la suma de los consecuentes como un 
antecedente cualquiera es a su consecuente: 


х+у х 1000 x 


——— = ——— —— = = 1. 4 
200043000 100 5000 2000 o 400 


sty у 1O MM E 
2000+3000 3000 5000 3000 


La primera persona gana S/.400 
La segunda persona gana S/.600 


Método práctico 


reciben: 
2 000 X = 2000xK = 2000 2988 400 
^ ^w XA * 5000 ^ 
1.000 
| 1000 

3000 => Y = 3000xK = 2000x 5000 ^ 600 
5 000 

. 1000 [іа constante de reparto, se obtiene dividiendo la cantidad a repartirse entre 

_ 5000 la suma de los números proporcionales.] 

Regla 


Para determinar cuanto le corresponde a cada nümero proporcional, se multiplica la 
constante de reparto por cada nümero proporcional. 


Este reparto descrito, se flama reparto proporcional, simple y directo simple porque 
intervienen sólo 2 magnitudes (ganancia y capital) y directo porque las magnitudes son 
directamente proporcionales. 


Todo reparto proporcional, se reduce a uno simple y directo. 


Reparto simple e inverso 


Simple: porque intervienen sólo dos magnitudes. 


Inverso: porque las magnitudes son inversamente proporcionales. 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE REPARTO PROPORCIONAL 


Оһзегуасїопев Previas 
heb O 


Una de las aplicaciones más directas de la teoría de proporcionalidad, la 


constituye el reparto proporcional. 

Debemos recordar (porque se utiliza muche en la resolución de problemas) que 
el reparto no se altera, si a todos los nümeros proporcionales, se les multiplica 
o divide por un mismo número. 


1.  Liquidada una sociedad resultó con pérdidas y sus socios, que eran 3, recibieron (descon- 
tadas las pérdidas). 
1° $ 18,000 ; 2° = $ 27,000 
3” $ 45,000. Se sabe también que la pérdida total fue la mitad del capital del primero. 
Determinar la pérdida del 3? si aporta un capital igual al del 1? y 2° juntos y si además se sabe 
el 1? recibiría $ 20,000 de ganancia si ganaban $ 100,000 en total. 


Solución 
а, Ww. 
Sean los aportes: a,, a,, а,. Por dato: 700000 ^ эта " 
аш! а, 2 
y además: a, = а, +a, Luego: [o4 "а, Ж 


84 1 81 1 a 2 2 5 
%—=-2 4 .-1>321.£, Luego: P = Р, = Pa = 2Р, 
E Ba MA зш um 2 

3 
PSP 
2= 2 
=P +P +Р; oT Pero: a,- P, = 18 000g» Gp, 8.99 Fi DI > 


=> P, = S/. 2 000 Рз = 5/. 5 000 


Rpta. Р, = 5/. 5 000 


2.  Sereparte $ 2,800 en forma D.P. a A y B. Silo correspondiente a А es una cantidad entera 
determinar lo correspondiente a B si A - B = 7. 


Solución 
А-В=7 = (JA-4BY JA +48) =7=1х7 Luego: 
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JA+/B=7 | JA-4 
2 800 2 800 (0 


A MR e 


+. A Ble corresponde: 400x 3 = S/ 1 200 


Rpta. S/ 1 200 


Se reparten 850 caramelos entre niños y niñas de manera que cada niño recibe el cuádruplo 
de caramelos que recibe cada nifia. El nümero de caramelos repartido a cada grupo fue 
directamente proporcional al cuadrado del nümero de sus integrantes. Determinar cuántos 
caramelos recibe cada niño, si las niñas reciben un número entero de caramelos y el número 
de niñas es máximo. 


Solución 


Sea: Н > número de niños N = número de niñas 


850 xH 
Cada niño recibe: HEN? — . 850H caramelos 
H Н? + № 
е9 ` 850N 
Cada niña recibe: н+м caramelos. 
Por condición: 
" 850N 850H H -4N 850N 50 Kez 
—— = a = —— = -—— == 
" HN н+м нё 1602 C 17м N 
30507 ү S MSIE = | 
N = 50 (máximo) 
-. Cada niño recibe: 4.1 = 4 caramelos 
Rpta. 4 caramelos 


Se reparte cierta suma proporcionalmente a los números 7, 14, 21, ..., 350 (50 números). 
Lo que le corresponde al que recibe la treintava cantidad menor se divide entre 3 y se obtiene 
una cantidad entera. Determinar la 45ava. cantidad mayor recibida si ésta es la menor 
posible. 


Solución 


Se reparte D.P. a: 7, 14, 21, ..., 350 <> 7 (1, 2, 3, ..., 50). 
Es equivalente a repartir D.P. a: 1, 2, 3, ..., 50 


Sea N la cantidad a repartir. 1+24+3+...+50 = 51x25 = 1 275 


DP 
1 Sea K la constante de reparto: 
2 
N 3 К = Е а 
^ 1275 
р La treintava cantidad menor es la veinteava mayor. 
50 Esto es: 
20K ; 
1275 uw = E (N°entero mínimo) — E = 1 
k a 
"20 
р ТУ Н = 675 
- = 20 > = D. 
Rpta. R = 6.75 


2 2 
Se reparte: N ARES) en partes directamente proporcionales a : a, 1/а y 1; e 


inversamente proporcional a : bxc , b/c y axc/b respectivamente. La menor de las partes es 
(c - 2.5), hallarla numéricamente sabiendo que es la segunda. 


Solución 
= p? | a? +b? +c 
N-2—|—-—-4c|- 
РС C 2c 
DP. DP 
1 a 
ax —== 
bc bc 
2 2 2 
аары QUEE. duo p. (1) 
2с а Ь ab 
imita b. 
ac ac 
pua La асер 
bc ab ac abc 
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2c € ab 
Meere E aa (2) 
abc 


Rpta. 2.5 


Se compran 3 telas de superficies directamente proporcionales a 2, 3 y 4 y precios 
inversamente proporcionales a 3, 4 y 5. Se decide ganar en total 20% sobre el costo total 
y se ponen precios de venta que son directamenta proporcionales al precio de compra y a 
la superficie de cada tela. 

Si por las 3 telas se ganó S/.12,000. ¿Cuánto se ganó por la 2da.? 


Solución 
Superficies = 2, 3, 4 


р 1 и 
Ргесіоѕ де сотрга 3'4'5 ? 20, 15, 12 


El reparto es D.P. a superficies y precios de compra: 


Osea D.P.a 2x20,3x15,4x12 
40 45 48 


0.2C 
1/.60,000 


Sea costo total = C Por dato 1/.12,000 
С 


Еп la 2° se gana. 


45 15 
D.V,-P.C, E 133 * 12C- 34; ХС 


—943 . (60,000 = I/.5,212 
(304; 5 ЧЕНЕ Une 


Rpta. S/.5,212 


Hallar el menor número entero que al repartirlo I.P. a 5,6 y 9 se obtienen tres partes enteras. 
Dar como respuesta el 25% del 30% del 40% de dicho número sabiendo que este resultado 
es también un número entero. 


-=  — — — —— r ëy —— 


Solución 


25% del 30% del 40% 25 4.30, 40 | 3 av 
2S UE = 100 100 100 100 


El 3% de N es un número entero. 
Luego N se puede dividir exactamente entre 100. 


LP. 5k 6 E9 


1 
3.» D.Pa 18, 15, 10 


K, (entera) 


N 
Y 39^ K, (entera) 
М — mínimo, luego N = 4,3000 
В = E 4,300 = 129 
7 100 " 


Rpta. R- 129 


Se reparte S/.175 en forma D.P. a JA y JB yluego en forma D.P. a A y B. Si A obtuvo 
S/.12 menos en el segundo reparto; hallar B?. 


Solución 
En el 1er. reparto A obtuvo : AGA 
En el 2do. reparto A obtuvo : m 
Por dato : TES xJA - АЗ a= 12 
175 х JAB (VB —/A) 2 
(А + BI YA *4B) Р 
Si llamamos : ЈА =x, УВ = y.y bog 
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175xy(y-x) _ 12 


(х +y’ x+y) 
Todas las respuestas son números que tienen raíz cuadrada exacta, luego xe yson números 
enteros. 
Además : ы = К oci E 
кту х+у 
y:K«K, y:xy(y-x) = 12K, 
Si: xX+yY=25% у =4,x= 3(y»x) 
хус=7 K= 1 
Esto es porque : 175 es dividido exactamente por : 1, 5, 7, 25, 35, 175 
X+y>1;x+y>x+y 
Luego : x+y = 567 


х +у? = 25 6 35 
El ünico que cumple es el que se da: 
Luego : y = 4; B? = y = 16 


Rpta. 16 


9. Una distancia de N kilómetros es cubierta por З móviles., cada una lleva una velocidad de 
40 Km/h, 60Km/h y 96 Km/h. 
En total, los tres han empleado un tiempo de 50 horas. Encontrar la suma de las cifras que 
forman el número N. 


Solución 
VIEK N = VxT 
IP DP 
140 x120 3 12 8 
50 1/60 х 120 2 8 — x50 = 16 
1/96 х 120 514 5 25 
25 
Luego N = 16h x 60Km/h = 960 Km. 
Rpta. 960 Km. 
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10. Sereparte una suma de dinero entre 4 personas directamente proporcional a 1, 2, 3, y 4. 


12. 


Al efectuar el reparto hubo una equivocación de 2 unidades en la suma, por lo que al último 
le tocó S/.80 menos. 
Hallar la suma que se repartió. 


Solución 
1 
S | x= PS +80=S=1200 
4 
10 (+2) 
Rpta. S = 1200 


Dividir 2340 en 3 partes I.P. a 0.75, 0.5 y 0.375. Indicar la suma de las cifras de la parte mayor. 


Solución 
IP DP DP 
3/4 4/3 4 2 
2340 1/2 2 6 3 
3/8 8/3 8 4 — 4/9 x 2340 
9 
Parte mayor: 1040 1+4 = 5 
Rpta. 5 
Un capital se h rtido directament ionala:+ ;b; + ;1.P.a ¡2 урр 
n capital se ha repartido directamente proporcional a: ; b; < + І.Р. а: а= ; aa p УР.Р. 


1 1 
a: bd; аў respectivamente. Hallar este capital si la menor parte es S/.13 104. 


Solución 
DP DP DP <> DP 
1 
y La o Es 
ES bd gbd - 2x6 8 
B b ad E bd - 1x6 6 
1 1 Al 1 
C 77 b d bd - p^ E" 
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3x 
Sean las partes A, B y C y el capital igual a x la menor parte es: CES 13,104 


Rpta. x = S/.74 256 


13. El número a(2a)76 en tres partes enteras D.P. a cd.dc y dd. Hallar el valor de a x c x d. 
Solución 


a(2a)76 = k(cd + de + dd) 


a(2a)76 = kx 11x (2d + c) 


2a+6-(a+7) = 11 

а-1 = 11; а= 1 

1276 = Кх 11(2d + с) 

116 = k(2d + с) 

4x29 = k2d + с); ахахс = 2 
а = ї;с = 2 


Rpta. 2 


14. Unmillonario dejó 638 000 millones de soles a sus 4 hijos: Paco, Javier, Adán y Eduardo para 
repartirlos en forma I.P. a las raíces cuadradas de los nümeros: 80, 125, 180 y 245 
respectivamente. ¿Cuál fue la herencia que recibió Adán? 


Solución 


Multiplicando cada fracción por el M.C.M. de los denominadores: 


1 1 


Paco > -——- x45x420 = 105 


80 445 
Р 1 1 
Javier — PIE Sb 420 = 84 
125 545 
638 000 millones 
Ain  *S- TUER or az =70 
180 645 
1 1 
EduardoO — —== — 4/5 х 420 = 60 
245 745 
319 
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e 


15. 


16. 


Ks 638 000 millones _ 2 000 millones 


319 
-. Adán recibió : 70 x 2000 = 140 000 millones de soles. 


Rpta. 140 000 millones de soles. 


Un cilindro de 60 litros de capacidad fue llenado completamente por cuatro recipientes, 
donde el volumen del primero es al del segundo como el del tercero es al del cuarto como 
2esa 1. Hallar la suma de los volümenes del segundo y el cuarto recipiente. 


Solución 


< 
Ш 


2V 


V, 
М, = 2V, 


№ 
| AN l 


(VW. + Vox] 600 |- 
(V, + Ea] 20 It. 


Rpta. 20 It. 


Los senores "A", "B", "C" y "D" se asocian para formar una empresa siendo sus capitales de 
13Q, 110, 70 y 40 dólares respectivamente, y los tiempos de imposición 4, 3, 5 y 6 afios 
respectivamente. Al final obtuvieron $7,200 de ganacia, pero D fallece y los otros se reparten 
su ganancia proporcionalmente. Se desea saber cuanto de más recibió "B". 


Solución 
A 130х4 = 52 
В 110х3 = 33 
7,200 
С, 70x52 35 
D 40х6 = 24 
144 
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17. 


Еми = 250  eldinero de "D" es 24 x 50; D = 1,200 


14 
A52 
1,200 В 3 53 
C>35 
120 


B recibe de más 33 x 10 = 330 dólares. 


Rpta. 330 dólares. 


En cuántas partes se reparte una cantidad "x", si el reparto se hacen en forma D.P. a los #s.: 
9, 10, 11, 12, ... y en promedio cada uno recibió S/.1'100,000 y la diferencia entre 2 partes 
consecutivas es S/.100,000 en todos los casos. 


Solución 


Se reparte C en forma D.P. a 9, 10... en n partes. 


9 
10 
11 La suma еѕ: (n-8)n-S) 8x9 
2 2 
С 
n+8 
п? +17п 
2 
La diferencia entre 2 partes cualesquiera es: 
k+1-k 2xc 
C x Hito nain 100.000 ra ti bt (1) 
2 
Como en promedio cada uno recibió: 
O = 1 100/000)... ve ume ito МИ! (2) 


$96 


De (1) y (2) =n=5 


Rpta. n=5 


AA e e —— UR ACC a s nnnc mrt PO ALTERI E tcs 


18. 


19. 


20. 


Se han repartido 6,000 soles entre 10 personas. Si a cualquiera de las 5 primeras le toca 
1/5 que a cualquiera de las otras 5. ¿Cuánto le tocó a la tera. y a la última? 


Solución 


5 pimeros => 1 


6,000 5 6000 
5 últimas > = ——— = 1000 
6 6 
A cada una de las 5 primeras le tocó: 
1000 _ 200 
5 
A cada una de las 5 últimas le tocó 
E = 1,000 


Rpta. A la primera le tocó : 200, a la última le tocó : 1,000 


Un millonario dejó un herencia de $ 14'400,000 dólares, рага repartirla proporcionalmente 
a las edades de sus hijos: Mario, Francisco y Abel. Si la edad de Abel es el doble de la de 
Mario y a Francisco le tocó S/.4'200,000, y además la suma de las 3 edades es 72 años. 
¿Cuál es la edad de Mario? 


Solución 
Sea “F” la edad de Francisco, “M” la de Mario y Abel tendrá “2M” años. 


14'400,000 _ 
72 P 


La suma de la edad de Mario y Abel es : 


xF = 4'200,000 > F = 21 años 


М + 2M = 72-21 > M = 17 


Rpta. La edad de Mario es 17 años. 


Tres vecinos quieren pintar las fachadas de sus casas siendo el costo total 1,369 soles. La 
extensión de la fachada del 1ero. es los 3/5 de la del 3ero., y la del 2do. es los 7/2 de la del 
tero. Si el gasto se reparte en forma D.P. a la extensión de las fachadas. ¿Cuánto les tocó 
abonar al 1его. y 2do. vecino? 


Solución 


fero. 3 2 6 
do. 3 7 а 1,396 = 1369 _ 37 
3ero. 5 2 10 37 


37 


Rpta. Al fero. le toca abonar 6 x 37 = 222 soles, al 2do. le toca abonar 21 x 37 = 777 soles 
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21. Repartir el nümero 50b en tres partes enteras directamente proporcionales a ab, bc y ca. 
¿En cuánto se diferencian las dos menores? (c es menor que a) 


Solución 


50b = kx(ab + bc + ca) 


50b 


kx 11 x (a + Б + с) 


50 = 11 => Ь=6 

Luego: 
506 = kx 11 x(a+6++c) 
46 = k(a+ 6 +c) 


a+c = 17; К=2 


Rpte. 2 х (89 - 68) = 42 


22. Unterreno es repartido entre tres personas cuyas edades suman 71 años. Si al menor, que 
tiene 17 años le ha tocado 13 005m?. Deteminar cuánto le ha tocado al mayor de ellos, si 
el terreno de éste es al de la persona de edad intermedia como 5 es a 4. 


Solución 
Para la menor de 17 le tocó 13 005nv, Sea T el área total del terreno. 


T x17 = 13005 4 — - 765 
nc = The 


La suma de las otras edades (a y b) es: 


71-17 = 54 = (а + b)............... (1) 
A : a 5 
Si la relación de ellos es: b = з omm (2) 


De(1)y(2:a2 30 y b = 24 

T 
Al mayor le tocó: n" x30 = 765x30 - 22,950m* 
Rpta. 22,950m? 
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23. Alrepartirla cantidad 1 360 680 en cuatro partes se observa que: la primera es a la segunda 
como 5 es a 2; la segunda es a la tercera como 3 es a 4 y la tercera es a la cuarta como 8 
es a 5. Hallar la segunda. 


P 29 3? 4° 
9х5 2 
6 x 3 4 
3 x 8 5 
45 18 24 15 
e 1 360 680 - 43m 
45+18+24+15 


La 2da. es: 13 340 x 18 = 240 120 


Rpta. 240 120 


24. Sereparten S/.61 000 en 3 partes que son D.P. a los números 2/17, 5/38 y 4/65 y además 
son I.P. a 19/34, 3/4 y 57/13 respectivamente. ¿Cuál es la suma de las cifras de la mayor 
de las partes? 


Solución 
1 E i. 30 
primera: 17 19 = 
61 000 da: = 25 
segunda: — 45X4 = 
гон pola ом 167 AS. 
ercera: 65 57 ^ 
61 
Las partes son: DM 30 = 30 000 
61 
91.009 x6 - 6000 
61 
Rpta. ~. La suma de las cifras del mayor es З. 
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25. Sereparten S/.2 210 en cuatro partes, tales que: la segunda es a la tercera como 7 es a 11, 
la tercera es a la cuarta como 4 es a "m" y la primera es a la segunda como З es a 5. Si a 
la cuarta le tocó S/.1 100. ¿Cuál es el valor de "m"? 


Solución 
Primera Segunda Tercera Cuarta 
3 5 
7 11 
4 m 
3x4x7 5х4х7 11х5х4 mxiíix5 
ii й y y 
84 140 220 55m 
B а "Eee o 
= constante de reparto = 84414042204 55m 
Como la cuarta recibió S/.1 100, podemos establecer: 
E - 55m) = 1 100 =8 
444 «55g * (59m). = pr а 
Rpta. m = 8 


die] HP] PROPUESTOS 
Е 


Sobre reparto proporcional y regla de compañía (соп clave) 


1.  Dividir el número 1705 en 3 partes 1.P. a 0,375, 1/3 y 2/7. Indicar la suma de las cifras de 
una de las partes. 


a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16 


2.  Unpadre de familia deja S/.38'480,000 a su esposa, З hijos y 2 hijas; advirtiendo que la parte 
de cada hijo debe ser los 3/2 de la parte de su esposa y la de cada hija los 5/4 de lo de un 
hijo. Averiguar cuánto le toca a un hijo. 


a) 6'240,000 soles 
b)  6'420,000 soles 
c) 4'260,000 soles 
d)  4'620,000 soles 
e) 264,000 soles 
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10. 


Tres hermanos convienen en repartirse S/.3'240,000 en partes proporcionales a 34*, 136? 
y 68? respectivamente. ¿A cuánto equivale la menor de las partes? 


a) 5120000 b) S/240,000 с) S/360,000 d) S/480000 e) S/.300,000 


Repartir el número 1407 en 3 partes D.P. 43, 4, 7; I.P. 1,2 y 2; 1.P. a 4,1 y 2; y D.P. а 5, 
3 y 4. Hallar la diferencia de las dos menores. 


a) 189 b) 105 c) 84 d) 210 e) 280 


Se divide una cantidad en 3 partes tales que: la suma de las dos primeras es a la tercera 
como 3 es a 2 y la suma de las dos últimas es a la primera como 3 es a 1. 
Si la segunda parte excede a la primera en 440 y hallar la cantidad que se repartió. 


а) 2400 Ь) 4400 с) 2200 9) 5400 е) 2640 


Un ѕейог reparte 468 caramelos entre sus hijos de 5, 7, 11 y 13 айоѕ en forma D.P. a sus 
edades. Si esa misma cantidad de caramelos la hubiese repartido de igual manera entre sus 
hijos hace 6 años. 

¿Cuántos caramelos más le hubiese tocado al mayor de ellos? 


a) 83 b) 74 c) 65 d) 88 e) 52 


Se reparte S/.1,500 en forma directamente proporcional a 3 nümeros consecutivos y luego 
alos 3 anteriores. Determinar la mayor cantidad repartida en cualquiera de los 2 repartos 
si la menor fue S/.250. 


а) S/.500 Ы) S/.250 c)S/400 d)S/300 e)S/.600 


Se desea repartir S/.7,000 entre 2 personas en partes que sean proporcionales a 3 y C. Si 
el reparto se hace directo o inverso se observa que a cada uno le corresponde una diferencia 
de S/.1,000 entre ambos cálculos. 

Hallar el valor de "C" (entero) que hace posible este reparto. 


а) 2 b) 4 c) 11 d)7 e)5 


Tres obreros A, B y C se reparten una obra en razón directa a sus años de experiencia que 
son 1, 4 y 5 años respectivamente. A y C cumplieron, pero como el obrero B hizo sólo la mitad 
de su parte, la otra mitad fue hecha por A y C en proporción a su experiencia. Si cobraran 
75,000 por toda la obra. ¿Cuánto recibió B? 


а) 15,000 Ы) 5,000 с) 18,000 9) 25,000 е) 4,800 


Un padre reparte su fortuna a sus 3 hijos en razón inversa a las raíces cuadradas de sus 
edades que son: 5 años 1 mes 20 días, 7 años 4 meses 25 días y 20 años 6 meses 20 días. 
Si el menor recibió 6 millones, ; Cuánto recibió el mayor? 
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11. 


12. 


13. 


a)3' b) 12 c) 2.5" d) 4' e) 2 


Si Ax C es directamente proporcional a B, cuando C aumenta 1/3 de su valor y B disminuye 
1/3 dé su valor, entonces A: 


a) Se multiplica por 3. 
b)  Sedivide entre 3. 
c) Aumenta 1/3. 

d) Se duplica. 

e) Se divide entre 2. 


“n” socios forman una empresa y al cabo de cierto tiempo se reparten 155 millones de 
utilidad. Sabiendo que cada socio aportó el doble del anterior y que el primer socio recibió 
por todo 7 millones, incluído su capital, siendo su utilidad 2.5 veces el capital que aportó. 
Calcular el número de socios. 


a) 6 b) 5 c)7 d)8 e) 15 


Las 3 partes de un cierto reparto son directamente proporcionales a 3, 9 y 27 e, inversamente 
proporcionales a 16, 4 y 1; la diferencia entre la 1ra. y 3ra. partes es de 7293. Hallar la 2da. 


- parte. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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a) 816 b) 612 с) 1088 а) 952 е) 476 


x e y no tienen factor comün y se reparte una cantidad en 2 partes directamente 
proporcionales a x y x?, e inversamente proporcionales a ye y? siendo una de las partes los 
21/39 de la otra y 3738 menor. Hallar la cantidad repartida. 


a)14,500 Ы) 15,620 с) 10,840 а) 12,460 e) 14,240 


Tres números son proporcionales a 3, 5 у 7. El cuadrado del producto de los mayores es 
1'587,600. Halle el menor e indique su residuo respecto a 5. 


a)o b) 1 c)2 d) 3 e)4 
Se repartió una cantidad proporcionalmente a cinco números: la primera parte es а la 


segunda como 1 es a 2, la segunda a la tercera como 3 a 4, la tercera a la cuarta como 5 
a 6 y la cuarta a la quinta como 7 a 8; si la ültima es 3840, halle cuál es la primera. 


a) 2300 b) 1500 c) 1520 d) 1050 e) 1000 
Al repartir una cierta cantidad en 4 partes, la 1га. es a la 2da. como la 4ta. y la 2da. 
separadamente son a la 3ra. Además, la 1ra. es a la 3ra. como 49 es a 36. A la mayor de 


las partes le corresponde S/.5733. ¿Cuánto se repartió? 


a) S/.23,068.50 b) S/.26,913.25 c) S/24000 — d) $/18000 е) S/.19,773 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


l 
| 


24. 


25. 


Ома el пйтего 1806 en 4 partes О.Р. а 16.2, 12.8, 33.8 y 28.8. Indicar la suma de las 2 
menores partes. 


a) 731 b) 1008 c) 1050 d) 860 e) 903 


Si se reparte el número 145,800 en partes directamente proporcionales a todos los números 
pares de 2 cifras. ¿Cuánto le corresponde al número 68? 


а) 2040  b)4080 с) 9160  d)3960 е) 6800 


Tres nümeros son proporcionales a 3, 5 у 7. El cuadrado del producto de los mayores es 
1'587,600. Hallar el manor e indique su residuo respecto a 5. 


a) O b) 1 c) 2 а) 3 e) 4 


El número de focos eléctricos que existen en un salón varía en forma directa a la 
iluminación que hay, y la iluminación varía en forma directa al tamaño del salón y al 
número de watt de cada uno de los focos. Para un salón de cierto tamaño se requiere 8 
focos de 25 watt cada uno. ¿Cuántos focos de 100 watt se necesitarán para un salón 
cuyo tamaño es 50% mayor que el anterior? 


a) 56 b) 48 c) 54 d) 36 e) 27 


Se enlocetan 2 superficies de forma cuadrada cuyos lados son proporcionales a 200 y 300, 
en la primera superficie se ha gastado el 50% más que en la segunda superficie en adquirir 
las locetas que son de diferente clase. El número de locetas que se han utilizado en cada 
una de las superficies varía en forma directamente proporcional al cuadrado de sus lados, 
e inversamente proporcional a las superficies de las locetas que son 120 cm? y 90 cm?. 
¿Cuál es el precio utilitario de una de las dos clases de locetas que se han utilizado sabiendo 
que su suma vale 121? 


a) 33 b) 11 c)403 d)99 e) N.A 


Al repartir cierta cantidad Q en razón inversa a los números a, a?, аз, ..., a^, la enésima parte 
será: 


Q(a" -1) Q(a-1) Qa Q Qd'(a-1) 
a b) a” -1 c) a"-1 d) a”-1 e) a-i 


a) 


P? + О? es directamente proporcional a P? - C?, siendo la constante de proporcionalidad 
5/4, sabiendo que P es directamente proporcional a Q, hallar su constante de proporciona- 
lidad. 


a)3 b)4 c) 0.8 d) 0.64 e) 1.25 


Se repartió una cantidad proporcionalmente a cinco nümeros: la primera parte es a la 
segunda como 1 a 2, la segunda a la tercera como 3 a 4, la tercera a la cuarta como 5 a 6 
y la cuarta a la quinta como 7 a 8; si la ültima es 3840, halle cuál es la primera? 


603 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 
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а) 2300 Ы) 1500  c)1520 9) 1050 е) 1000 


Un Industrial funda una empresa imponiendo un Capital de 400,000. Al año y 4 meses acepta 
un socio con una aportación de 300,000; 1 año 2 meses después admite otro socio con un 
capital de 600,000. Luego, de 8 meses los dos primeros socios incrementan cada uno su 
capital en 200,000. 

¿Cuánto gana el Industrial, si al cabo de 6 años de actividades se obtuvo una ganancia de: 
S/.1'688,000. 


а) 340000 b)680000 с) 472000 а) 236000 е) МА. 


Dos magnitudes A? у B son universamente proporcionales. Cuando B toma el valor de 2, A? 
toma el valor de 8. ¿Qué valor tomará 1/A cuando B tome el de 64? 


a)2 b) 1/2 c) 1/4 d)4 e)1/8 


Un Juez decide que cierta herencia se reparte en forma directamente proporcional al número 
de años que cada hijo pasó con su padre. Si ninguno se fue antes de los 20 años y ninguno 
se quedó después de los 32; determinar los años que se quedó el segundo más beneficiado, 
sila herencia es de S/.240,000, el que menos obtuvo recibió S/.60,000 y la diferencia de lo 
recibido por los otros es un nümero que se puede dividir entre 4,000 en forma exacta. 


a)25anos b)29 años c)26 anos d)28 años e) 27 años 


Una empresa obtiene S/.480,000 anuales de beneficios. Sólo hay 3 socios y reciben 
ganancias que forman una proporción aritmética continua. Determinar que porcentaje del 
capital inicial, aportó el primero si recibe la tercera parte que el tercero. 


а) 16.6% Ы) 33.3% с) 25% d)40% е) 15% 


Al iniciarse una compañía dos socios aportan capitales que están en relación de 3 a 4, a los 
5 meses el lero. incrementa su capital en 1/3 y el 2do. retira 1/4 del suyo, tres más tarde 
se reparten las ganancias tocándole a uno S/.1,000 más que al otro. 

Hallar a cuánto ascendía la ganacia total. 


а) S/24000 Б) $/25000 с) S/.28,000 j d) S/32,000 е) Ninguna anterior. 


Dos personas se asocian a principios de Junio aportando medio millón y ochocientos mil 
soles respectivamente, luego a principios de Setiembre entra otro socio aportando S/ 
900,000. Si a fin de año se reparten el dividendo que asciende a S/.266,700. Hallar cuánto 
recibe el que aportó menor capital. ; 


а) S/76200 Б) $/75600 с) S/73500 а) S/68,500 е) Ninguna anterior 


Repartir el número 329 en 3 cantidades directamente proporcionales a 3, 7 y 5 e 
inversamente proporcionales a 4, 3 y 6 respectivamente. Dar como respuesta la cifra de la 
decenas de la menor cantidad. 

a) 4 b)5 c) 6 d) 7 e)8 


ol — m EM 00m 9c фа ^ CR 
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33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


¿Cuántos caramelos de 8 por 5 soles de deben mezclar con 154 caramelos de 7 por 4 soles 
para que se puedan vender a 5 por 3 soles.? 


a) 185 b) 176 c) 143 d) 288 e) 184 


Juan, Lucho y Ricardo se asocian. Juan aporta S/.280,000 durante 7 meses; Lucho 
S/.40,000 más que Juan por un tiempo de 9 meses y Ricardo impone una suma de 
S/.250,000 durante 5 meses. Si Juan ganó S/.55,200 menos que Lucho. ¿A cuánto 
asciende la ganancia? 


a) 384,400 b) 290,400 c) 365,400 d) 428,000 e) 299,600 


Dividir 1116 en tres partes, tales que la tra. y 3ra. sean D.P. a 4 y 5, la 2da. y 3ra. sean D.P. 
a6y7. 
Dar como respuesta la mayor de dichas partes. 


a) 336 b) 480 c) 360 d) 420 e) 400 


Hallar un nümero entero sabiendo que si se le reparte en forma inversamente proporcional 
a todos los divisores de 800 se obtiene una diferencia de 3995 entre la mayor y la menor 
de las partes. 


a) 1953 b) 19,530 с) 9765 d) 3255 e) 6510 


Dos personas se asocian aportando S/.250,000 y S/.350,000 a los 4 meses se retira la 
2da. y entra una 3ra. con S/.300,000,seis meses más tarde se reparten las ganacias 
tocándole a Іа 2da. persona S/.28,000. Hallar cuánto más le tocó al 3ro.respecto al 2do.socio. 


а) S/6000 Б) S/4000 с) S/8000 а) S/36000 е) Ninguna anterior. 


Se reparte S/.1,428 proporcionalmente a 5 nümeros pares consecutivos. La mayor 
diferencia entre las 5 partes es S/.190.40. De las 5 partes ¿Cuál es la intermedia? 


а) 524 Ы) S.17850 с) 51238 d) 5/14280 е) S/28560 


Se reparte una cantidad en partes directamente proporcionales a 3 nümeros consecutivos. 
¿Cuál fue la cantidad que se repartió? 


a) 450 b) 540 c) 600 d) 720 e) 900 


Al formar una compañía 2 socios aportan capitales proporcionales como 4 es a 5, 7 meses 
más tarde el 1ero. aumenta su capital en S/.40,000 y el 2do. en S/.60,000, al cabo de3 meses 
existe una pérdida de S/.85,500. Hallar cuánto aportó el 2do. inicialmente, si la diferencia 
entre la pérdidas de los socios es de S/.9,900. 

a) S/180,000 b) S/.240,000 с) S/280,000 d) S/.300,000 е) Ninguna anterior. 

El señor Alva inició una actividad económica con un capital de 300,000. A los 8 meses admite 
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42. 


43. 


un socio que aporta S/.200,000; alos 7 meses admite otro socio con un capital de S/.400,000. 
Luego de 5 meses, el Sr. Alva retira 100,000. Al cabo de 5 años, se liquidó la Sociedad 
obteniéndose una ganancia de S/.593,600. ¿Cuánto ganó el Sr. Alvarez? 


a) 204,000 b) 196,000 c) 238,000 d) 138,000 e) 242,000 


Dos hermanos forman una compañía con S/.500,000 cada uno, a los 6 meses el mayor 
incrementa su capital en un 20% y el menor retira el 25% del suyo, 4 meses más tarde se 
reparten una ganancia de S/.132,000. Determinar la diferencia de ganancias entre los 
hermanos. 


a) 5/8000 Ы) 59000 с) S/.10.00 d) S/11000 е) 5/.12,000 


Dos personas aportan S/.100,000 y 5/.150,000 en una compañía, а los 4 meses hay una 
pérdida de S/.25,000 por lo que el 2do. retira lo que le queda de capital y entra un Sero. con 
S/.120,000 mientras que el 1ero. sigue con lo que le queda, seis meses más tarde se reparten 
una ganancia, si el 1ero. recibe S/.6,600. Hallar cuánto le toca al 3ero. 


а) S/7,200 Ы) S/7,920 с) 818400 а) 5/1880 е) Ninguna anterior. 


REGLA DE COMPANIA 


Liquidada una empresa sus tres socios reciben entre aportes y pérdidas: 4,500 soles, 
7,000 soles y 8,500 soles, si la pérdida total fue de 2,000 soles. Determinar cuánto 
aportó el segundo. (Redondear la cantidad). 


Solución 4500 
2000 4 7000 к= » El 2do. perdió: E x 7000 = 700 
non El 2do.aportó: 7000 - 700 = 6300 
20000 
Rpta. 6300 


Edward emprende un negocio con 17,000 soles a los 2 años se asocia Tommy con 21,000 
soles y después de 4 años se asoció Nelson aportando 32,000 soles quien estuvo 6 años 
en el negocio. Si la ganacia fue de 80,800 soles. ¿Cuánto le corresponde a Nelson? 


Soluclón 
17,000 x 12 años = 17 592051z134 
80,800 21,000 x 10 años e К. 35 
32,000 x байоѕ = ¿32105892 
101 
80,800 - 800 
101 E 


Rpta. А Nelson le tocó: 32 x 800 = 25,600 


La empresa "Cáriga" inició una actividad económica con un capital de 300,000 soles. A 
los 8 meses admiten un socio que aporta 200,000 soles, a los 7 meses admiten otro 
socio con un capital de 400,000 soles. Luego de 5 meses, la empresa "Cáriga" retira 
100,000 soles. Al cabo de 5 años, se liquidó la sociedad obteniéndose una ganancia de 
593,600 soles. ¿Cuánto ganó la empresa “Cáriga”? 

Solución 


Efectuando el reparto se obtiene que la empresa ganó S/. 299 600 


Rpta. S/. 299 600 


Un empresario inició un negocio con un capital de 25'000,000 y al cabo de tres años se 
asoció con otro que aportó 20'000,000 más del capital con que se inició el negocio; éste 
ültimo trabajo 7 anos, hasta la liquidación, donde el capital total de la sociedad eran 
63'672,000 soles. ¿Cuánto más que el empresario original perdió el nuevo? 


Solución 
Capital: 25'000,000 + 45'000,000 = S/. 70'000,000 


Perdida: 70'000,000 - 63'672,000 = 6'328,000 
Efectuando el reparto: 


25' x 10 = 250 El i: j 
TT nuevo perdió: 3'920 000 
45 Х7 =З{[5 El 1? perdió: 2'408 000 
565 El nuevo perdió: 1'512 000 


Rpta. Perdió 1512 000 
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del HA 1 PROPUESTOS 


Sobre regla de compañía 


Un industrial funda una empresa imponiendo un capital de 400,000. Al año y 4 meses acepta 
un socio con una aportación de 300,000; 1 año 2 meses después admite otro socio con un 
capital de 600,000. Luego de 8 meses los dos primeros socios incrementan cada uno su 
capital en 200,000. ¿Cuánto gana el Industrial, si al cabo de 6 años de actividades se obtuvo 
una ganancia de: 1'688,000? 


а) 340,000 b) 680,000 c) 472,000 d) 236,000 e)N.A. 


Al formar una compañía 2 socios aportan capitales proporcionales como 4 es a 5, 7 
meses más tarde el 1ero. aumenta su capital en 40,000 soles y el 2do. en 60,000 soles 
al cabo de 3 meses existe una pérdida de 85,500 soles. Hallar cuánto aportó el 2do. 
inicialmente, si la diferencia entre las pérdidas de los socios es de 9,900 soles. 


a) 180,000 b) 240,000 с) 280,000 а) 300,000 е) 1'000,000 
Juan, José y Alberto son 3 operarios de una zapatería. Entre los 3 han hecho 462 zapatos. 


Juan es 20% más eficiente que José y éste es un 50% menos rendidor que Alberto. 
¿Cuántos zapatos ha hecho José? 


a) 121 b) 99 c) 110 d) 209 e) 220 


Un padre dejó: S/.480,000 para repartir entre sus hijos, en partes proporcionales al orden 
de su nacimiento. Dejó además S/.160,000 para el mayor, con lo que este recibe una 
cantidad igual a la del menor. Determinar el nümero de hijos, sabiendo que es máximo. 


a) 6 b)7 c)5 d)3 е) 2 


Un señor reparte su fortuna D.P. a2, 3 y 5 y luego I.P. alos mismos números. Al final la reparte 
D.P. ala suma de las partes que le corresponden a c/u en el reparto directo e nverso. Si al 
que más recibe le dan S/.301, hallar la fortuna. 


a) 704 b) 608 c) 868 d) 902 e) N.A 


SINS 
oaooc 


Capitulo 19 


REGLA DE TRES 
SIMPLE Y COMPUESTA 


La regla de tres simple, es el procedimiento de 
cálculo que permite hallar un cuarto valor, cuan- 
do se conocen tres valores correspondientes a 
dos magnitudes. 


La regla de tres simple, puede ser directa o 
inversa, segün que las magnitudes sean directa 
o inversamente proporcionales. 


Método práctico para resolver una regla de tres 
simple: 


Directa Inversa 


OBREROS TIEMPO 


* Cuando es directa se multi- * Cuando esl.P. se multiplican 
plican los valores que están los valores que están en la 
en la misma diagonal y se misma horizontal y el resulta- 
divide este producto entre la do se divide entre la tercera. 
tercera cantidad. 
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Método práctico para resolver una regla de tres compuesta. 
Apreciaremos éste método a través de la resolución del siguiente problema de Aplicación: 


"Una compañía poseé 3 máquinas de 70% de rendimiento para producir 1 600 
envases cada 6 días de 8 horas diarias de trabajo. Si se desea producir 3 600 
envases en 4 días, trabajando 7 horas diarias. ¿Cuántas máquinas de 9096 de 
rendimiento se requieren?" 


Setrata de un problema de regla de tres compuesta, porque posee todas las características 
como son: 1? más de dos magnitudes y dos series de valores: 


Características 


1°.  Másdedosmagnitudes => máquinas rendimiento envases días hrs-día. 
1° ѕепе: З 70 1 600 6 8 
2°  Dosseries de valores 
2° serie: x 90 3 600 4 Y 


En la primera serie se asigna un valor para cada magnitud. 


En la segunda serie, se vuelve a asignar un valor para cada magnitud, excepto para una de 
ellas; precisamente el valor que hace falta para completar la segunda serie, es la incógnita 
del problema. 


Método: 


Aplicaremos el método de las fracciones, para ello, se traza una horizontal entre los 
valores correspondientes de cada magnitud, transformándolos en quebrados. 


El valor de la incógnita vendrá dado por el valor numérico que está escrito sobre ella, 
multiplicado por todas las fracciones que se han logrado, estas fracciones se deben escribir 
en forma adecuada, para saber cuál es la forma adecuada de escribir las fracciones, se 
compara por separado cada magnitud que interviene en el problema, con aquella donde 
está la incógnita para saber si son D.P. o I.P. 


Si son D.P. el quebrado se invierte. 
Si son I.P. el quebrado se escribe igual: 


a E MR IP. 


máquinas rendimiento envases días horas/días 
3 70 1600 6 8 
x 90 3600 4 7 
Nota: XE aude, 00, 6 8 = 9 máquinas 
E 90 1600 4 7 


D.P.(se invierte el quebrado) 
Ip 
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М чт чь cU чт — H0 Hp pe 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE REPARTO PROPORCIONAL 


[e] I 1-Ta 7: I [911113 Previas 


Cuando en un problema de regla de tres, rios dencomo magnitudes, dimensiones, 


es aconsejable, trabajar con el producto de ellas por ejemplo, si nos dan largo 
y ancho, trabajaremos con área; si nos dan tres dimensiones, trabajaremos con 
volumen. 


Un trabajo puede ser hecho por 20 hombres en 12 días. Luego de 4 días se enferman varios 
hombres, sin embargo los restantes aumentan su eficiencia en un porcentaje tal que 
terminan el trabajo enla fecha fijada. Si el porcentaje que aumentó la eficiencia fue un número 
entero menor que 100 determinar cuantos hombres se enfermaron. 


Solución 


Consideremos que el rectángulo representa el trabajo a realizar. 


Е: 12 días 
8 días 


4 días 
-- * 


—* 


20 obreros — 


Sea: “x” el número de obreros que se enfermaron y sea b% el aumento de eficiencia. 


De la Il parte: 


obreros < eficiencia 
20 100 
(20 - x) — (100 + b) 


(20 - x) (100 +b) = 2000 = 2! x 5? 
16 125 


Como el porcentaje de aumento de eficiencia es menor que 100, x debe ser mayor que 10 
y menor que 20 y debe dividir exactamente a 2 000, entonces: 


x=16 A Б 425 
-. Se enfermaron: 20 - 16 = 4 hombres 


Rpta. 4 hombres 


Una persona por cada 100 huevos que compra, se le rompen 10 y por cada 100 que vende 
da 10 de regalo. Si vendió 1 800 huevos. ¿Cuántos huevos ha comprado? 
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Solución 
En la venta se tiene: 


Cuando vende 100 ——— — entrega 110 | a 1800x110 


ЕР = 1980 huevos 
entrega x 10 


us 


Cuando vende 1 800 


En la compra se tiene: 


Cuando compra 100 recibe 90 


ew.  100х1980 
А. х=-— 


Loss = 2200 huevos 
Cuando compra x ————— recibe 1 980 ` 90 


Rpta  ..Compró 2 200 huevos 


3. Cuatro tractores deben arar un campo en 5 días trabajando 10 horas diarias, si al cabo de 
dos días de trabajo se decide hacer 3/4 del trabajo que falta en 5/4 de día trabajando 8 horas 
diarias; hallar entonces cuantos tractores más serían necesarios para poder realizar esa 
parte del trabajo. 


Solución 


Realmente consideremos que de los 5 días hay 3 días para realizar cierto trabajo. x = # de 
tractores adecuados. 


# Tractores # días $&h/d área 
4 3 10 1 
44x 5/4 8 3/4 

3 
дъх = 4x3 a 0 sib 
5 a8. od 
4 


Rpta. x 2 5 


4. Sabiendo que 20 obreros, trabajando 6 horas diarias pueden hacer una obra en 10 días; 
determinar en cuántos días 30 obreros, trabajando 8 horas diarias pueden hacer una obra 
cuya dificultad es dos veces la anterior. 


# obreros # días # h/días dif. 
20 10 6 1 
30 x 8 2 
NE ENEE x =10 días 
30 8 1 


Rpta. 10 días 
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Veinte obreros y 5 aprendices pueden cavar una zanja de 9m. x 9m. x 9m. en 27 días, a razón 
de 12 horas diarias siendo la habilidad de los obreros como 5 y de los aprendices como 3. 
¿En qué tiempo 10 obreros y 10 aprendices cavarán una zanja de 12 x 3 x 48 si trabajan 9 
horas diarias, y se esfuerzan sólo los 2/3 que los primeros? 


Solución 


Sila habilidad de los obreros es como 5 y la de los aprendices como 3, luego 3 obreros son 
equivalentes a 5 aprendices, e inicialmente se tendría como: 


20 +3 = 23 obreros, y al final: 
1042x383 = 16 obreros. 


Obreros Volumen días esfuerzo horas/día 
23 93 27 3 12 


16 12x 3x48 x 2 9 
(1) (d) (1) (1) 


х-=27х23 12348 , 8,12... 184 días 
16 9x9x9 2 9 


Rpta. 184 días 


Doce costureras pueden hacer un tejido en 23 días trabajando 3 horas diarias. Después de 
5 días se retiran 2 costureras, y 6 días después de esto se contratan "x" costureras 
adicionales para terminar a tiempo. Hallar "x". 


Solución 
Horas de trabajo: 


12x23x3 - 828 horas. 


en 5 días han hecho: 


12x5x3 = 180 horas 


y en 6 días 10 x 6 x 3 = 180 
en 11 días han trabajado 360 horas, les falta por hacer (828 - 360) = 468 


— 828 hr. 23 días 12 cost. 
468 hr. 12 días x cost. 


= 13-10 = З costureras 
Rpta. 3 costureras 
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Una obra que tiene una dificultad que es como 7 se puede hacer con 7 máquinas de un 
rendimiento del 45% en 20 días de 11 horas de trabajo. ¿En cuántos días de 10 horas de 
trabajo se hará una obra que es el volumen como 15/9 de la obra anterior con una dificultad 
que es como 8 harán 12 máquinas con un rendimiento del 55%? 


Solución 
Máquinas Rend. Días Һа Obra Dif. 
Y 45% 20 11 1 7 
12 5596 х 10 15/9 8 
о, 
к= pj d. ee Tl. 5 E = 20 días 
12 55% 10 9 7 
Rpta. 20 días 


Si por un agujero circular de radio = 6 escapan 15 litros de agua por segundo. ¿Cuántos litros 
escaparán por otro agujero de sección cuadrada, cuya área es igual a la de un agujero 
circular 2 3, en dos segundos. 
Solución 
Como la cantidad de líquido que escapa es proporcional tanto al tiempo, como al área del 
agujero: 

Area del círculo = nr? 


AREA TIEMPO LITROS 
36 л 1 15 
9n 2 x 


x 1 IN EOE 
1 36n 


Rpta. 7.5 litros 


Veinticuatro obreros se comprometen a cavar una zanja de 50 m. de largo, 8 m. de ancho 
y 2 m. de profundidad en 10 días. A los 5 días se deciden aumentar todas las dimensiones 
enun 50%. ¿Cuántos obreros nuevos se necesitan para terminar el contrato en el plazo fijado 
si los nuevos son 5096 más eficientes que los antiguos?. 


Solución 
Volumen original : Vo7 50x8x2 = 800 m’. 
150 Y 
i £ — LE 800 = 3 
Volumen final : V ( 1 :j X 2,700 m°. 


——— M лоч ==» eee 
Е E Em = о =з o өз e + = ~ >. лиш рр eo sr. 


Como el trabajo se realiza en el plazo estipulado, los nuevos deben realizar: 


(2,700 - 800) = 1 900 rr?. en 5 días. 


Volumen hombres eficiencia días 


800 m? 24 
1 900n? x 
t 1900 100 10 6 
800 150 5 


-. Se necesitan 76 nuevos hombres. 


Rpta. 76 


10. Un fabricante de paraguas vende 6,000 de ellos a S/.2,800 c/u durante la temporada de 
lluvias que dura 4 meses. Determinar cuántos vende en un mes en el verano si la demanda 
por paraguas es la quinta parte de la de época de lluvias y si ha rebajado el precio a S/.2,400. 
Se sabe además que cuando se disminuye el precio aumenta la venta. 


Solución 
Demanda Precio Período Cantidad 


1 S/.2,800 4 mes. 6,000 
1/5 S/.2,400 1 mes x 


1 
x = 6000x P 2000, 5 350 
2400 1 


Rpta. 350 


11. Doscuadrllas de 34 obreros cada una hacen un tramo de carretera en partes iguales , luego 
de 72 días de comenzada la obra se observa que mientras los primeros les falta 3/5 de obra 
losotros han hecho 4/5. Si se quiere que la 1era. parte de la obra esté terminada en 140 días. 
¿Cuántos obreros del 2do. grupo deberán pasar al 1er. grupo? 


Solución 

Días « Obra 

72 2/5 
Los del fer. grupo 

140 х 

2 
140х 
х= — 2 a € 
72 9 9 
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12. 


13. 
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Еп el 2do.grupo: Sea x el # de obreros que deben pasar el 1er. grupo. 


Obreros Días Obra 
34 72 4/5 
х 68 2/9 
2 
» [NM ^ 
х = 34 х 68 x 4 = 10 
5 


Rpta. 10 


Para pintar la fachada de una casa de 250m se han empleado 8 personas que demoraron 
30 días de 5 horas de trabajo. ¿Cuántas horas de trabajo diarias habrán que aumentar para 
qué 16 personas 50% menos hábiles respecto de los primeros pinten una fachada de 400m? 
en 20 días? 


Solución 
área Personas Días Һа Habilidad 
250 8 30 5 100% 


400 15 20 5+X 50% 


о Б UT Къ. о 
+ к= эх 255 E E 


Rpta. x = 12-5 = 7 


81 obreros han hecho una zanja de 15mt. de largo 12 de ancho y 4 de profundidad trabajando 
durante 24 días, 5 horas diarias. ¿Cuántos obreros más se necesitarán para hacer una zanja 
de 5mt. de largo, 16 de ancho y 8 de profundidad en 10 días trabajando 8 horas diarias? 


Solución 
81 Ob. 15 х 12х4 24 días x 5 Һа 
81 +х 5х 16х8 10 días x 4 Һа 
24x5 5x16x8 
Bi ex m BIO Xa E E om аз ОШ 
Rpta. 108 
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14. 


15. 


40 obreros trabajando con un rendimiento del 7696 pueden terminar una obra en 50 días de 
7 horas de trabajo, pero luego de 5 días de trabajo se retiran 5 obreros y piden terminar la 
obra 7 días antes. ¿Con qué rendimiento deberán trabajar los restantes esta segunda parte 
si aumentan 2 horas más de trabajo por día? 


Solución 
Obreros Rendimiento Días h/d Obra. 
40 7696 5 7/ 1/10 
35 x96 38 9 9/10 
40 5 7 9 
х 35 x 76 x 38 x 3 х 7 = 80 


Rpta. 80% de rendimiento 


Conuna carretilla puede transportar un desmonte en 6 días haciendo cierto número de viajes 
diarios pero lo haría en dos días menos si hiciera 6 viajes más por día. ¿Cuántos viajes en 
total tendrá que hacer para transportar el desmonte en x días? 


Solución 


Días Viajes/día 
6 х 


Rpta. Si еп 6 días hace 12 viajes, en total siempre tendrá que hacer 72 viajes. 


iste] Ia ESI PROPUESTOS 


Sobre regla de tres simple y compuesta (con clave) 


70 albañiles pueden construir un edificio de 30 pisos, de 3.0 metros cada piso, en un tiempo 
de un año y 30 días, trabajando 9 horas al día. Al terminarse el 18vo. piso se decide rebajar 
en 60cm. la altura de los pisos restantes, disminuyéndose en una hora el trabajo por día. 
Teniéndose que entregar el edificio justo al año, se decide contratar más obreros. 
¿Cuántos obreros más se contrataron? (1 mes = 30 días) 


a) 4 b) 5 c) 6 d)7 e) 8 


Dos sastres confeccionan 5 ternos en 2 semanas (5 días por semana) trabajando 6 horas 
diarias. Si tres sastres confeccionan 7 ternos en (10 + x) días trabajando x horas diarias. 
¿Cuántos días tardaron 4 sastres en hacer 6 ternos trabajando (x + 2) horas diarias? 
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a)6días  b)10 c) 12 d)9 e)7 


Un barco parte del Callao con 600 personas, rumbo a España en un viaje de 65 días. se 
sabe que tiene un depósito de agua, el cual alcanzaría para todo el viaje con una ración 
diaria por persona de 5 Its. Pero a los 20 días, en Panamá suben 300 personas y el viaje 
se modifica hasta Francia con 5 días más de viaje. Si no se reabastecen de agua. ¿Cuál 
debe ser la nueva ración diaria por persona para que alcanze el agua? 


a) 2.5 lts. b) З Its. с) 3.5 lts. а) 4 its. e) 4.5 Its. 


Al construir 2 tramos de una carretera de igual longitud y dificultad, se observa que a los 50 
días, 80 obreros han hecho 3/8 de la obra y en el 2do. tramo otros 80 obreros han hecho 
5/7 de la obra, si se quiere terminar el 1er. tramo a los 120 días de haber comenzado, 
¿Cuántos obreros del 2do. tramo deberán pasar al 1ero.? 


a) 16 b) 14 c) 12 d) 10 e) 8 

Poner una V cuando la proposición sea verdadera y una F cuando sea falsa. 
I) El área de un cuadrado es D.P. a su perímetro. 

П) Si A y B son dos magnitudes l.P., entonces su cociente es constante. 


Ш) Si A, B, C son D.P. a E, F, G respectivamente y E, F, G son D.P. a Н, І, J, entonces 
A, B, C son D.P. a H, 1, J respectivamente. 


a)VFF Ы) ЕМЕ с) ММУ  d)FFV e) VFV 


Dos muchachos demoran en empastar 80 libros, trabajando 8 horas diarias, un cierto 
nümero de días, y se sabe que otros 3 muchachos trabajando 6 horas diarias demoran 5 
días más que los anteriores en empastar 135 libros. Determinar cuántos días demoran los 
2 primeros muchachos? 


a)8 b) 10 c) 13 d) 15 e) 18 


El nümero de obreros de una contrata se aumenta en los 2/5, la jornada de trabajo se 
disminuye en 1/3 y la dificultad de la obra es los 2/5 de lo normal; entonces el tiempo 
requerido. 


a) Aumenta 1/3 
b) Disminuye 4/7 
с) Es los 2/3 

d) Es los 4/7 

e) No varía. 


Un trabajo puede ser hecho por 13 personas en 28 días a razón de 6 horas diarias. Si 5 de 
ellas aumentaron su rendimiento en 20%. ¿Cuánto tiempo tardarán si trabajan 8 horas 
diarias? 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


а) 20 dias Ы) 19 аѕ4һ. c) 19 días 12h. d) 18 días 3h. e) 17 días 5 h. 


Quince obreros pueden terminar una obra trabajando 8 horas diarias en 26 días, al cabo de 
10 días se despiden 5 obreros, pasados seis días se contratan nuevos obreros. ¿Cuántos 
obreros se habrán de contratar para terminar la obra en el tiempo fijado? 


a)3 b) 4 c) 9 d)8 e) 12 


Un Inspector Municipal llega a visitar 60 establecimientos en una semana invirtiendo 8 horas 
cada día. ¿Cuántos establecimientos podrán visitar 3 inspectores en 2 semanas si emplean 
6 horas al día? 


a) 135 b) 270 c) 540 d) 405 e) 315 


Se sabe que 30 albañiles, trabajando 9 h/d, durante 18 días pueden construir 3 casas. 
¿Cuántos albañiles podrán construir 4 casas, trabajando a un ritmo de 8 h/d durante 15 días? 


a) 24 b) 42 c) 60 d) 54 e) 72 


Un barco petrolero de 36000 ton. puede transportar en 8 meses 45 millones de barriles de 
petróleo. Cuatro barcos petroleros de 52000 toneladas. ¿Cuántos barriles de petróleo 
podrán transportar en un año, sabiendo que son un 10% más veloces que el primero? 


a) 410 millones b) 520 millones c) 429 millones d) 390 millones e) 351 millones 


En una fábrica donde todos los obreros tienen la misma eficiencia, 50 de ellos ensamblaron 
20 autos en 25 días. ¿Cuántas camionetas ensamblaron 25 obreros en 30 días si se sabe 
que los tiempos de ensamblaje de un auto y una camioneta son entre si como 2 es a 3 ? 
a) 10 b) 9 c) 6 d)8 e)5 


21 hombres se comprometen hacer una obra en 25 días de 4 horas diarias, al cabo de 10 
días sólo han hecho 2/7 de la obra, con cuántos hombres tendrán que ser reforzados para 
terminar la obra en el plazo fijado trabajando 5 horas diarias. 

a)7 b)5 c)4 d) 2 e) 10 


Seis obreros se comprometieron a terminar una obra en 6 días trabajando 6 horas diarias. 
Si después de 2 días se retiran 2 obreros. ¿Cuántos días después de los ofrecidos estarán 
entregando la obra los restantes? 

a) 1 b) 2 с) 4 d) 6 e)8 


Doce hombres se comprometen a hacer una obra en 8 días. Luego de trabajar 3 días juntos 
se retiran 3 hombres. ¿Con cuántos días de retraso terminan la obra? 


а) 1 1/4 dias - b) 123 días с) 2 1/3 días d) 1 día e) 2 días 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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18obreros pueden hacercierta obra en 20 días, al cabo de 8 días de labor se retiran 8 obreros 
y después de 6 días, se contratan "a" obreros más para teminar la obra sin retraso. Hallar 
"a" sabiendo que estos obreros son el doble de hábiles que los que se retiraron y que la 
jornada diaria no se alteró. 


a) 6 b) 8 c) 16 d)4 e) 32 


Si 4 ovejas saltan sobre una cerca en 4 minutos. ¿Cuántas ovejas saltarán sobre la cerca 
en 1 hora? 


a) 50 b) 60 c) 45 d) 46 e) 49 


Un sastre pensó hacer un terno en una semana, pero tardó 4 días más por trabajar 4 horas 
menos cada día. ¿Cuántas horas trabajó diariamente? 


a) 11 b) 14 с) 7 d) 8 e) 22 


32 obreros pueden hacer en 50 días trabajando 8 horas diarias 1 600 metros de una obra. 
Luego de 32 días de trabajo el ingeniero se entera que la obra debe ser de tan sólo 1 375 
metros, por lo que despide a 5 obreros y días después rebaja en 2 horas el trabajo diario. 

Sila obra es terminada a los 46 días de iniciado el trabajo, indicar ¿Cuántos días se trabajó 

con la jornada de trabajo rebajada? 


а)2 b)4 c)5 d)8 е) 6 


Eneltiempo de! Incanato, 9 hatunrunas hacían 50 aríbalos en 3 semanas trabajando 8 horas 
al día. ¿Cuántos hatunrunas eran necesarios para fabricar 84 aríbalos en 18 días si trabajan 
7 horas diarias? (Resp. correctamente aproximada) 


a) 14 b) 18 c) 21 d) 24 e) 28 


Enuna embotelladora de bebidas se trabaja 10 horas diarias con 5 máquinas durante 20 días 
embotellándose 2 400 bebidas y teniéndose una eficacia del 80% por máquina. ¿Cuántas 
bebidas se podrán embotellar con 7 máquinas de una eficacia del 7596, si trabaja 24 días 
a razón de 9 horas diarias? 


a) 3 402 b)3600 с) 3024 9 3200 е) 2800 


Un sastre de categoría A puede hacer 32 ternos еп 18 días trabajando 4 horas al día y un 
sastre de categoría В confecciona 24 ternos en 12 días trabajando 6 horas diarias. ¿Cuántos 
ternos harán 6 sastres de categoría A y 9 sastres de categoría B trabajando 8 horas por día 
en 15 días? 


a) 736 b) 816 c) 616 d) 680 e) N.A. 


Veinte obreros trabajan una obra 5 horas al día y deben terminarla en 15 días. Al cabo de 
10 días han hecho sólo la mitad y para cumplir con el plazo fijado se contratan 5 obreros y 
todo el personal cambia el número de horas de trabajo diarias. ¿Cuántas son éstas? 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


a)5 b)8 c) 10 d)7 e) 9 


Una cabra sujeta a una estaca por medio de una cuerda de 3 metros demora media hora 
en comer el pasto que está a su alcance. ¿Cuánto demoraría si la cuerda fuese de 5 metros? 


a) 50 min. b) 18 min. c) 1 hora 
d) 1 h.23 min.20 seg. е) 1 h.25min.30seg. 


Veinticuatro carpinteros pensaban hacer 100 carpetas en "t" días, pero a los 9 días, 10 de 
ellos se resfrían por lo que bajaron su rendimiento, cada enfermo, en un 30% terminando 
las carpetas con 3 días de retraso. Hallar el valor de "t". 


a) 30 b) 37 c) 28 d) 35 e) 23 


Sabiendo que 20 obreros pueden hacer una zanja de 400 m. de largo, 2 de ancho y 2 de 
profundidad, trabajando 30 días a 8 horas diarias. Determinar cuantos obreros serán 
necesarios con una eficacia 25% mayor que la de los anteriores para hacer una obra de 600 
m. de largo 4 de ancho y 2.5 de profundidad trabajando 9 horas diarias durante 20 días. 


a) 40 b) 50 c) 60 d) 80 e) 64 


Tres personas pueden terminar una obra en 2,5 y 6 días respectivamente. Si cada uno 
aumentara su rendimiento en 10%, 20% y 50% respectivamente. ¿En qué porcentaje 
disminuirá el tiempo en que emplean en hacer la obra los 3 trabajando juntos? 


а) 15% Б) 222  c)16%% а) 186% e) 204% 


8 hombres construyen 8 casas еп un tiempo de 8 años trabajando con un cierto esfuerzo. 
¿Cuántos hombres de la misma habilidad que los anteriores pero que trabajen con el doble 
de esfuerzo se necesitarán para construir el doble de casas en un tiempo 50% menor al 
anterior? 


a) 32 b) 16 c) 64 d)8 e) N.A. 
5 hombres trasladan 48 ladrillos de forma rectangular cuya base mide 5m? con un esfuerzo 
representado por 2. ¿Cuántos ladrillos de 8m?. de base pueden ser trasladados por 18 


hombres con un esfuerzo representado por 3, sabiendo además que los ültimos ladrillos 
tienen el doble de altura? 


a) 81 b) 27 c) 14 d)9 e) 18 


La depreciación de una máquina después de 5 años de uso fue de S/.120,000, sabiendo que 
se le ha usado 6 horas diarias y su mantenimiento ha sido como 3. Determinar el valor de 
la máquina a los 12 años si nueva costó S/.600,000 y después de los 5 años de le comenzó 
a usar 8 horas diarias y su mantenimiento sólo fue como 2. 


a) S/216000 Ы) S/320000 с) S/275000 а) S/456000 е) S/.144,000 
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33. 


34. 


35. 
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Se sabe que 30 albañiles, trabajando 9 horas diarias, durante 18 días pueden construir 3 
casas. ¿Cuántos albañiles podrán construir 4 casas, trabajando a un ritmo de 8 horas diarias 
durante 15 días? 


a) 24 b) 42 c) 40 d) 54 e) 72 


En una construcción, 35 obreros cavan 4 zanjas en 72 horas. ¿En cuántas horas menos 
cavarán 3 zanjas, 45 obreros? 


a) 42 b) 50 c) 52 d) 60 e) N.A 


Unburro hatransportado 32 sacos de papas en 8 días trabajando 8 horas al día. ;, En cuántos 
días transportará 50 sacos de doble peso que los anteriores, reduciendo la distancia en un 
2096 y trabajando dos horas más? 


a) 24 b)20 c) 12 d)16 e) 10 

Una cuadrilla de 12 obreros pueden acabar un trabajo en 15 días, trabajando 10 hrs/día. 
Después de trabajar 7 días; 5 obreros se dan de baja y no son reemplazados. Al cabo de 
3 días, ¿Cuántos obreros habrán de tomarse para poder acabar el trabajo en la fecha 
prevista? 

a)4 b)2 с) З 9 6. е) N.A 


Una obra puede ser terminada рог 27 obreros en cierto tiempo. ¿Cuántos obreros 50% más 
eficientes son necesarios aumentar para hacer la tercera parte de la obra en un tiempo 


Y del anterior, trabajando la mitad de horas diarias? 


a) 16 b) 14 c) 31 d)8 e) N.A 


Capítulo 20 


PORCENTAJE 


REGLA DE 


La regla de porcentaje, nos permite resolver los 
problemas sobre tanto por ciento. 


Sellama tanto por ciento, al nümero de unidades que 
se consideran de cada 100. 


El porcentaje se puede calcular aplicando una regla 
de tres simple y directa o aplicando una fórmula que 
se deduce del siguiente problema general. 


Hallar el n96 de S. 


100 ——— n 
GE X 
к= > 

100 


El 96 es un quebrado cuyo denominador es 100. Así 
para calcular el 12% de 800 


12 
x = ———x 800 = 96 
100 
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El % como fracción 


5 1 
El5% de М = тоо № = z0 N 
El 1096 de N гЗ. М = B1 N 
100 20 
El 2096 de Uu IT 2 М 
100 20 
El 25% de @= BE A 
100 20 
EI 5096 de к = „Аш En 
100 20 
El 75% de e E 2L y 
100 20 
El 100% de N ¿e N = М (al todo en % se le representa como el 100%) 


La fracción como % 


Para transformar una fracción a % se le multiplica por 100%. Así: 


1 1 
в deNen%: ¿N x 100% = 20% de N 


3 3 
4 de N en % : JN x 100% = 75% de N 


Nota 
Para transacciones comerciales: 


Pv = precio de venta. 


Pc = precio de costo ше d 
С = ganancia d 


Descuentos sucesivos 


Para dos descuentos sucesivos del a% más el b%. El descuento único equivalente será: 


в = |=) 


100 


Así dos descuentos sucesivos del 20% más el 20%, equivalen a uno solo de: 


20x20 
100 


D, - |(20+20)- |=36% 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE PORCENTAJES 


Обзегуасїопев Previas | 


[2 cuml 
* Debemos recordar que el cálculo del porcentaje, en sí, no es más que una regla 


de tres simple y directa, pero, por lo general los problemas van acompañados 
de una serie de situaciones que exigen razonamiento riguroso. 


Si el 4% del 6% del 3% de una cantidad es 2.52, entonces dicha cantidad: ¿qué % representa 
del 796 de 3 000 000? 


Solución 
Sea C la cantidad desconocida. Se cumple: 


4 6 3 
ioo х тоо х Too * € = 252 = С = 35.000 


7% де 3000000= us x 3000000 = 210000 


x 
— 210000 = 35000 = 16 % 
TA > х 25 


Rpta. x - 16 25% 


Ai precio de un objeto se le hacen tres descuentos sucesivos del 5%, 10% у 20%. ¿Cuál es 
el descuento ünico que equivale a estos tres descuentos sucesivos? 


Solución 

Suponiendo precio = 100 
Ter. descuento: 5 queda 95 
2do. descuento: 10% (95) = 9.50 queda 85.50 
3er. descuento: 20% (85.5) = 17.10 
Descuento único: 5 + 9.5 + 17.10 = 31.60 


Rpta. 31.60% 


Pagando 2 750 soles por un cierto artículo que se está pagando el 10%, de su costo en 
recargo. ¿A como debería de venderse para ganar el 38.5% del precio de costo? 


Solución 


Pv Pc+ G 

2750 = Pc + 1096 Pc. — Pe = S42 500 
Pv Pc + 38.596 Pc 

Pv 183.596 (2 500) 


Rpta. Pv = S/3 462.5 
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Un artículo se vende con un recargo del 15%. Inicialmente se pensaba ganar el 20% del 
precio de costo más el 25% del precio de venta. Al final se gana S/.25,200. Hallar el importe 
por el recargo impuesto. 
Solución 

Pv = Pc + 20% Pc + 25% Pv 


Luego: 
Pv - 25% Pv = 120% Pc 


75% Pv = 120% Pc 
Pv = 160% Pc 


Con el recargo: 


zh Pv | —— —— 160 % Pc 
Se paga : 1596 más del Pv 15 96 Pv E 
x = 24 % Pc 
Luego: Pc 
Gan = 60% +. 24% 84% — — —. 25200 
Gan = 84% Pc 24% .—— ў 
x = 7200 
Rpta. x = 7,200 


El precio de un artículo aumenta mensualmente en un 10% sobre ei precio del mes anterior. 
Si después de 4 meses el precio de un artículo es S/.292,820, hallar el precio inicial del 
artículo. 


Solución 


110 
Sea P el precio inicial. Después del primer mes el precio será : 11096 P =100 йы 


Después del segundo mes, el precio será: 


110 
110% (1,1 Р) = тсс (1.96 P) = 1,21P 


Después del tercer mes será: 
110% (1,2196 P) = 1,331 P 
Por lo que después del cuarto mes será: 


110% (1,331 P) = 1,4641 P. 


Rpta. 1,4641 P = 292 800, P - S/.200 000 


Un arquitecto por haber cierto número de planos gana, adicionalmente, ese número en % 
de su sueldo. En cambio su compañero, ganando el mismo sueldo, por hacer el mismo 
número de planos recibe adicionalmente, el doble de ese número en % de su sueldo, si 


e —— а > А 


= = 


ON 7 II A 


después de un mes ambos han recibido S/.432,000 y S/.504,000 respectivamente. Hallar 
cuantos planos hacen mensualmente los 2 arquitectos juntos. 


Solución 


Sean A y B los arquitectos. х = # de planos y S = sueldo. 
А5 5 + х%5 = 432,000 


| (-) = 72,000 
B > S + 2х%5 


504,000 


Esos 72,000 representan lo que recibe adicional A por los x planos, y B recibiría 2(72,000) por los 


x planos. 
=>432,000 - 72,000 = 360,000 - sueldo mensual. 


=>360,000 100% 
x = 20 = N? de planos 


72,000 x% 


Se han hecho en total: 20 + 20 = 40 


Rpta. 20 + 20 = 40 planos. 


Para vender un artículo a S/.2 346 se ha tenido que hacer tres descuentos sucesivos de 20%, 
15% y 8% sobre su precio de lista. Hallar este precio de lista. 


Solución 


Para los descuentos sucesivos; sea PL el precio de lista. Se tiene que: 
80 85 92 


> x E PL = 2346 
100 100 100 


Rpta. PL = S/.3 750 


A un objeto que costó S/.120,000 se le desea fijar un precio de lista, de tal modo que 
haciéndole dos descuentos sucesivos del 10% y 20% aún se gane el 20% del precio costo, 
Hallar dicho precio de lista. 


Solución 


Sea: PL = precio lista. Al hacerle dos descuentos sucesivos del 10% y 20% el descuento 
único equivalente es 28%, luego: 


Precio de venta = PL- 28% PL = 72% PL, pero: 


Precio de venta 


120% (120 000) = 144 000 


Rpta. PL = S/200000. Luego 144 000 = 72% PL 
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Un fabricante elabora 60,000 juguetes a un costo unitario de 2,500. Si el 296 le resultan 
fallados, por lo que realiza una mejora en la calidad, logrando que todos salgan buenos, y 
en dicha mejora gasta el 0.596 del precio de venta de todo el lote, ycontodo ahorra 2'700,000; 
hallar la ganancia que obtiene por cada artículo si no varía los precios. 


Solución 


Enel primer lugar hallaremos lo que perdería por el 2% de los artículos fallados, vendiéndolos 
a un precio "P" desconocido. 


60,000x2 Е 
100 


Perdería P 


Si hace la mejora : 


60,000x0.5 z 
100 


Gastaría en ella P 


Luego por dato: el ahorro es la diferencia de gastos extra sobre el proceso de fabricación. 


2700,000 = 60,000 ——-05p = 15x P x 600 
m LOT. ат o 


=P = 3,000 


Rpta. Luego ganancia = 3,000 - 2,500 = 500 


Un comerciante vende cierto artículo a S/.131,000 obteniendo una ganancia líquida de S/.20,200 
siendo el impuesto a la venta de 16% de la ganancia bruta y los otros gastos ascienden a S/.5,000. 
Determinar ¿Qué porcentaje del precio de fábrica es la ganancia neta? 

Solución 


N = 


га 


ganancia neta СВ = ganancia bruta 
G,-G = 20,200 


Gastos 


Pero los gastos son: 16% G, + 5,000 
Entonces: G, - (16% С, + 5,000) = 20,200 
De donde: G, = S/. 30,000 


Como el precio de venta es S/.131,000 
El precio de fábrica será S/.101,000 
El porcentaje que representa Іа С, es 


20,200x100 
101,000 


= 20% 


Rpta. 20% 


in P p — pu — 4% 


11. 


12. 


Si las dimensiones de una caja rectangular son: largo = Зх, ancho = 2x, alto = х; ¿en qué 
96 debe disminuir su alto para que el volumen no se altere, sabiendo que el largo aumenta 
en 50% y el ancho en 40%? 


Solución 


Volumen inicial 


Largo final 


Ancho final 


Altura final 
Volumen final 
Volumen final 


(4.5x) (2.8x) Y 


1 
. = —X О, 
sY 21 10076 


Rpta. Disminución 


(Зх) (2х) (x) = 66 
150 


150% (Зх) = 100 (3x) = 4.5x 
140 

14096 (2x) = 100 (2x) = 2.8x 

Y , luego : 


(4.5x) (2.8x) Y , pero : 
Volumen inicial 


1 
a >= 
69 — Y 2419 


_ 1 (100x) 
x = 21 100 


= 47.62% 


= 100 - 47.62 = 52.38% 


Un comerciante compra cierta mercadería y vende 1/3 ganando el 14%, la mitad ganando 
el 13% y para que la ganancia totai sea el 14.5% vende el resto a S/.2,800. ¿Cuánto le costó 


la mercadería? 


Solución 
Tenemos: Ganancia - 
ip 149,55. 
Зе CONTES 
ip 13% 24 
Pur eb uk 
lp 9% Fe 2,800 1 
6c > x96 6 E2800: ku ad (1) 
Po E Р. 
Sumando: 14% —— +13% — +x% > = 14.5% Р 
3 2 6 З 
== 20 


De (1) tenemos: 


P 
120% T = S/.2,800 


Rpta. Рог Іо tanto: Р. = S/.14,000 
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Un objeto cuesta S/.17 280. ¿Qué precio se fijó para su venta al público, sabiendo que si al 
venderlo se hace dos descuentos sucesivos del 1096 y 2096, todavía se está ganando el 1096 
del 2096, del precio de costo? 


Solución 


Consideremos que: 
P, = precio que se fijó para su venta al público. 
P. = precio de costo = S/.17 280 
10x20 
100 


Descuento: (10 + 20) - = 28% P 


i x 20. X 17 280 = S/.345.60 
= дапапсіа = Teo" 100 -345. 


Precio de venta efectivo = E - descuento = E - 28% = 72% р, 
Podemos establecer: 
7296 P. = 1728043456 > E = S/24 480 


Rpta. Precio que se fijó para su venta al público: S/24 480 


El jornal de un obrero se le aumentó el 12% sobre los primeros S/.60 y el 9% del resto; si 
de esta manera en una semana gana S/.607.74. ¿Cuál era el jornal antes de recibir el 
aumento? 


Solución 


Jomal antes del aumento: х 
12 


aumento: 100* 60 + ES (x - 60) 

J 1 actual: SE. 60+ === 60 eod = 86,82 

ornal actual: X + o0" + E (x- 60) = 7 = ў 
Gus es D 


Rpta. Jornal, antes del aumento:S/.78 


Un señor compra un artículo por 59,400 pero el vendedor le dice que si compra 3 le hacen 
una rebaja, por lo que paga S/.88,506 más. ¿Qué porcentaje del precio real representa la 
rebaja? 


Solución 


Los 3 le costarían 59,400 x 3 = 178,200 pero paga 59,400 + 88,506 = 147,906. La 
rebaja es 30,294. Por lo tanto el porcentaje que representa será: 


30,294x100 - 
178,200 


Rpta. 17 96 


-y oe 


— AIR — + — nne 


16. 


17. 


Tengo cierta cantidad de dinero si el 1er. día gastó el 4396. ; Qué porcentaje de lo que me 
queda debo gastar el 2do. día para que me quede el 28.5% del dinero original? 


Solución 


Sea S/.100 el dinero: 


Tengo Gastó Me queda 


ter. día S40 j| 45. "| sz 
2do. día S/.57 


— X% 5/57 = 285 => х = 50% 


Rpta. x = 50% 


El 2 por 375 de cierta cantidad se aumenta en 169 unidades de modo que resulta igual a la 
diferencia entre el 40% del 5% de dicha cantidad y el 20% del 3% de la misma. Luego dicha 
cantidad aumentada en el 2096 del 5096 de su 4096 será: - 


Solución 
4096 del 596 m M". - 296 
100 100 
2 3 
О, B <A О, 
20% del 3% = 100 100 = 0.6% 


Si "c" es la cantidad: 


2 
LC + 169 = 2% de c - 0.6% de c. 


375 
2 169 = 20 а „баш сеъ й: 
375. * 99 = 1000. 1000. 1000 


© G-$- 169 
= (1000 375) 19,500 


с = S/.19,500 


Luego: 


Rpta. 19,500 x 1.04 = S/.20,280 


631 


18. Un ambulante posee un lote de camisas vende la tercera parte de ellas ganando el 15% del 


19. 
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precio de costo y el resto del lote ganando el 2096 del precio de venta. Determinar que 
porcentaje del precio de costo representa la diferencia del precio de venta menos el de costo, 
si al final ganó tanto como si hubiese ganado el 596 del precio de venta. 


Solución 
Sean: 
L = Lote total. 
P.C. = Precio de costo. 
P.V. = Precio de venta. 
Luego: 
L 2 
3% 1.15 P.C. + E Lx 1.2 P.V. Lx 1.05 P.V- 
1.15 P.C. - 2.4 P.V. = 3.15 P.V 
P.C. 0.75 
* 0.15 
Queremos: 
P.V.-P.C. 
x1009 
P.C. * 
Luego: 
PC -e OO а 075 _ 15 
P.V.-P.C. 115-0.75 0.40 8 
Luego: 
P.V.-P.C. 8 
———— x100% = — % = i b = .3% 
P.C. 76 15 100% 100% 53.3% 
Rpta. 53.396 


Un comerciante compra cierta cantidad de papel y vende la tercera parte ganando el 1296; 
el resto lo da a un comisionista que lo vende ganando el 15%, quedándose éste con el 7% 
y le entrega al comerciante 8%; de esta manera el comerciante logra una ganancia total de 
S/.28,700. ¿Cuánto costó esa cantidad de papel? 


Solución 


Sea Pc el precio de costo del papel. Podemos establecer: 


Primera venta: 


1 
А costo: 3 Pe 
Vendió — del papel 
3 
ana: lp = Le 
ане TI > 


E m m m 
i 


Segunda venta: 


- "e 
а costo: zre 
Vendió del papel 
3 
- 8,2 -íp 
sanas оре 


Por condición: 


1 4 
БР: + 75P6 = $/28700 => P, = S/.307 500 


Rpta. Costó: S/.307 500 


4101-1827.) PROPUESTOS 


Sobre porcentajes (con clave) 


> E 


1.  El25% del 20% de un número más el 28% del mismo es igual al 82.5% del inverso del 10% 
del nümero. Hallar el nümero. 


a) 6 b)5 c)4 d)264 е)8 


2.  Setiene que: S = a + b y que b es el S% de a y el a% de S es 5. Hallar el (S + a)% de b. 


a)2 b) 2.5 c)225  d)35 e) 2.75 


3. ¿Cuál es el tanto por mil de 8,970 que excede en un 15% al 20% de 17,940? 


а) 500% БЫ) 250% с) 230% а) 275% е) 460% 


4. Hallar x + y sabiendo que el x% del y% de 400 es 2x y el x% de 500 es 2y. 


a) 50 b) 90 c) 80 d) 60 e) 70 
5.  Setiene 2 productos cuyo costo es de S/.6,600 cada uno. Uno se vende perdiendo el 3276 
del precio de venta., mientras que en el otro se gana; de tal manera que al final se obtiene 


una ganancia promedio de S/.400 por producto. ¿A cómo se vendió el producto con el que 
se ganó? 


а) 9,000 Ы) 8,800 с) 8,400 9) 9,512  e)9,215 


6.  Untriángulo isósceles de papel se corta paralelamente a la base у se obtiene otro triángulo 
cuya área es el 64% de la anterior. ¿Qué % representa la nueva altura de la altura original? 
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11. 


12. 


13. 
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а) 80% Ы) 12090 с) 150% 9) 602 e)3696 


Cada mes una moneda А se devalüa el 20% respecto а otra moneda В y ésta el 30% de C. 
Después de dos meses, ¿Cuánto se devaluó A respecto a C? 


а) 35.6% b) 68.64% с) 70% d) 56% e) 82.396 


¿En qué 96 se debe disminuir una cantidad para que equivalga al 60% del 25%, del 80%, 
del 50% de los 10/3 de su valor original? 


a)80%  b)709. c)6096 9) 502 е) 40% 


4 alumnos se reparten S/.9,488 y se obtuvo el siguiente resultado: Al primero le tocó el 30% 
más que el segundo, 75% más que el tercero y 80% más que el cuarto. ¿Cuánto le tocó al 
tercero? Dar como respuesta la suma de sus cifras. 


a) 11 b) 18 c) 9 d) 14 e) 29 


En la venta de un libro gano el 20% del precio de venta, si comprara el libro en S/.100 menos 
y lo vendiera al mismo precio ganaría el 36% del precio de venta. Hallar cuánto me cuesta 
un libro? . 


a)S/625  b)S/600 c)S/480 9) 5/.500 e)S/400 


El precio de costo de un par de zapatos es S/.2,500; se vende a un precio con el cual se pierde 
el 20% del precio de venta. Si este precio de venta fuese un 50% mayor que el actual, se 
ganaría 1.5 veces la pérdida. ¿Cuál sería esta ganancia? 


a)1000  b)200 c) 500 d) 625 e) 250 


A un objeto de S/.10 000 se le descuenta el M% y luego M soles pagándose S/.7,980. 
¿Cuánto se pagará si descontamos primero M soles y luego el M26? 


a) 7,900 b) 7,984 с) 7,960 d) 7,650 e) 7,950 


Al precio de venta de un artículo se fija en S/.126 más que su precio de costo. Al momento 
de venderlo se rebajó el 10%. Si se ganó eł 8% del precio costo. Hallar el precio de venta. 


a) 825 b) 630 c) 780 d) 672 e) 756 


En la edición de un Libro, el costo del papel representa el 35% del costo del libro, el pago 
de la mano de obra representa el 25%, el costo de fabricación el 30% y la ganancia se estima 
en el 10%. ¿En cuánto será preciso aumentar el costo de dicho libro si el papel, aumenta 
en el 60%, la mano de obra en el 50%, el costo de fabricación en el 45% y la utilidad en el 
15%. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


а) 32.5% Ы) 42.5% с) 48.5% d) 52.5% е) 58.5% 


Un señor vende su reloj ganando el 20% presta lo que recibe en dicha venta por un año al 
10% anual ganando con esta última operación S/.1 560. ¿Cuánto le costó el reloj? 


а) 12500 b)13000 с) 13 500 а) 1300 е) 1 350 


Un televisor er! Agosto costaba 5/.72,000 y se pensaba vender ganando un 25%. Si cada 
mes sufre un recargo de un 20% en su precio de venta. ¿A cuánto se vende, ahora en 
Noviembre? 


8) 144,000 b) 155,520 c) 129,600 d) 108,000 e) Ninguna anterior. 


Al vender un libro se hace descuento del 12% con lo que se ganó S/.47.6. Hallar el precio 
de costo de dicho libro si se sabe que al fijar inicialmente el precio de venta se fija en el precio 
de costo incrementado en un 20%. з 


а) S/.850 Ы) 5/9000 c)S/750 а) 5/.1,000 е) S/.600 


En la venta de un radio se fijó el precio de venta en 200 más que el precio de costo, pero 
al venderlo con un descuento del 20% se perdió 100 en la venta, hallar a que precio se vendió 
dicho radio. 


8) S/.1,400 b) S/.1,700 c) S/.1,500 d) S/.1,300 e) S/.1,200 
Vendí un artículo en S/.6,800. Si lo hubiese comprado en S/.1,000 más ganando lo mismo 
que la vez anterior, al venderlo la ganancia resultaría el 20% del precio costo. ¿Cuánto gané? 


a) S/1 133 b) S/.1560 с) S/.1300 9) 5/.1 375 e) S/.1 800 


La altura de un cilindro disminuye en su cuarta parte, y el radio de su base aumenta en un 
quinto de su valor inicial. ;En qué porcentaje ha aumentado su volumen? 


a)Enun5%  b)Enun4%  c)Enun8%  d)Enun2* е) Enun6% 


El fabricante de un producto gana el 10%, el mayorista el 20% y el minorista gana el 30%. 
Si el consumidor adquiere el producto a S/.858 averiguar el precio de costo de este. 


a) 450 b) 348 c) 530 d) 500 e) 610 

Una de las dimensiones de la base de una pirámide rectangular disminuye en un 1/10 de su 
magnitud, la otra aumenta en 1/5 de su valor. Si la altura aumenta en 15% de su valor. ¿En 
qué porcentaje aumenta el volumen de la pirámide? 


a)242  b)312 суг 9) 172 e) N.A. 
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25. 
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27.: 


2B. 


29. 


30. 
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Si el 27% de la diferencia entre la cuarta parte y la sétima parte de un número es 24,300. 
Hallar dicho nümero. 


a) 840,000 b) 420,000 с) 42,000  d)210,000 e) 120,000 

De los dos libros de Aritmética que me quedaban, uno le vendí con un 2096 de descuento 
y el otro con un 30% de descuento, obteniéndose así S/.450 en total. ¿A qué precio estaban 
los libros? 

a)S/150 b)S/.200 c)S/240  d)S/300 е) S/.320 

El precio de un artículo se aumenta en un 9% y el nuevo precio se disminuye en un (100 - 
q)96; cuál es el valor de q si el precio final es 96% del inicial. 

a) 20 b) 40 c) 60 d) 30 e) 50 

Cierta casa comercial ofrece 2 tipos de descuentos. Uno escalonado: 4% por los primeros 
S/.5,000 de compra; 8% por los siguientes, S/.5,000, 12% por los S/.5,000 siguientes y 16% 
por el resto. El otro descuento es del 10% sobre el total de la compra. ¿A partir de que 
cantidad conviene el primer descuento más que el segundo? 

a) S/24000 Ы) S/20,000 с) S/30000 d) 5/2500 е) S/.16,000 

Un artículo se está vendiendo perdiendo el 1896 del precio de venta. Un cliente compra un 
artículo con un recargo final del 20% del precio costo por lo que se llega a ganar S/.3 080. 
¿A cuánto asciende el valor del precio de costo del artículo? 

а) 64 900 Б) 129 800 с) 32 450 а) 70 800 е) 20 000 

Se mezcla azücar de 5/.75 соп azücar S/.65 en cierta proporción y la Tonelada se vende 
en S/.75,900 ganando un 1096. Luego se dan cuenta que por error la proporción de mezcla 
se había invertido. ¿Cuál es el porcentaje real de ganancia? 

a) 1296 b) 6.90% с) 8.7296 с) 29% d) 5% 

Si este mes pierdo el 15% de mi capital y el próximo mes gano el 20% de lo que me quedó, 
ganaré S/.3,000. ¿Cuánto tengo? 

a) S/.60,000 b) 5/.120,000 с) S/.150,000 а) S/.240,000 е) S/.300,000 

Al vender un artículo se ha fijado un precio de venta, si al venderlo se hiciera un descuento 


del 1996 perdería 1096 del precio de costo y si lo aumentara en un 596 ganaría S/.45. Hallar 
el precio de venta. 


a) 270 b) 300 c) 315 d) 400 e) 350 


реет --—— M QU OM = р 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


Se tiene la siguiente figura: 


Si b aumenta en un 7596, 
permaneciendo a y h iguales. 


¿En cuánto aumentará el área 
de ABCDE? 


а) 75% _ b)25% с) 100% 9) 50% е) 12.5% 


Se tiene 3 artículos de igual valor (precios de costo). El primero se vende perdiendo el 25% 
del precio de venta y el Segundo ganando un 2096 del precio costo. ; Qué porcentaje del 
precio de venta debe ganar en el tercero a fin de obtener una ganancia total del 10% del 
costo? 


а) 23.08% Ы) 30% с) 24.56% d)28.57% е) М№А.. 


En una compañía el 60% del personal son obreros, el 30% son empleados у el 10% son 
funcionarios. Un obrero gana el 63% de lo que gana un empleado y un empleado gana el 
55% de lo que gana un funcionario. El personal de la compañía es de 200 personas y 
mensualmente se desembolsa en remuneraciones 5'201,900. ¿Cuánto gana un obrero? 


a)16600 Ы) 14000 c)19057.5 d)7623 е) 16405.5 


El cuadrado de un número disminuido en su 25% es igual al 810% de mismo número. Hallar 
e 500% del número. 


a) 540 b) 60 c) 72 d) 80 e) 96 


El cuadrado del 60% de un número equivale al (20% del número) por ciento del inverso del 
20% del número. Hallar el inverso del número. 


а) 8 b) 4 c)5 d) 12 e) 6 
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Capitulo 21 


REGLA DE INTERES SIMPLE 


El préstamo a interés, imagen representada en 
la Aritmética de Johann Widman, publicada en 
Pforzheim en 1500 (la editio princeps data de 
1489, en Leipzig). Fue el primer tratado práctico 
para comerciantes usado en Alemania. 


Una persona puede tomar de otra, a préstamo, 
una cantidad de dinero y comprometerse, a 
cambio, a pagarle una indemnización o alquiler 
del capital colocado. Esta indemnización se 
llama INTERES. El interés varía, evidentemen- 
te, con la importancia del capital y la duración 
o tiempo que está colocado. Existe la conven- 
ción de admitir que el interés es directamente 
proporcional al capital y a la duración de su 
colocación. 


Se da el nombre de rédito al interés que 
producen 100 soles al año. 


La persona que otorga el préstamo se llama 
PRESTAMISTA, ylaquelo recibe PRESTATA- 
RIO. A la suma del capital con su interés se le 
llama MONTO. 


El interés puede ser simple o compuesto. 


—3.... INTERES SIMPLE 


Cuando se retira tan pronto como se produce, 
permaneciendo el capital constante, durante el 
tiempo que dure su imposición; al interés sim- 
ple se le determina aritméticamente. 
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INTERES COMPUESTO 


Cuando el interés no se retira, sino que pasa a formar parte del capital; se dice que los 
intereses se capitalizan; los problemas de interés compuesto son de cálculo logarítmico, por 
lo que su solución es algebraica. 


CALCULO DEL INTERES SIMPLE 
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Los problemas de interés, se resuelven ya sea aplicando regla de tres o por medio de 
fracciones. 

Resolveremos el problema general del cálculo del interés, que se reduce al siguiente 
enunciado: 
“Sabiendo que un capital de 100 soles, prestados durante un año, produce "R" soles; hallar 
el interés de un capital "C" al cabo de "a" años- 


CAPITAL TIEMPO INTERES 
100 1 R 
С а | 


El interés es directamente proporcional al capital y al tiempo de colocación, luego: 


Si el tiempo a = 1, la fórmula siguiente de la ganancia anual o renta del capital: 


Сх R 
100 


Puede ocurrir que el tiempo esté expresado en meses o días. En este cado, precisa modificar 
la fórmula (1), recordando que el año comercial tiene 360 días y el mes 30. Designemos 
por "d" el número de días y “m” el número de meses: 


que al reemplazar en (1) se obtienen las fórmulas siguientes: 


ij Cx Rxm i. Ex Rxd 
1200 36000 


Como, monto (M), es la suma del capital impuesto, más los intereses que éste ha generado, 
se puede calcular el capital ó el interés conociendo el monto. 


CALCULO DEL CAPITAL "C", CONOCIENDO EL MONTO "M".- 


De (1) en (2): 


C= 100M 
100 +Rxa 


* Obsérvese que esta fórmula se ha deducido considerando el tiempo en años, si estuviera 
dado en meses o días, tendríamos: 


C= 1200M C= 36000M 
1200 + Rxm 36000 + Rxd 


CALCULO DEL INTERES "|", CONOCIENDO EL MONTO “M”.- 


i wcibp ce M (3) 


De (1), despejamos el capital: 


este valor en (3): 


PEA n 
100 + Rxa 


Мх Яхт = MxRxd 
1200 + Ахт " 86000 + Rxd 


Como todas estas magnitudes se consideran proporcionales, éstas fórmulas generales 
permiten calcular el interés y también calcular una cualquiera de las cantidades C, R, d, a, 
m, cuando se conocen las otras. 

NOTA 


En todas las fórmulas el 96 2 R, debe estar dado en forma anual, en caso contrario, se 
aplicarán las siguientes conversiones: 
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St: 96 (mensual)... 90 х 12 = % (anual) 
Si: % (Ыштепзиа!).......................... x 6 - % (anual) 
Si: 296 (trimestral) 22297 87 X 4 = % (anual) 
Si: 96 (cuatrimestral) ...................... x З = 96 (anual) 
Si; 96 (semestral) ......................--.- x 2 - % (anual) 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE INTERES SIMPLE 


OFERTES previas | 


Debemos recordar que los problemas de interés simple, son en la práctica, reglas 
de tres compuesta. 


Sólo tenemos que recordar que el interés es directamente proporcional al capital, al 
tiempo y a la tasa de imposición. 


1. ¿Cuántos meses debe prestarle el Banco S/.10,000 a un cliente si desea obtener de 
ganancia de S/.2,000 cobrándole el 32% de Interés anual? 


Solución 
C = S/.10 000 
CxRxm 1200 x I 
= Como l= m 
| 290 e 1200 LE CIR 
R= 32% 
1200 x 2000 
= 27 E =-————— = 7,5 mese 
m - meses 7 m 10000 x 32 meses 


Rpta. 7,5 meses 


2. Un capitalista invierte S/.1'500,000 como sigue los 3/5 al 6% de interés anual, la mitad de 
lo que queda al 8% anual. ¿A qué tasa de interés anual debe invertirse el resto para obtener 
una ganancia anual de S/.108,000? 


Solución 
3 

C, ежи 500 000 = 5/.900 000 R = 696 az1 l|, 
1 

C, = 2* 600 000 = S/.300 000 НВ = 8% a=1 |, 
1 

G = 5 x 600 000 = S/.300 000 R=x=? а=1 Һ 

Interés Total = 5/.108 000 
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108000 = |, +1, +1, 
900000 x 6 , 300000 x 8 , 300000 x (x) 


108 000 + == шше 
100 100 100 


Rpta. x = 10% 


El 40% de un Capital se impone al 8% anual. Si para el mismo tiempo el resto se impone 
al x% semestral produce un interés que es el 75% del anterior. Hallar X. 


Solución 
Sea C el capital: I interés: 
40 2 
9 = — С = = С =B% 
40% C 100 5 > R 8% l, 
60 3 
96 = —— С = = С = o6 = 96 
6096 C 100 5 > R =2x% І, = 75% 1, 
2 
—Cx8 
| = 5 = 16 с 
| 100 7 500 Ex Mule 16 
кг. 500 100 500 
3 6 x 2x 6x v 6xc = 12c 
l, = = — С х=. 
100 500 
Rpta. x - 2 


¿Cuál es el capital que impuesto al 12% trimetral ha producido en 5 meses 1,770 soles menos 
que si el capital fuera impuesto al 1896 cuatrimestral durante 160 días? 


Solución 


12% Trimestral = 48% anual 


18% Cuatrimestral = 54% anual 


Entonces: 
Сх 48 х 5 El C x 54 x 160 - 1770 
1200 36000 
=> С = 25х1,770 = 44, 250 
Rpta. 44, 250 


643 


644 


¿Qué interés producirá un capital de 22,500 soles al cabo de cierto tiempo impuesto al 4%? 
Si se sabe que impuesto al 7% produce 12,960 soles más que impuesto al 5%. 


Solución 
796 - 596 = 2% — 12,960 
4% — 25,920 


Rpta. 25,920 


Un capital se ha dividido en otros tres que son como 3, 5 y 7. Al tero. se le aumenta en su 
10%, al 2do. en su 20% y al 3ero. en su 35%. ¿Qué porcentaje del nuevo total representa 
el nuevo capital menor? 


Solución 


Sean los capitales: 


Тего. 2do. Sero. 
primero 30 50 70 
después 33 60 94.5 


Nuevo total = 187.5 
El porcentaje que representa el menor capital es: 


33 x 100 
187.5 


= 17.6% 


Rpta. 17.6% 


Dos capitales son como 4 es a 7. El 1ero. se colocó al 30 por 75 durante 10 meses y el 2do. 
al 35 por 70 durante 6 meses si el monto fue 338,000. ¿Cuál fue el capital inicial total? 


Solución 
C, C; 
|a = © = К 5+. I 
Tenemos : F E (1) 
y 4к х (80/75 x 100) x 10 _ 4k 
s 1200 78 
| 7k x (30/70 x 100) x6 — 7k 
2 1200 4 
4k 7k 169k 
: — + — 4k + 7k = —— 
Monto: 3 4 + + 12 


169k 
338,000 - p = k = 24,000 


n De(1):C, = 11k = 264,000 


Rpta. 264,000 


Dos socios se reparten los beneficios obtenidos en un negocio correspondiéndole al 1ero. 
S/.42,000 incluido el 3096 de la ganancia por ser Gerente de la empresa y al 2do. le tocó 
S/.28,000. Si se sabe que la ganancia total representa el 40% del capital social. Calcular el 
capital inicial del 2do. 


Solución 
GAN = 42,000 + 
_ 28,000 
70,000 
At 1° 30% de 70,000 21,000 
Luego: 
El 1° 21,000 Capitales como 
49,000 3, como 4. 
El 2° 28,000 


Luego capital del segundo: 


70,000 180 x ы 100,000 
{ 40 АЧ A 


Rpta. 100,000 


Un capital impuesto durante 15 meses produce un interés igual al 36% del monto. Calcular 
el rédito al que ha estado colocado. 


Solución 
Por dato del problema: 


Cx15xR 


= 36%M 
1200 
Pero: M=C+l 
Entonces: 
CxR = 38% (c + m) 
80 80 


Rpta. R = 45% 
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de M3 16] PROPUESTOS 
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Una persona impuso el 40% de su capital al 25% semestral de interés simple y el resto al 
45% anual obteniendo una renta anual de 9'400,000 soles. Hallar la parte impuesta a mayor 
tasa. 


a) S/.8'000,000 

b) S/.12'000,000 
с) S/.14'000,000 
d) S/.16'000,000 
e) S/.18'000,000 


¿Cuántos meses debe depositarse un capital para que se convierta en el 175% de si mismo, 
si la tasa es 12.5% trimestral de interés simple? 


а) 17 meses Б) 18 meses с) 19 meses d) 20 meses е) 21 meses 


Tres capitales cuya suma es: S/.20'930,000 se impusieron al 100%, 90% y 110% anual de 
interés simple generando la misma renta. ¿Cuál es el capital impuesto al 10096? 


a) 5/.7'400,000 
b) S/.5700,000 
c) S/.6,300,000 
d) S/.7700,000 
e) S/.6'930,000 


Una persona depositó parte de su capital al 4596, otra al 5096 y el resto al 5596. La primera 
parte es 5/7 de la segunda y la tercera es igual a la suma de las otras dos. Si al cabo de un 
año el monto será de: 5/.7'270,000. ¿Cuál es la mayor de las partes? 


a) S/.2'400,000 
b) S/.2'300,000 
c) S/.1'400,000 
d) S/.1'000,000 
e) S/. 800,000 


Un capital impuesto al 51% anual y otro al 85% anual, una suma es S/.2'000,000, generó 
un interés que es el interés cuádruple anual producido por el segundo capital como 5 es a 
4, ¿Cuál es el menor de los capitales? 


а)5/.350,000  b)S/.250,000 с)5/.400,000 — d)9/200,000 е)5/.300,000 


El 3096 de un capital se presta al 20% anual, el 45% del capital al 30% anual. ¿A qué 
porcentaje se debe imponer el resto para que todo el capital produzca en 1 año una ganancia 
igual a la que se obtendría si dicho capital se impusiera al 25% anual? 


a) 2196 b) 22% c) 23% d) 24% e) Ninguna anterior 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Durante cuánto tiempo un capital impuesto al 1096 anual produce un interés igual a 1/5 del 
monto. 


а) 9 meses b)i aho 3 m. c)4 1/2 año d)2 1/2 anos е) 2 años 


Un capital impuesto al 9% anual durante un ano y un segundo capital al 12% anual 
durante 3 años. La suma de dichos capitales es 87,000. Si el interés del primero es al 
del segundo como 6 es a 5. ¿Cuál es el menor capital? 


а) 15,000 БЫ) 12,000 с) 9,000 9) 18,000 е) 21,000 
Qué tanto por ciento trimestral de interés simple, debe ganar un capital para que en 5 años 
se quintuplique. 


a) 10 b)267 с) 15 d) 30 e) 20 


El monto producido por un capital durante 6 meses, a interés simple, es S/.50,000; pero luego 
de 8 meses más sería S/.55,000. ¿Cuál fue el rédito? 


a) 12% b) 15.2%  c)20.4% а) 23.2% е) 16.2% 


Se tiene un capital, el cual se divide en tres partes, que luego se prestan por un año de la 
siguiente manera: 
1°) El 30% del capital al 6% trimestral. 


2^) El 25% del capital al 4% bimestral. 


3?) El resto al 3% cuatrimestral. 
Si de los 3 intereses que se producen el mayor es S/.14,400, ¿cuál es el capital inicial? 


а) 120,000 Б) 200,000 с) 160,000 9) 240,000 е) 300,000 
Los 2/7 de un capital se imponen al 12%, la tercera parte del resto al 16% y el resto al 18% 


de interés simple. Si la renta anual producida por todo el capital fue 8 300 soles. 
¿Cuál fue el valor original del capital en soles. (Dar como respuesta la suma de sus cifras) 


a) 9 b) 12 c) 15 d) 18 e) 21 
Un señor hereda S/.2'490,000 sobre los cuales paga el 25% de gastos. Coloca el resto en 
un Banco al 5%. Al cabo de 16 meses retira el Capital y los intereses e invierte toda la suma 


en una sociedad que le da trimestralmente S/.39,840 de intereses. ¿A qué porcentaje colocó 
el dinero en la sociedad? 


а) 4 b) 5 c) 6 d)7 e) 8 


Una persona deposita de Enero a Diciembre S/.3,000 cada tin de mes y el 31 de Diciembre 
acumuló S/.39,960. Calcular la Tasa de Interés Mensual. 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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a)3690 — b)24% с) 3% d)15% X e)296 


El 10% del capital que tengo representa S/.426 menos que el 12% del doble del capital de 
Freddy. Si entre los dos tenemos S/.3,900. ; Quién tiene más y cuánto más que el otro? 


a) Tú; S/.1,500 

b) Freddy S/.1,200 
c) Freddy S/.900 
d) Tú S/.900 

e) Freddy S/1,500 


Después de n años de haber depositado un capital, al 36% anual de interés simple, el monto 
es S/.12,600 y un año más tarde será S/. 14,220. Hallar n. 


a) 2 b) 3 c) 4 d)5 e) 6 


A comienzos de año coloco mis ahorros en el banco, el cual me paga 6% de interés anual. 
A los cuatro meses incrementa en un 1876 la tasa de interés y 3 meses más tarde lo 
incrementa de nuevo en un 1296 más (es decir asciende a un 36%). Si al final del año 
tengo intereses que suman S/.3 450. Inicialmente ¿Qué cantidad puse al banco? 


а) 12,000 Ы) 15,000 с) 18,000 4d) 24,000 e) 20,000 


Un determinado capital C se impuso a un interés del і% anual durante t años obteniéndose 
un interés |. Se pretende aumentar la tasa de interés en un Ai% anual de modo que se 
obtenga el mismo interés | sin variar el capital C impuesto, con el objeto de obtenerlo en 
menor tiempo. Si At es el tiempo ahorrado en meses de acuerdo a la 2? modalidad, hallar 
dicho At. i 


1200 1 py 1200 | 12xixt 
VER Ex (iz Ai) о 
а 12 x (i - А) xt 12xtxAi 
) +A qwe 


Un capital se divide en 2 partes y éstas se colocan a un interés del 5% anual, la 1? de ellas 
por 2 años y la otra por 4 años; a pesar de ello esta segunda parte produjo un interés que 
es los 2/3 del interés de la 1°. Si la suma de los intereses producidos por las dos partes es 
S/.25,000. ¿A cuánto ascendió el capital? 


a) S/150,000 Ы) 5/.250,000 с) $/225000 а) S/200,000 e) S/.175,000 


Un inversionista gastó los 2/7 de su capital en un departamento, los 3/5 en la compra de 
tierras y el resto en acciones. Se sabe que anualmente el departamento le reporta un interés 
del 10% las tierras del 8% y las acciones del 30%. Si su renta anual es de S/.232,800 ¿Cuánto 
le reportan anualmente sus acciones? 


——— —À 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


2T. 


a) $/48000 b) S/81,000 с) S/72000 а) S/84000 е) S/54,000 


Un capital se coloca durante el ter. año a un interés anual del і,%, luego el monto а un 
interés anual del i% durante el 2do. año. Todo esto equivale a colocar durante los dos 
años el capital original a una tasa de interés anual del: 


(100.4 ig). ES (100 +i2). 
MESI, 4+2 lo, RUE lodi doc 
100 ' b) тоо C 200 " 
2d (100i). 
== |9 AC cum mibi 96 
al -s е) % 


El 55% де un capital se impone a una tasa del 9% semestral durante 28 meses. ¿A qué tasa 
de rédito trimestral habrá que poner el resto de! capital para que en 22 meses produzca el 
mismo interés. 


a) 696 b) 796 c) 896 d) 6.5% е) 7.5% 


El monto de un capital que está durante cierto tiempo al 15% es de 3,850, si en ese tiempo 
hubiera estado bajo una tasa del 2796 anual, el monto sería de 4,130. Hallar dicho capital. 


| a) $/3300 b) 5/3600 с) 5/3200 d) S/3400 е) 5/3500 


Si el 35% de S/.52,000 se impone durante dos años al 4% de interés. ¿A cuánto debe 
imponerse el resto durante un año, para que la ganancia total de estos dos negocios sea 
de S/.1 950 ? 


4 8 19 
a) 1.596 b) de 0% о е) 1% 


A comienzos de айо coloco mis ahorros en el banco, el cual me paga 6% de interés anual. 
A los cuatro meses incrementa en un 18% la tasa de interés y 3 meses más tarde lo 
incrementa de nuevo en un 12% más (es decir asciende a un 36%). Si al final del año 
tengo intereses que suman S/.3 450. Inicialmente ¿Qué cantidad puse al banco? 


a) 12,000 b) 15,000 с) 18,000 а) 24,000 e) 20,000 
Un capital se divide en tres partes iguales que se imponen al 28%, 34% y 38% anual 


respectivamente. ¿Al cabo de cuánto tiempo se habrá duplicado el capital? 


a)laño Б) 8 meses c)2 años 1m. d) 3 años е) 5 anos 


Dos capitales que se diferencian en S/.1,500 se ponen bajo distinta tasa de rédito, una al 
7% y la otra al 15%, si luego de 2 años ambos capitales son iguales. Hallar el menor de los 
capitales originales. 


a) S/9,000 b) S/10,500 c) S/12,000 d) S/13,500 e) S/.15,000 
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Los 8/13 de un capital colocado al 4% anual da S/. 100.80 más en 1 año que el resto colocado 
al 6% ¿Cuál es dicho capital? 


a) S/.78,480 b) S/.61,200 c) S/66,600 d) S/50400 e) 5/.65,520 


El monto producido por un capital durante 6 meses, a interés simple, es S/.50,000; pero luego 
de 8 meses más sería S/.55,000. ¿Cuál fue el rédito? 


а) 12% Ы) 15.2% с)204% 9) 23.2% е) 16.296 


Оп negociante recibe anualmente una ganancia de 5/.16,000 que proviene de dos de sus 
negocios que le producen interés como 1 es a 3. Si las tasas de interés son 8 y 5% 
respectivamente, hallar la diferencia de los capitales empleados en cada negocio. 


а) S/240000 b) S/:190,000 с) S/200,000 d) S/50000 е) S/.150,000 
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COMERCIAL 
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El descuento comercial 


El tenedor de un efecto comercial (letra o 
pagaré) a cobrar en cierta fecha (llamada ven- 
cimiento), que desea hacerlos efectivos antes 
de esa fecha, puede efectuarlo cediéndolos a 
un Banco, quien le anticipará el importe, co- 
brando los intereses por ese préstamo. 


Tales intereses los cobra por anticipado, de 
modo que al tenedor del documento le entrega 
el importe del mismo o valornominal, menos los 
intereses que ese valor produciría en el plazo 
anticipado. Esta cantidad en que se disminuye 
el valor nominal se llama descuento comercial; 
la cantidad entregada se llama valor efectivo, y 
la operación se llama descontarel documento. 


El cálculo del descuento es, pues, un cálculo de 
interés simple, con las fórmulas dadas en las 
lecciones anteriores. 
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Ejemplo 


Descontar al 626, el día 3 de marzo, un pagaré de 3,245 pesetas que vence el 17 de abril. 
Nümero de días 45. 


| 8245x6x45 32453 9735 
36000 400 400 


= 24,33 


El valor efectivo del documento, es decir, la suma recibida por su tenedor, es, por tanto, 
3245 - 24,34 = 3220,65. 


Todo lo dicho en la lección anterior acerca del cálculo práctico de intereses puede aplicarse 

al cálculo práctico de descuento. En particular, es muy frecuente el descuento simultáneo 

de varias letras, para lo cual el método de los divisores fijos proporciona una gran rapidez. 
1 


Ejemplo1? 


¿Cuánto se cobrará por una letra de 5,400 pesetas a 25 días, descontada al 4,5%? 
Divisor fijo, 8 O00. En 80 días el interés es, pues, de 54 pesetas. 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE DESCUENTO COMERCIAL 
Y VENCIMIENTO COMUN 
Observaciones Previas 


Se trata de un caso especial de interés simple, por lo que seguiremos los mismos 
lineamientos del capítulo anterior. 


Vn = Valor nominal Va - Valor actual Dc - Descuento comercial 
Dr = Descuento racional (Teórico justo, es lo que deberían cobrar por la suma 


que prestan) 
Va = Vn - Dc (Va es lo que recibe al descontar la letra). 
_МпхНха _VaxRxa * 
С 100 Н 100 
* Fórmulas deducidas considerando el tiempo еп años. 


1. El señor Vargas debe S/.12,300 que debe pagar en 8 meses; se libera pagando S/.1,035 
y firmando dos letras, una de S/.6,720 pagadera dentro de 5 meses y otra pagadera en un 
año. ¿Por cuánto firmó la segunda letra, si todo se hizo al 5% de descuento anual ? 


Solución 


= 12300(1- 35) = 11890 (inicialmente) 
1200 


V4 = 11,890 - 1,035 = 10,855 


5х5 
1200 


a 


М = 6,720 (+ ) = 6,580 E. = 10,855 
Va, = 10,855 - 6,580 = 4,275 
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1x5) 95 
2275 N ls A ME 
A. 8) 100 "^? 
95. ЕБ V. 500 
"үс үүө г” 
Rpta. 4500 


La suma de los valores nominales de dos pagarés es S/.8,400. El primero se descuenta por 
2 meses y el segundo por 3 meses, ambos al 6% ; resultando de esto que se obtiene S/.8,280 
del pago ambos. Hallar la diferencia de sus valores nominales. 


Solución 
Vo, * Vo, = 8,499 > (1) 
D = 8,400 - 8,280 = 120 
Va, +Va,= 8,280 
M, x2x6 V4, x3x6 
Pero: ph d me cea Geo 


1200 1200 


De donde: 2V,, +3Vn, = 24,000 > (2) 


De (1) y (2): 
Va, = 7,200 
№, = 1,200 
л Va, - №, = 6,000 
Rpta. 6,000 


Una letra firmada por S/.9,500 debía pagarse en Octubre y se descontó en Junio del mismo 
año al 7.5%. Si el banco donde se paga cobra una comisión de 0.1% sobre el valor nominal. 
Hallar cuánto debió pagarse por la letra al momento de ser descontada. 


Solución 

V, = S/.9 500 

Jun. - Oct. = 4 meses 

V, x96xt 
ye de Е 9500x7,5x4 - 237,5 
1200 1200 ie 

Comisión 0.1% (8 500) = 9.50 

Descuento real: S/.288 


653 


654 


Debió pagarse: 9 500-228 = S/.9 272 
Rpta. S/.9 272 


Si el descuento comercial y el racional de un documento son como 7 es a 5. ¿Qué parte del 
valor nominal del documento es su descuento comercial? 


Solución 
Dc 7  Do-Dg 7-5.2 
Оң 5 Ос pug 
Dc xD D, 5 5 
s MXQEZOERMH 265 <p sp) 
Weowee = (£o т CS 
De 2 
Rpta. ca Eos 
pia CA 


Una letra de S/.2 000 fue negociada a 40 días de su vencimiento y por ella se obtuvo S/.980. 
Determinar el 96. 


Solución 
R= 36000 x Dc 
V, xd 
> 36000x 20 - 18% 
2000x 40 
Rpta. 18% 


Hallar el V, de una letra, sabiendo que su Dg es de S/.388.85 y su Од es de S/.385. 


Solución 
DC x DR 
. ^ n V. LEE. amm i 
Existe una fórmula: п DC - DR 
y, 388,85 385 _ 3, 38,885 


3,85 
Rpta. Vn = S/. 38,885 


Hallar el V, de una letra, sabiendo que la diferencia entre su Ос y Dp es S/.2 al ser 
descontada al 596 a 4 meses de su vencimiento. 


Solución 


Da x5x4 
p- RAS Dn = 120 
1200 R 


De - 122 


м 


_ 122x120 


= 5/.7,320 


Se ha recibido una suma de 5/.2,014 por una letra negociada соп 12% de descuento а 5 
meses de su vencimiento. Calcular el valor nominal. 


Solución 

VL Bm 

Va = S/.2014 
m=5 

R = 12% 


Podemos establecer: 


Rpta. S/. 2 120 


Rpta. x = 2,120 


Consideremos un V, en las 
condiciones del problema: 


V, =1200 


_1200x12x5 


e m 42308 


V47 1140 


MMOL V 
1140 — 1200 
2014 —— x 


х = 2014x1200 _ 5/2120 


1140 
MX 
х(12)5 x 
Dc = —— ШІ — 
1200 20 
V X 2 014 
ubt 
19x = 2014 x 20 
х = 106х20 
MES 2740) 


Un comerciante aceptó el día 1? de Abril de 1979, 4 letras: La 1ra. por $/.80,000 que vence 
el 10 de Agosto, la 2da. por S/.160,000 que vence el 3 de Setiembre, la 3ra. por S/.240,000 
que vence el 13 de Octubre y la cuarta por S/.320,000 que vence el 8 de Nov. Todas estas 
fechas de 1979. Si luego decide cancelar su deuda con un solo pago de S/.800,000. ¿En 


qué fecha vencerá? 
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10. 


11. 
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Solución 


Considerando como fecha de referencias 10 de Agosto : 


Va Vence di 
80,000 10 Agosto 0 
160,000 3 Sept. 24 
240,000 13 Octub. 64 
320,000 8 Noviem. 90 
Por fórmula : 
0+48+192+360 
Ímedio = T NES Y 


lmedio = 60 días después del 10 de Agosto. 
Fecha de Vencimiento : 9 de Octubre 


Rpta. 9 de Octubre 


La diferencia de los descuentos de una letra, descontada al 8096 anual durante 5 meses, 
es 200 Intis. Determinar el valor nominal de esta letra. 


Solución 
коше DC -pR apes 
100 
Dp x80x5 
Dc -Dg 2200-—BR7 7777 
елге 1200 
Ов = 600 Intis ; Dg = 800 Intis 
Ос xD 
у ша С R 
" Dc -Dg 
E ас 8 2400 Intis 


200 


Rpta. 2400 Intis 


Cuánto se recibirá por una letra pagadera a los 2 afios, cuyo valor nominal es 9 570 soles, 
descontada al 5% anual. Considerar el descuento racional. 


Solución 
Como: Ds уш шч 
100+rxt 
_ 9570x5x2 
п 10045x2 


12. 


13. 


Ов = 870 Intis. 
Va, 7 Vo - Di 
Va, = 9 570 - 870 = 8,700 Soles. 


Rpta. 8,700 Soles. 


Si el valor nominal de una letra, cuyo descuento racional es el 80% del descuento 
comercial, es 1 250 soles, determinar el valor actual racional de dicha letra. 


Solución 
De x Dp 80 
м. SEO 0 ор iere, а 1 
cic vmm made (1) 
5 
Bc = PA Como: М, = 1250-250 = 5D, 
Dg = 250 soles. 
—Dg xDg 
VL => № = 50р Va, = 1250-250 
Da -Dg 
Va, = 1 000 soles. 


Rpta. 1 000 soles. 


VENCIMIENTO COMUN 


Se tienen varias letras a distintos plazos y diferentes valores nominales, pero sujetas, 
todas, a la misma tasa de descuento. Se desean reemplazar por una UNICA letra. El 
plazo (x) de ésta ünica será: 


_ Х№ х tiempo | 4 МЧ + Va, do + М0, 


x 
E Va М, + №, + № 


¿Cuál sería el tiempo de vencimiento de una letra que reemplaza a otras tres cuyos valores 
nominales y tiempo de vencimiento son: 30,000 intis, 20,000 intis y 15,000 intis y 60 días, 
50 días y 20 días respectivamente? 


Solución 
Capital Tiempo Capital x Tiempo  (Simplificando) 
30,000 60 30,000 x 68 = 60x6 
20,000 50 20,000 x 50 = 50 х 4 
15,000 20 15000 x 20 = 20x3 
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Plazo de la única o tiempo de vencimiento: 


60x6+50x4+20x3 
lvencimiento p ERECTO ud 


_ 360+200+60 620 
d 64443 13 


ty = 47.69 = ty = 48 días 


Rpta.: 48 días 


14. Félix posee una letra firmada por S/.5 700 para ser cancelada el 31 de Julio al 2% anual, 
mientras que Ernesto posee una letra de S/.6,300 para ser cancelada el 30 de Setiembre 
del mismo año al 9% anual. Si el 30 de Abril del mismo año Félix y Ernesto intercambian sus 
letras. ¿Cuánto le debe dar uno de ellos al otro para que nadie resulte perjudicado? 


Nota 
Resolver el problema trabajando en meses. 
Solución 
5700x2x3 
Va, = 5700 - ao с S/.5 671.50 
6300x9x5 
Va, = 6 300- Apr. S/.6 063.75 


Saldo: Va, - Va, = S/.392.25 


Rpta.: S/.392.25 


15. Un equipo que cuesta S/.367,500 debe pagarse a lo largo de un año en idénticas cuotas 
mensuales. La persona que adquirió el equipo paga normalmente hasta el 6? mes y al 
término del 7? paga lo restante ¿Cuánto dinero ahorró si el descuento es del 8% ? 


Solución 


Ahorró: D = 0, + D, + D, + D,¿+ 0, 


е, por letra del 8° mes (y así sucesivamente) 


Е 8 3675 8 


— | — |X ———— жез 
12 oye «d ЗЕЕ р с 


D = S/.3 062.50 
Rpta.: S/.3 062.50 


nm 


o es 


16. 


17. 


18. 


Se debe pagar dos letras de igual valor nominal y la 1? debe cancelarse 4 meses antes que 
la 2%, Se pagan ambas al mismo tiempo antes de la fecha de cancelación, descontándose 
la primera al 8% y la segunda al 7% ahorrando el total S/.46,802.50. Si la primera letra fuera 
descontada al 7% y la segunda al 8%, el ahorro total sería S/.47,772.50. Hallar el valor 
nominal de c/u de las letras. 


Solución 
V,x8xt  V_x7(t+4) 


1200 ' 1200 = “e 


Ммых7х1 VW, x8(t+4) 


1200 " 1200 7600 (9) 


4 
E - V, e = = 
(2)-(1): тасу М(8 - 7) = 47,772.50 - 46,802.50 


+. Vp = S/.291,000 
Rpta. 5/.291,000 


Una letra cuyo valor nominal es 72,000 soles fue descontada comercialmente faltando t días 
para el vencimiento. Determinar cuánto se recibió por ella sabiendo que el descuento 
racional a la misma tasa hubiera sido el 9096 del descuento comercial? 


Solución 
9 
: Da =— xD 
Del dato: R ^10 c 
Dc х Б х Dc 

Por fórmula: Ye —3 - 72000 

—X Dc 

10 

Dc - 8,000 

Se recibió : V4 = 72,000 - 8,000 = 64,000 
Rpta. 64,000 


Un comerciante vende un televisor recibiendo una cuota inicial de S/.35,000 y 6 letras 
mensuales de S/.30,000 cada una. Si el banco le compra las letras con un descuento 
comercial del 40% anual. ¿A cómo debería vender el televisor si el pago fuera al contado? 


Solución 
30000 x 40 x 21 


Va = 35,000 + 6 x 30,000 = 100x12 


Rpta. Va = 194,000 
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19. 


20. 


21. 


Un comerciante debe 3 letras a un mismo acreedor: La primera por S/.12,000 que vence el 
20 de Julio, la segunda que vence el 4 de Agosto y la tercera que vence el 18 de Setiembre. 
Siluego reemplaza estas tres letras por una sola de S/.48,000 cuyo valor nominal es la suma 
de los valores nominales de las letras reemplazadas y que vence e 19 de Agosto. Determinar 
la diferencia entre los valores nominales de la segunda y tercera letra. 


Solución 


Escogiendo: 4 Agost. como referencia. 
12 000 20 Julio -15 
х 4 Agos. 0 
y 18 Sep. 45 
48 000 19 Agos. 15 


Por fórmula del vencimiento comün: 


_ 12000x(-15)+0+45y 
48000 


t = 15 


20,000 
16,000 


De donde y 
y х 


Il 


Rpta. Diferencia: 4,000 


Se tiene una letra que ha sido descontada racionalmente 40 meses antes de su vencimiento. 
Hallar el porcentaje de descuento sabiendo que su valor actual es los 5/6 de su valor nominal. 


Solución 
(rem Del enunciado 
6 
T = 40 meses ; БМ Е (1) 
E а (2) 
(1) еп (2): 
№ _Vax40xr д 
Pi e 
Rpta. 6% 


Al comprar un televisor de S/.4'171,000 al crédito, se han firmado 5 letras mensuales, 
cuyos valores nominales se van incrementando en S/.24,000 mensualmente. Halar el 
valor nominal de la última letra suponiendo un descuento comercial del 10% anual. 


MN ap —HE ааай 
> mer: =a 


22. 


23. 


Solución 
-Va, + Va, + Va, + Va, + Va, = 4 171,000 г = 10% 


(М, - Ос,) + (№, - Ос,) +... + (М - Ос,) = 4 171,000 


My 1x1 М„гх2 Мьпх5 


М ——— ++... = 
5W + 24 000(1 +2 +3 + 4) - 1200 + 1200 + 1200 4 171,000 


М х1 (Var +24000)xrx2 


V E E A C 05-2 

5%, + 240,000 1200 + 1200 4 171,000 

5V, Му 1424344 24 2+2 х 3+3 X 4+4 х 5) = 3'931,000 
n^ 2301924 ) + 200 * "(2+ x 3+3 x 4+4 x 5) = 


Va, 39V, 
5M, --g- = 3'931,000 + 8,000; —,7- = 3'939,000 = Vn, = 808,000 


> Va, = Vs + 4(24,000) = 904,000 
Rpta. S/. 904,000 


Cual sería el descuento racional que se obtendría en una letra, cuyo valor nominal es 
S/.1 305 850, descontada al 20% anual por 20 días. Dar como respuesta el valor actual 
racional. 


Solución 
V, x96xt 1305 850x20x20 
Gomes аы 20700 ISO . ау баво 
Ж R = 36000 «96t Dn 7 736 000+20x20 
2. Мадоны = 1 305 850 - 14 350 = S/.1291 500 


Rpta. S/.1 291 500 


En qué fecha debe descontarse una letra de S/.1 800 000, al 20 96 anual, que fue aceptada 
el 21 de setiembre y pagadera a los 50 días, para que se reciba por ésta S/.1 768 000. 


Solución 
М хНхї 
Como: Dc == Dc = 1800 000 - 1 768 000 = 32 000 
deir des 
> De = 200 ODOKGOXt _ 32 000 > t = 32 días faltan para su vencimiento; 


36 000 
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24. 


han transcurrido 50 - 32 = 18 días a partir del 21 de setiembre. 


Rpta. .. Fecha de descuento el 9 de Octubre 


El valor actual racional de una letra es S/.540,000 y su descuento racional es el 90% de su 
descuento comercial. Hallar el valor nominal de dicha letra. 


Solución 
9 
Ов = 90% ; , De -4gDc 

10 

Luego: De = g PR 
Dn x Da 

imss: y СЕЕ а ^7 

Dc - Dg Ds 


Eldatoes Va, = 540,000 
Pero: Va, = № — Dr 
540,000 = 9D > Dg = 60,000 


Vh = Va, + Оһ = 540,000 + 60,000 = 600,000 


Rpta. 600,000 


еј ЩТ 3 PROPUESTOS 
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Sobre descuento comercial y vencimiento común 
(con clave) 


Siuna letra se cancela 4 meses antes del vencimiento se le descuenta el 5%, pero si se paga 
3 meses antes, se obtiene S/.900 de descuento. Hallar el valor nominal. 


a) 20,000 b) 22,000 c) 23,000 d) 24,000 €) 25,000 


Un sefior firma una letra pagadera dentro de 18 meses, pero a los 6 meses la cancela, con 
un descuento del 1296 semestral, si se sabe que si la hubiera pagado el mismo día que la 
firmó se hubiera ahorrado S/.960. Hallar el Vn de la letra. 


a) S/.8,000 b) S/.7,200 c) S/.6,000 d) S/.10,000 e) S/.9,000 


10. 


11. 


En que día de Octubre vencerá una letra que reemplaza a una letra de S/.8,400 que 
vence el 2 de Octubre, una de S/.6,700 que vence el 5 de Setiembre y una de S/.9,600 que 
vence el 13 de Noviembre, sabiendo que el Vn, de esta letra es igual a la suma də los 
Vns de las letras reemplazadas. 


a)6 b) 9 c) 11 d) 12 e) 17 
Se tiene una letra de S/.12,000 que vence el 20 de Set. con una tasa de descuento del 


25% y la otra de S/.12,500 al 3696 de descuento que vence el 20 de Octubre, En que 
día de Agosto dichas letras serán equivalentes? 


a) 11 b) 15 c) 18 d) 21 e) 25 
Se tiene una letra de S/13,000 que vence el 15 de Julio, una de S/.12,000 que vence el 


19 de Agosto, y otra de S/.20,000, si las 3 letras se pueden reemplazar por una de 
45,000 que vence el 24 de Agosto. Hallar en que día de Setiembre vence la tercera letra. 


a) 16 b) 17 c) 14 d) 28 e) 22 
Se tiene una letra de S/.10,000 que vence el 21 de Junio, con una tasa de desc. del 18% 


y se cambia por una letra que vence el 11 de Julio al 2496; el 12 de Abril. Cuál debe ser el 
Vn. de dicha letra si ni se gana ni pierde en dicho cambio. 


a) S/.10,266 b) S/.10,052 c) S/.10,280 d) S/.10,286 e) N.A. 


Hallar el Vn. de una letra pagadera dentro de 200 días con una tasa de descuento del 
6% bimestral, si la diferencia entre su descuento racional y comercial es de S/.400. 

a) S/.3,600 b) S/.16,000 c) S/.18,000 d) S/.8,000 e) S/.12,000 
¿Cuál es el valor nominal de una letra que se vencía dentro de 15 días al descontarla 
comercialmente al 33% anual se ha recibido S/.15,780 ? 

8) S/.16,000 b) S/.16,500 с) S/.17,000 d) S/.18,000 e) S/.20,000 
Se tiene 3 letras: la primera de S/.14,000 que vence el 16 de Octubre, la 2da. de 18,000 


que vence el 21 de Noviembre y la 3ra., de S/.20,000 que vence el 15 de Noviembre, si 
se reemplaza las 3 letras por una sola en que día de noviembre vencería dicha letra? 


a)6 b)9 c) 12 d) 22 e) 18 


La suma, la diferencia y el producto del descuento comercial y el descuento racional de una 
letra están en la relación de 199.5, 0.5 y 9 950. Hallar el valor nominal de la letra. 


a) S/.4,975 b) S/.9,950 c) S/.19,900 d) S/.19,950 e) S/.39,900 


La diferencia entre los valores actuales, comercial y racional de una letra, pagadera en 
5 meses y descontable al 40%, es S/.500. ¿Cuál es su valor nominal? 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


' 
a) S/.21,000 b) S/.32,000 C) S/.42,500 d) S/.60,000 e) S/.32,050 
El descuento comercial de una letra es S/.54,000 y su descuento racional es S/.50,000. 


¿Cuál hubiera sido el valor actual comercial de dicha letra si se hubiera descontado por el 
mismo tiempo pero a doble tasa de descuento? 


a) 650,000 b) 567,000 с) 490,000 d) 725,000 e) 543,000 
Se tiene 3 letras: una de 18,000 que vence el 27 de julio, otra de 24,000 que vence el 11 


de agosto, otra de 30,000 cuya fecha de vencimiento se desea averiguar, sabiendo que 
la fecha de vencimiento de la letra única que reemplaza a las tres es el 6 de agosto. 


a) 15 de agosto b) 13 de agosto C) 5 de agosto 


d) 7 de agosto. e) 8 de agosto 


Se tiene una letra que vence el 2 de marzo de 1980. ¿En qué fecha se descontó dicha letra 
si se recibió un valor actual igual a los 17/18 de su valor nominal? Considerar que el 
porcentaje de descuento fue del 25% anual. 


a)12 Dic. b) 11 Dic. C) 13 Dic. d) 14 Dic. e) 10 Dic. 
Se tiene una letra, al cual se le calcula, para un mismo tiempo y un mismo porcentaje, su 
descuento comercial y racional. Si el descuento comercial y racional es el 2096 del valor 


nominal de la letra ¿Qué porcentaje del valor nominal de dicha letra es el descuento 
comercial? 


a) 22% b) 22.5% с) 25% d) 27% e) 3096 


Juan le debe pagar a Pedro una letra de 60 000 pagadera dentro de 15 meses. Si Juan 
desea reemplazar dicha letra por otra cuya fecha de vencimiento sea dentro de 20 meses 
¿Cuál sería el valor nominal de dicha letra, sabiendo que el porcentaje de descuento es del 
24% anual? 

a) 64,000 b) 65,000 с) 70,000 d) 73,000 e) 75,000 

La diferencia de los descuentos que sufre una letra al 10% y durante 5 años es l/.3 500. 
Entonces el valor nominal más el valor actual es: 


a) 1/.24 500 b) 1/.30 500 c) 1/.28 700 d) 1/.25 400 e) 1/.32 300 


La diferencia entre el descuento comercial y el descuento racional al 1096 que sufriría una 
letra pagadera a los 3 meses es : 40 soles. Deteminar el valor nominal de la letra. 


a) 16 400 b) 164 000 c) 65 600 


d) 656 000 e)Ninguna anterior. 


"AS 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


La suma de los valores nominales de 2 letras es de S/.16,800, habiéndose recibido 16,560 
soles por ambas descontadas al 6%, la primera por 2 meses y la segunda por 3 meses. ¿Cuál 
es el valor de la letra de mayor precio? 


a) 11,000 b) 12,400 c) 13,000 d) 14,000 e) 15,000 


Una letra al ser descontada comercialmente disminuye en 935 soles en su valor nominal. 
Se sabe que el interés que hubiese generado el descuento racional en el tiempo de 
descuento es de S/.85. Hallar el valor nominal de la letra. 


a) 8 500 b) 9 350 c) 9 670 d) 8 850 e) 9 250 


Silarelación entre el descuento racional y el descuento comercial es 3/5. ; Cuál es la relación 
entre el valor actual y el valor nominal del mismo documento? 


a) 1/2 b) 1/3 c) 2/5 d) 3/5 e) 4/5 


Un señor posee una letra pagadera al año y medio, la cual la cancela 8 meses antes, 
descontándose el 4% anual. Si hubiera cancelado al instante habría ahorrado S/.300. Hallar 
el valor nominal de dicha letra. 


a) 9 000 b) 9 600 C) 9 450 d) 10 350 e) 9 750 


Una persona ha depositado S/.39,000 a 40% de Interés simple y al mismo tiempo ha firmado 
una letra por S/.80,000 pagadera a los 2 años. Al cabo de cuantos meses, con sus ahorros 
podrá pagar exactamente el valor de la letra? (Considerar que el porcentaje de desc. fue el 
30% anual.) 


a) 10 b) 15 c) 18 d) 22 e)8 


¿Cuánto tiempofalta para el vencimiento de una letra sabiendo que al descontarla se obtiene 
un valor actual que eslos 23/24 de su valor nominal. Supóngase un descuento del 10% anual. 


a) 150 días b) 180 días C) 100 días d) 80 días e) 90 días 


Se dispone de dos letras, por 36,000 dólares cada una. ¿Cuál es la diferencia de sus valores 
efectivos si hoy se descontaran una y mañana la otra, ambas al 50% anual? 


a) 80 dólares b) 70 dólares C) 60 dólares d) 50 dólares e) 40 dólares 


El valor nominal de una letra es el 60% del valor nominal de otra. Si se descontaran 3 y 5 
meses antes de su vencimiento al 20% trimestral el descuento de la primera sería 
S/.288,000. ¿Cuál sería el descuento de la segunda? 

a) S/.600,000 b) S/.700,000 c) S/.800,000 


d) S/.900 000 e) S/.1'000,000 


28. 


29. 


т - - — M —— o -— 


Una persona que debe 5/.1'800,000 a saldar en tres partes iguales, la primera dentro de З 
meses, la segunda después y la tercera luego de 3 meses de abonar la anterior. Si pagara 
inmediatamente al contar con una tasa de 4095 semestral. ; Cuánto tendría que abonar? 
a) S/.1 160,000 b) S/.1'610,000 с) S/.1'120,000 


d) 5/.1'210,000 e) 5/.1'320,000 


Se tiene 3 pagarés: uno de 2,000 soles que vence el 2 de diciembre, otro de S/.3,000 que 
vence el 1° de febrero del año siguiente y otro de S/.4,000 pagadero el 9 de febrero. Se desea 
reemplazar estos 3 pagarés por uno sólo. ¿Cuál será el día de su vencimiento? 


a) 20 de Enero. b) 21 de Enero. c) 22 de Enero. 


d) 23 de Enero. e) 19 de Enero. 


Se tiene 3 letras: una que vence el 22 de agosto de 1983; otra de S/.90,000 que vence el 
1? de octubre de 1983 y una última de S/.60,000 que vence el 20 de diciembre de 1983. Si 
la letra que las reemplaza a las 3, en vencimiento común, vence el 27 de setiembre de 1983. 
Hallar el valor nominal de la 1ra. letra. 


a) 120,000 b) 100,000 c) 150,000 d) 180,000 e) 160,000 


— : 


————— 


Capitulo 23 


REGLA DE MEZCLA 
O ALIGACION 


—— 


La regla de aligación nos permite resolver los proble- 
mas sobre mezclas. 


Esta regla nace para satisfacer una necesidad emi- 
nentemente comercial y se le atribuye a los Fenicios 
y Cartaginenses su invención. 


Se llama mezcla a la unión de dos o más sustancias 
susceptibles de unirse en proporciones cualquiera 
conservando su propia naturaleza. Cuando la mezcla 
se obtiene fundiendo dos o más metales se denomi- 
na aleación y cualquier fragmento de la pasta de 
metal obtenido en forma de barra se denomina 
lingote. 


Tanto en las mezclas como en las aleaciones, como 
lassustancias mezcladas o metales aleados, conser- 
van su propia naturaleza se deduce el siguiente 
principio: 


"La cantidad de mezcla y el peso de la aleación son 
respectivamente, iguales a la suma de las cantidades 


mezcladas y a los pesos de los metales aleados". 


667 


4 


Este principio es el que sirve para establecer las ecuaciones fundamentales de la llamada 
REGLA DE ALIGACION. 


Definición 


"La regla de mezcla es el procedimiento de cálculo que da a conocer los artificios aritméticos 
utilizados en la resolución de problemas relativos a mezclas y aleaciones". 


Esta regla tiene su fundamentación en el hecho de que en el comercio se acostumbra a 
*mezclar" diversas clases de mercaderías de distintos precios para poder venderla a un 
precio intermedio. 


Precio: Costo de cada unidad de una mercancía. 
Valor: Costo total de la mercancía. 


Se presentan dos casos generales; llamados el problema directo y el problema inverso. 


El problema directo de mezclas 
(Para calcular el precio medio o precio de costo de la mezcla) 


Cuando se mezclan sustancias de precios diversos, en cantidades iguales o desiguales, 
interesa calcular el precio a que resulta la mezcla, es decir el valor de cada unidad de mezcla 
obtenida. Para ello basta calcular el costo de cada cantidad de las que entran en la mezcla, 
y se obtiene así el costo total; por otra parte se tiene la cantidad total de sustancia y el precio 
es el cociente de ambas. 


Por ejemplo, si mezclan: 


120 litros de vino a S/.165 el litro, cuyo importe es: 5/.19 800 
80 litros de vino a S/.150 el litro, cuyo importe es: S/.12 000 
60 litros de vino a S/.135 el litro, cuyo importe es: S/. 8 100 


El importe total es: S/.39 900 


y como el número total de litros es: 120 + 80 + 60 = 260, 
el precio a que resulta cada litro es 39 900 + 260 = S/.153.4... (precio medio que está 
comprendido entre el mayor y menor precio de los ingredientes). 


En general el precio medio o precio de costo, se calcula con la fórmula: 


El problema inverso: 


Permite calcular la proporción en que deben mezclarse sustancias de precios conocidos, 
para que la mezcla resulte a un precio dado comprendido entre ambos. 


Supongamos, para fijar las ideas, que se trata de mezclar vinos de S/.120 y de S/.195, para 
obtener un vino de S/.150. 


1 
Cada litro de vino de S/.195 que entre en la mezcla representa una pérdida de S/.45, y cada 
litro de S/.120 da una ganancia de S/.30 respecto al precio de la mezcla (S/.150). 


Para que se compense la ganancia con la pérdida, es preciso que las cantidades estén en 
la relación 30 .2 es decir, por cada dos litros de vino de S/.195 (que dan una pérdida 
45 3 
de S/.90) deben entrar tres litros de vino de S/.120 (que dan una ganancia igual de S/.90). 
Podemos disponer así: 
Precio Precio medio Diferencias inversas: 


x = cantidad de 195 30 
precio superior рән Td. x 30 2 
150 === 


- 45 3 
y = cantidad de Y 
120 y "e 45 


precio inferior. 


Las cantidades que deben entrar son proporcionales a estos dos nümeros, o sea, 
simplificando, su razón es 2/3. 


Como el razonamiento es general, válido para todos los problemas análogos, resulta la 
siguiente: 


REGLA 


"Las cantidades que deben mezclarse para obtener una mezcla de precio 
prefijado, son inversamente proporcionales a la diferencia entre sus precios y el 


precio intermedio prefijado”. 


De esta regla surge el método práctico llamado aspa simple: 


Aspa simple 


Se aplica cuando intervienen dos ingredientes y se trata de precisar la relación en la que 
intervienen los ingredientes en la mezcla; para ello se traza un aspa, al centro se coloca el 
precio medio en los extremos de la izquierda se colocan los precios de los ingredientes; se 
restan las cantidades que están en la misma diagonal, los resultados obtenidos indican la 
relación en la que intervienen cuyos precios están en la misma horizontal que los valores 
obtenidos en las diferencias anteriores. 


Esquema general del aspa. 


Cantidad de precio superio: x — precio: Ps 


Precio medio: ---------- Pm 


/ 
/ 


Cantidad de precio inferior: y -› precio: Pi 


Nota х 
La relación que se obtiene en el aspa, no se altera si a todos los precios se les Еі [uim 
muliiplicao divide porunmismonümero y s ^ "m 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE REGLA DE MEZCLA O ALIGACION 
i. Mezclas simples 


Ie] T3880 Previas 
La fórmula de mezcla inversa (aspa) se ha deducido cuando en la mezcla 


intervienen dos ingredientes; si intervienen más de dos ingredientes, el aspa se 
aplicará más de una vez. 


Para que un problema sobre mezcla (inverso) sea determinado, se debe poder 
calcular la relación en la que los ingredientes intervienen en la mezcla, en caso 
contrario el problema sería indeterminado. 

Todos los problemas sobre mezclas se pueden resolver con la fórmula (1). 


1.  Hallar el precio medio de una mezcla donde intervienen dos sustancias cuyos precios son 
S/.212 y S/.424 el kilogramo respectivamente; sabiendo que la cantidad del segundo 
ingrediente es igual al 6% del primer ingrediente. 


Solución 


Por datos se deduce que por cada 100 kilogramos de la primera sustancia intervienen 6 
kilogramos de la segunda. 


Costo total de la mezcla 


cone Remito. Número de unidades de la mezcla 
m d 100(212) + 6(424) p 
recio medio =—— 400 6 0046 = 


Rpta. :. Precio medio : 5/.224 


2. Se mezcla 30kg. de arroz de S/.1,200 el kilo соп 40kg. de arroz de S/.1,480 el kilo. ¿A cómo 
hay que vender un kilo de mezcla para ganar un 10% del costo? 


Solución 
Pc = E 1360 como P,- P, + Ganancia 
Ganancia = 10 % de 1360 = S/. 136 
Py = 1360 + 136 
Py = 1496 
Rpta. 1 496 


3. Se mezclan dos tipos de vino en volúmenes que sean como З es a 2 y luego se vende con 
20% de ganancia, se obtendría lo mismo si lo mezclaremos en proporción de 2 a 3 y lo 
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ГА 
vendiéramos con 30% de ganancia. Hallar la relación de los precios de las dos clases de 
vino. 


Solución 
B. YES los precios 
120%| ЗР, "n 2Po ) e sos 28 + ЗР, 
B. 
Р» 2 
Rpta. 3a2 


En un mezcla de dos sustancias A y B, se encontró que sus volümenes eran como 3 es a 
5. Siendo 3 la densidad de la mezcla. Hallar la densidad de la sustancia A, si ambos pesan 


iguales. 


Solución 
Del enunciado: d S 
А _ E Р 44-3 5 
B 
Por dato: W,-W,; 3d,-5d,; d,-4 
Rpta. d,-4 


Se realiza una mezcla de N litros de vinos de S/.30, S/.40 y S/.52 el litro. Si la cantidad que 
existe del primer ingrediente es el 5096 del que existe en el segundo ingrediente y lo que 
hay de este es igual al 25% de la cantidad del tercer ingrediente. ¿A cómo debe venderse 
el litro de mezcla para obtener una ganancia del 2096 del precio de venta? 


Solución 
Cantidad Precio 
Del enunciado: X S/. 30 
M SJ. 41 
7. SJ. 52 
X 1 MN. | 
- ©, . — m e — = — 
G = 20% Ру Por dato: v 2 74 
X. Y Z 
i 2 
1 4 ж? 
m2 WB 
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. 80-82-4416 80 
T = 48 =100 РУ: Ру = 5/. 60 


Rpta. Cada litro se debe vender a S/. 60 


Pm 


6. Se mezclan cantidades (que son números enteros) de vino de S/.680 y S/.750 el litro en una 
relación de 2 es a x respectivamente. Se vende la mezcla perdiendo el 5% a 693.50 el litro. 
Si del primer vino (de S/.680 el litro) se mezcla 40lts. ¿Qué cantidad entra del otro?. 


Solución 


2(680) 
x(750) 


S/. 1 360 
S/. 750x 


1360+750x 
[eb MÀ 
24x 


95% Pm = S/. 693.50 


mo: 


95 ( 1360 + 750x 


100 2+x 


100 )- 693.50 


2(69350)-95(1360) 9500 
x 7 95(750) 69350 1900 ^? 


Relación: 2:5 


5 
De S/.680 el litro entra: 2 40 = 100 ts. 


Rpta. Entra 100 Its. 


7. Se ha mezclado 2 tipos de arroz de S/.77 y S/.85 el kilo y se obtuvo 45 toneladas de arroz 
que valen 3 millones 600 mil soles. ¿Cuánto cuesta todo el arroz de S/.77 el kilo que se ha 


mezclado? 
Solución 
X — 85 a Aut E 
80 
5 
Y Ro p 5 Y = 2 x45 Ton. 


Todo el arroz de S/.77 vale: - 


5 
(а) 1000х 77 = 2'165,625 
Rpta. Cuesta 5/. 2'165,625 
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8. 


10. 


Un comerciante tiene vinos de S/.55 y S/.37 It. y los mezcla de tal forma que por 11 partes 
del 1ro. pone 13 partes del 2do. ¿A cómo debe vender el litro si quiere ganar el 40%? 


Solución 


ler. vino: 11V - 


2do. vino: 13V y 
11V x554 13V x 37 

io 2—————————————z 45.2 

Precio 24V 5.25 


Como ganar el 4096 
P venta = 140% (45.25) = 63.35 


Rpta. S/. 63.35 


Se mezclan dos tipos de vino en volúmenes que sean como 3 es a 2 y luego se vende con 


"20% de ganancia, se obtendría lo mismo si lo mezclaremos en proporción de 2 a З y lo 


venderíamos con 30% de ganancia. Hallar la relación de los precios de las dos clases de 
vino. E 


Solución 

P yii. los precios 
120% (ЗР, 129) - 130% (2P, + ЗР») 
вз 
P 2 

Rpta. 3a2 


De una mezcla de tres clases de maíz: 20 kilos de maíz de S/.142.50 el kilo con maíz de S/ 
.145 el kilo y 50 kilos de maíz de S/.140 el kilo se sabe que se ganó el 7% vendiendo el kilo 
de mezcla a S/.151.94. ¿Cuántos kilos de maíz de S/.145 el kilo hay en la mezcla ? 


Solución 
17.20 14250 sz: 521850 
2? a х 145 = 145а 
3° 50 x 140 - 7000 

, 9850-4 145a 

CUN. 

107 

Por dato: тоот = 151.94, de donde: 


107 (9 850) + 145 a) = 15 194 (70 + a) 
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12. 


13. 
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107 х 9850 — 15194х70 


а = 15194107 х145 


Rpta. а = 30 kilos 


Un comerciante mezcla 2 tipos de trigo de 80 y 50 soles el kilo, poniendo 15kgs. más de un 
tipo que del otro vende todo a 70 soles el kilo y de esta forma gana 8 soles por kilo. Hallar 
cual es la ganancia de vender todo el trigo. 


Solución 


Precio ped. = 70-8 = 62 
P - 1? trigo 
P+15 - 2? trigo 


_ 80P+50(P +15) 


62 = P=30 
2P+15 


Rpta. Ganancia = 8x (60 + 15) = S/.600 


Se tiene papa de S/.54.75 el kilo y papa de S/.50.75 el kilo. Si de una de ellas se tiene 90 
kilos más que de la otra, ¿Cuántos kilos de mezcla se obtienen a un precio medio de S/.52 
el kilo? 


Solución 
А Pes 2f 
X- 2 
Ү 11 
К” | Ep 275 > 11 
X+Y 5+11 Ёа hor 90x 8 
TY TN 


Rpta. x+y = 240 kilos 


Un comerciante compra 36 litros de un tipo de vino y 24 litros de otro, y paga S/.4,320 en 
total. Hallar a cuanto debe vender el litro de la mezcla si al final quiere ganar S/.780. 


Solución 
24 + 36 = 60 litros 
precio prom. = 4 320/60 = 5/72 К. 
si gana S/.780 = en cada litro gana 780 + 60 = S/. 13 
debe vender el Н. a 72 + 13 = 5/.85. 
Rpta. 5/.85. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Uncomerciante tiene 2 tipos de arroz de 30 y 40 soles el kilo. Si se malogra 10 kilos del 2do. 
entonces el precio medio de la mezcla sería 32 soles y para no perder tendría que vender 
el resto a S/.40 el kilo. ¿Hallar cuántos kilos de arroz de S/.40/kilo había en la mezcla? 


Solución 

х = arroz del iro. y = arroz del 2do. 

Dinero = 30x + 40y (x + (y - 10)) 

x = 40 kg. 
Pero: 

30x40 + 40(y - 10) 

32 -— 4099-390) ` - y - 10 - 10kg. 

Rpta. 20kg. 


Se tiene 100 litros de vino de S/.81 it. Si se desea obtener 180 Its. de vino de S/.75.00 
agregando vino de S/.90 y S/.60 el litro. ¿Cuántos litros de vino de S/.90 se tiene que añadir? 


Solución 


V : volumen de 90 soles 


81x1004- 90x V + 60(80 - V) 275 
180 


Rpta. V = 20 ts. 


¿Cuánto debe costar el litro de vino si se pretende ganar el 15% de la venta de una mezcla 
de vino de 4 calidades: 200, 350, 250 y 400 galones de vino de S/.200, S/.350, S/.250 y 
S/.400 el litro respectivamente? 


Solución 


_ 2002 +3502 +25024002 385000 


р... = ©» A CI „ = S/. 320.83 
9?" 20043504 2504 400 1200 


Рут = Pem +15% Pym => 85% Pym = Р, 


100 
Pym = gg (820.83) = S/.377,45 
Rpta. S/.377.45 


Se mezclo 3 toneladas de papa de S/.42 el kilo con 13 toneladas de una mezcla de papa de 
S/.40 con papa de S/.45. Si el precio medio de la mezcla es de S/.41 el kilo. ¿Cuántas 
toneladas más de papa de menor calidad que de papa de mayor calidad había en aquella 
mezcla? 
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Solución 
40 13 40 4>4x 
42 JE 45 1-х 


Pordalto: 35 4х 3х = 13 > x=2 


Luego hay papa de: 
S/.40 kilo > 3+4(2) = 11 
sl eu 
S/:45 kilo > 2 
Rpta. 9 
PROBLEMAS RESUELTOS 


ii. Mezclas con grado de alcohólico. 


обѕегмасіопез Previas 


Debemos recordar que el grado o porcentaje alcohólico actáa como el precio en 
los problemas sobre mezclas. 


Grado alcohólico 

ó 
Porcentaje alcohólico 
Densidad: Es la relación existente entre masa y volumen 


Masa _ M 
Volumen V 


cantidad de alcohol puro 


— ———————————————— O, 
= "cantidad de la mezcla ^ 100% 


Así: D= 


Densidad media = 08: densidad de la mezcla resultante: 


DV, + 0% + 


Dn = 


1. бе mezclan volúmenes de alcohol de 60”, 30" y 40° obteniéndose un volumen de alcohol 
de 37.5”. Si se sabe que el volumen de alcohol de 37.5”. Si se sabe que el volumen del alcohol 
de 60" eslatercera parte del volumen del alcohol de 40”. Hallar que % representa el volumen 
del alcohol de 30° del volumen total de la mezcla. 


Solución 
Volumen total : V Volumen de alcohol de 40° : Зх 
Volumen de alcohol de 60” : x Volumen de alcohol de 30” : (V - 4x) 


Aplicando la fórmula de grado alcohólico: 


37.5 = 50(x)+40(8x) + 30(v -4x) 
у 
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--——- amr -*-e ow 


^o - 


x = 12,5% V 
-. Volumen de alcohol de 30°: V - 4(12,5% V) = V - 50%V = 50% 


Rpta. 50% 


¿Cuál es el grado alcohólico de una mezcla de alcohol puro de S/.300 el litro con alcohol de 
90? de S/.250 el litro, la cual tiene un precio medio de S/.270 el litro? 


Solución 
V, 300 e. — 2 
„ 3 D ii кж у 2 
270 EA —` 
V2 3 
V, вр — T 
, _2(1009)+3(90%) 470 _ oyo 
d 243 
Rpta. 94? 


¿Cuál es la densidad en gr/cm? de una mezcla alcohólica de 90? si se sabe que 1 y 1.25 gr/ 
cm? son las densidades del agua y del alcohol puro respectivamente. 


Solución 
V, 100? 90° > 9 

Am WU V4 9 

90? E 4587 
у, 0° Ve ls 10? > 1 
.9(125)« 1) _ Ж 
m 941 

Rpta. 1.225 


Setiene alcohol de 25°. Si se le extrae la mitad de la cantidad de agua que tiene. ¿De cuántos 
grados es la nueva mezcla? 


Solución 


Del enunciado: 


25 alcohol condiciones 
75 agua iniciales 
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25 alcohol } condiciones 


37.5 agua finales 


g = 2 x100=40% 
62,5 


Rpta. 40% 


Se mezcla alcohol puro con un volumen de agua, si se obtuvo una mezcla de densidad 0.9. 
¿Cuál es el porcentaje en peso del alcohol puro en la mezcla? 


NOTA: (d Alcohol puro = 0.78) 


Solución 
(d) = densidad (V) = velocidad (W) = peso 
0.78 0.1 13 
ES 0.9 а 
1 TÉ a 0.12 20 
ЕЧ 


13 
— = ©, 
Rpta. 33 x 100 = 39.39% 


¿Qué cantidad de alcohol puro habrá que mezclarse con 40 litros de alcohol de 60? y agua 
para obtenerse 200 litros de alcohol de 70°? 
Solución 


Cantidad de alcohol puro х grado : 100 


40 It. —— grado : 60 


y = 200 - (40 + х) Itagua : 0° 


zo . 190x*40(60) +0 
F 200 


Rpta. x = 116 litros. - 


Se tiene 40 Its. de alcohol de 60° y 50 Its. de 80°, se mezclan los dos volúmenes y se añade 
cierta cantidad de agua resultando en la mezcla que los volúmenes de alcohol y agua son 
como 16 es a 11. Hallar cuántos litros de agua hay que agregar. 


— ey ——— - —— 


10. 


Solución 
V : velumen del agua. 


alcohol__ 40x0,6450x0,8 16 
agua 40x0,4+50x0,2+V 11 


Rpta. V = 18 tts. 


Se mezclan volúmenes de alcohol de 60°, 30? y 40° obteniéndose un volumen de alcohol 
de 37.5*. Si se sabe que el volumen del alcohol de 60? es la tercera parte del volumen del 
alcohol de 40*. Hallar que 96 representa el volumen del alcohol de 30? del volumen total de 


la mezcla. 


Solución 
У : volumen 
X = vol 60? ; 3x = volumen 40? 
(v-4x)30?460? x + 40%-3x _ 37.5? 
v 
X = 12.5%de V .. ElV de 30° es el 50% 
Rpta. 50% 


¿Cuántos litros de Alcohol puro se debe agregar a 40 litros de alcohol de 70° para obtener 
alcohol de 80°. 


Solución 
x 100% 
40 70 
100x +70 
ВО 2—————.40 = 
40-4 x Шш za 
Rpta. 20 


Hallar que volumen de alcohol de 95? se debe agregar a una mezcla de 40 litros de 80^, para 
convertirlo en alcohol de 89°. Dar la respuesta en decalitros. 


Solución 
89 — 40x0,8+vx0,95 
100 40+v 


Rpta. V = 60lts. = 6 Decalitros. 
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12. 


13. 
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¿Cuánto de agua habrá que añadir a una mezcla de 120 cc. de alcohol de 75? para que la 
proporción de mezcla de alcohol y agua se invierta? 


Solución 
120 cc. => ww € 25 э 1 
25s 
x > 0° aT 2 10 > 2 
1 120 сс. 
2 х 
Rpta. x = 240 cc. 


Con alcohol de 60°, 15? y 18? se quiere obtener 60 litros de alcohol de 31.5”. Si en la mezcla 
han de entrar 20 litros de 60°. ¿Cuántos litros habrá que poner de los otros ingredientes? 
Dar como respuesta uno de ellos. 


Solución 

Alcohol де 60% : 20 lts. 

Alcohol de 15? : xit. 

Alcohol de 18° : 60-(20+x) = (40 -) и. 
Grado medio : 31,5. 


60(20) + 15x +18(40- x) 


eR e 60 


Rpta. x = 10 65. 


¿Qué parte del volumen de alcohol debe ser de agua en una mezcla de alcohol con agua 
de 80? de grado alcohólico si las densidades del alcohol y agua son 1.25 y 1gr/cm? 
respectivamente. 


Solución 


Peso 


Volumen de alcohol = ————— > Peso de alcohol = Volumen x densidad. 
Densidad 


Peso de alcohol = 80 х 1,25 = 100 gr. 
Peso de agua = 20x1 = 20 gr. 
Vagua 20 


1 
Valcohol 80 4 


1 
Rpta. E 


a a sn A i PEE 


cm Mom emea „ж ¿A Аа 


NELLE) 


E [d:1e)=1H2 I PROPUESTOS 


1. 


Si se mezclan x kilos de arroz de S/.(x - 1) el kilo con x kilos de arroz de S/.(x + 1) el kilo, 
el precio de 1 kilo de la mezcla resulta S/.60. Si se mezclase el doble de la cantidad inicial 
del ier. arroz con el triple de la cantidad inicial del 2do. arroz. ¿Cuál sería el precio de 
un kilo de dicha mezcla? 


a)S/60 Ы) 5165 о) 5/.60.20 d) S/.62.50 e) S/.59.80 


Si se mezclan dos tipos de arroz en pesos proporcionales como 3 es a 4 y se vende con el 
25% de ganancia se obtiene el mismo precio por kilo que si se hubiera mezclado en 
proporciones de 2 a 5 y vendido con una ganancia del 35%. Hallar la relación de precios entre 
los tipos de arroz. 


aj5a3 b)4a5 c)3a4 d)5a7 e) N.A. 


Se tiene frejoles de S/.125 y S/.138/kg., cuántos kilos del segundo tipo de frejol se debe 
usar para obtener 325 kilos de frejoles de S/.131/kilo? 


a) 175 b) 200 c) 150 d) 125 e) 160 


Se mezcla alcohol de 55? y 76? con alcohol puro, obteniéndose 120 Its. de alcohol de 73°. 
Hallar cuantos litros de alcohol puro utilizó, sabiendo que los volümenes de alcohol de 55? 
y 76? están en proporción como 2 es a 3 respectivamente. 


a) 24 b) 18 c) 25 d) 20 e) 30 


El azúcar de S/.64 el kilo resultó de la mezcla de azúcar de S/.61.50 y de azúcar de S/.65.50 
el kilo. Si se emplearon en total 40 toneladas de azúcar en la mezcla. ¿Qué clase de azúcar, 
la más cara o la más barata, se empleó en mayor cantidad y decir cuántas toneladas 
más se empleó? 


a) 8tn. de la más cara. 

b) 12tn. de la más barata. 
с) 10tn. de la más cara. 
d) 10tn. de la más barata. 
e) 12tn. de la más cara. 


Se ha mezclado 2 tipos de arroz de S/.77 y S/.85 el kilo y se obtuvo 45 toneladas de arroz 
que valen 3 millones 600 mil soles. ¿Cuánto cuesta todo el arroz de S/.77 el kilo que se ha 
mezclado? 


a) 5/.2'651,625 b) S/2165,625 с) S/.1'498,375 d) 5/.1.434,735 e) S/.948,375 


Se mezclan cantidades (que son nümeros enteros) de vino de S/.680 y S/.750 el litro en una 
relación de 2 es a x respectivamente. Se vende la mezcla perdiendo el 5% a 693.50 el litro. 
Si del primer vino (de S/.680 el litro) se mezcla 40lts. Que cantidad entra del otro. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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a) 100 b) 120 c) 140 d) 180 e) 200 


Si se quiere ganar S/.440 en la venta de 80 kilos de arroz formados al mezclar 20 kilos de 
arroz de S/.40/kg. con 40 kls. de arroz de S/.37/kg. y el resto de arroz de S/.44/kg. ¿A 
como debe vender el kilo de la mezcla? 


a) S/.44  b)S/45  c)S/435 d)S/425 e)S/45.5 


¿Cuántos litros de vino de S/.12 el litro hay que mezclar con 30 litros de vino de S/.6 el litro 
y 45 litros de vino de S/.18 el litro para obtener vino de 13 soles el litro? 


a) 25 b) 15 c) 35 d) 20 e) N.A. 


Se mezclan vinos de S/.220 y S/.250/lt. obteniéndose 420 Its. de vino S/.290/It. en donde соп 
dicho precio se gana el 2596 del precio de costo. Hallar cuántos litros del 2do. tipo de vino 
se utilizó. 


a) 168 b) 200 c) 220 d) 252 e) 300 


Se mezcla salmuera de S/.12/It. con 18 lts. de S/.9/It. y 15 Its. de agua. ¿Qué cantidad se 
debe emplear de la primera para que la mezcla valga 5/.12.30 cada 2 litros. 


a) 3 b)5 c)7 d)9 e) 11 


Se tiene cierto tipo de alcohol y se sabe que si se le agregara 30 litros de alcohol puro 
aumentaría en 9? y si en vez se le agregara 90 Its. de agua, la mezcla bajaría en 32°. Hallar 
el volumen del alcohol mencionado. 


а) 70 Ы) 758и  c)60lt. вон — e)90lt 


Se mezcló leche de S/.40 el litro con leche de S/.48 el litro. Se vendió ganando el 20% ; 
obteniéndose S/.2,592 en 50 litros de mezcla. ¿Cuántos litros menos de leche más cara que 
de leche más barata se utilizó en la mezcla? 


a) 30 b) 10 c) 15 d) 20 e) 25 


¿Cuál es la densidad en gr/cm? de una mezcla alcohólica de 90? si se sabe que 1 y 1.25 gr/ 
cm? son las densidades del agua y del alcohol puro respectivamente. 


а) 1,225 Ы) 1.350  c)1.250  d)1.245 е) 1.240 


Se mezclan 2 tipos de vino en volümenes que sean como 3 es a 2 y luego se vende con 20% 
de ganancia. Se obtendría lo mismo si lo mezclaremos en proporción de 2 a 3 y lo vendiera 
con 3096 de ganancia. Hallar la relación de los precios de las dos clases de vino. 


a)3a2 b)3a4 c)5a4 d)2a1 e) 13a 12 


$ 
чу? вы AO mmm E 5 — 


тает 


16. Semezclan volúmenes de alcohol de 60? у 40? obteniéndose un volumen de alcohol de 37.5?. 
Sise sabe que el volumen del alcohol de 60? es la 3ra. parte del volumen de 40. Hallar, que 
96 representa el volumen de alcohol de 30? del volumen total de la mezcla. 


а) 60% Ы) 40% с) 50% 4) 37.5% е) 62.5% 


17. Se mezclan alcohol de 40°, y 64? con agua, obteniéndose 160 litros de alcohol de 32°. Si los 
volümenes de alcohol de 64? y agua son como 3 es a 5, hallar cuántos litros de alcohol de 
40? se utilizó. 


—— 


a) 35 b) 40 c) 60 d) 75 e) 80 


18. Producir un kilo de galletas cuesta S/.300, embolsarlo S/.50 y transportarlo S/.20. En el 
embolsado se pierde el 10% y en el transporte se pierde 5%. ¿Cuál debe ser el precio de 
venta del kilo de galletas si la utilidad debe ser el 2596 del costo (Redondee decimales) 


a) 528 b) 529 c) 530 d) 531 e) 421 


i 
19. ¿Qué porcentaje se ganó al vender una mezcla de tres tipos de café: 50 kilos de café de | 
5/.420 el kilo, 60 kilos de café de S/.430 el kilo y 20 kilos de café de S/.480 el kilo, si en | 
total se obtuvo S/.63,732? 
е 


а) 12% Ы) 10% с) 11% 9) 135 е) 15% 


ы эз M |] 
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Capitulo 24 


ALEACION 


ж 


RI 5 
А 


EL LABORATORIO DE UN ALQUIMISTA. Los alqui- 
mistas medievales, considerados como los precurso- 
res de los quimicos actuales, creyeron que era posi- 
ble convertir un elemento en otro . En su vano esfuer- 
zo de convertir el plomo en oro trabajaron con toda 
clase de materiales y emplearon procedimientos 
tales como la destilación, rectificacion, sublimación, 
calcinación y descubrieron algunos elementos. 


Toda mezcla en la cual los ingredientes son 
metales se llama aleación. 


Estudiaremos las aleaciones donde interven- 
gan metales preciosos: oro, plata, platino, ..., 
fundidos con metales vastos u ordinarios como: 
cobre, niquel, .... etc. 


Ley de una aleación 


Se llama así a la relación (cociente) que existe 
entre el peso del metal fino puro con el peso 
total de la aleación. Si: 

L = ley 

peso del metal fino puro. 

peso total de la aleación, se tienen las 
siguientes fórmulas: 


F 
P 


generalmente la ley se expresa en milésimos. 
Así cuardo se dice que una medalla es de 
plata 8& milésimos fino, nos indica que de 
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cada 1000 partes iguales, 800 son de plata pura y las 200 partes restantes son de liga, 
metal vasto u ordinario. 


La ley de una aleación es adimensional, pues resulta solamente un nümero. 
Laley de una aleación es menor o igual a 1 (Sólo será igual a uno cuando el peso del metal 
fino puro sea igual al peso total de la aleación. 


Ley de Kilates 


La ley sobre todo del oro, suele expresarse en kilates. En este caso, cada kilate representa 
1/24 del peso total. Así, si una sortija de oro es de 18 kilates, significa que del peso total la 
sortija 18/24 son de oro puro y 6/24 son de liga. 

Ley en kilates, para expresarla en milésimos, basta con dividir el nümero de kilates entre 24. 


. № de Kilates 
Е 24 


L 


Se presentan como en las mezclas simples, el problema directo y el problema inverso. 


Problema directo de aleaciones 


Problema análogo se presenta en las aleaciones de metales. El oro, el platino y la plata se 
usan aleados con estaño, cobre, etc., y se llama ley de esta aleación a la cantidad de metal 
fino que contiene cada unidad de peso. Decir que la /ey es 900 milésimos o sea 0,900 es 
lo mismo que decir: cada kg. contiene 900 gramos de metal fino. 

La ley de una aleación se calcula como indica este ejemplo: 


. Ejemplo 
Cuando la ley de una aleación obtenida fundiendo 4 kg. de oro cuya ley es de 0,850, con 3 
kg. cuya ley es de 0,900. 


La cantidad de oro puro total es: 4x0,850 = 3,400 
3x0,900 - 2,700 
6,100 kg. 


y como el peso de la aleación obtenida es 7 kg., su ley es de 6,100: 7 = 0,871 


Fórmula: 


Peso del metal fino puro 


ley = 5 
Peso total de la aleación 


El problema inverso 


Se puede aplicar la misma fórmula de mezcla inversa o el método del aspa, sólo que en vez 
de trabajar con precios, aquí se trabaja con leyes. 
L, = ley superior Ln = ley media L, = ley inferior, además: 


X = peso de ley superior ; Y = peso de ley inferior. 
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Relación de pesos: 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE ALEACION 
Observaclones Previas 


Al aplicar el método del aspa, conviene recordar que sólo tienen ley las 
aleaciones que contengan metal precioso. 


Si el metal es no precioso (vasto, ordinario, liga) su ley es cero. 
Si multiplicamos las leyes que intervienen en un problema, por un mismo 
nümero, el resultado a determinar, no varía. 


Se tiene 40, 40 y x gramos de oro de 12k., 15k. y 16k. Hallar x si se obtiene al alear los 3 
pesos de oro, una aleación de 14k. 


Solución 


40 x 12 + 40 x 15 + x.16 
80 + x 


m = 
Rpta. x = 20 gr. 


Un metal fino A y un metal de liga B tienen 19.5 y 18.5 de peso específico respectivamente. 
¿Cuál será la ley de una aleación de los metales A y B que tengan 19.2 de peso específico? 


Solución 


Nota: Los pesos específicos actuan como ley, al aplicar el método del aspa se encontrará, 
relación entre volúmenes. 


W.: peso de A V,: 19.5 0.7 
AP A Dez Ma 47 = Жан. POB _ „486 
Wa:pesodeB У, : 18.5 oap at mp. ME” Е NS 
Сото: Peso = volumen x densidad 
Wa 455 91 


He = = — = 0.711 
Wa + Wa 455 + 185 128 


Rpta. L = 0.711 
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Se tiene 56 gramos de oro de 0.93 de ley y se desea mejorar ésta en 0.03 mezclándola 
con oro puro. Al final de este proceso. ¿Cuántos gramos de mezcla se tendrá? 


a) 98 b) 78 c) 89 d) 108 e) 79 
Solución 
Peso: Ley: 
Xgr. 1.00 0.03 > (3) 
~os 


56 gr. 09837 0.04 > (4) 


3 
— = — x = 42gr. 
4 2: 9 


La mezcla pesará = 42 + 56 = 98gr. 


Rpta.: A 


Las leyes de 3 lingotes de plata son: 0.9; 0.8 y 0.72. Si se fundieran el primero y el segundo 
se obtendría un lingote de 0.84 de ley y si se fundieran el segundo y el tercero se obtendría 
un lingote de 0.77 de ley. 

Deteminar el peso del segundo lingote si se sabe que la suma de los pesos de los 3 lingotes 
es: 10.2 kg. 


Solución 
1°) „ч - 2 42 ? 2 
84 m UU 3 
222200 SS ad 
29) 80 6 3 
2°) a A 5 L pene: 
77 g — 03 
> A 
- 72 3 


Los pesos son como : 


1) 2 > 10 x 03 = 3kg. 


2) З > 15 x O3 = 4.5 kg. 

3? e E 0.3 = 2.7k 

) 5 ә 34 х = 2.7 К9. 
10.2 


Lil O d е ричи ИДАРА 


A T оь мобшаой ранага a 
иши” тн. má" Уй, мырды с” ы ыы 1 hi dil. lim coc ccc am E. a A 


Determinar el nümero de kilates de una sortija de oro y cobre que pesa en el aire 24 gramos 
y sumergida en agua pesa sólo 22.5 gramos. 

(Peso específico del oro: 19.5 y peso especifico del cobre: 9) 

Solución 

Por principio de Arquímides: 


Empuje = 24-22.5 = 1.59г. = 1gr/cm? x V orie V = volumen. 


У. = 1.5 ст? a 
24 
Pa EC z6 
Por regla del aspa: 

oro: 19.5 7 (2)x195 > (13) 
OF A 
Е 6 э. 

cobre : 9 3.5 (1)х 9 > (3) 


13 
ley = 16 


13 
# de kilates: 16 x 24 = 19.5 kilates. 


Rpta. # kilates = 19.5 


Se tiene 2 lingotes: "x" gr. de uno de ellos de ley "I," e “y” gr. del otro de "I" de ley. ¿Cuál es 
la ley de la aleación de los lingotes si se sabe que "x" es a "y" como "I," es a "I,"? 


Solución 
xl, + у 
ly = 1222 
х+у 
х lo 
Pero: Tote ue 
y h 
x A 
A 4 M tb o vh*b 25 * 2l. b 
m 5 uw [Ж] kh +b ho do 
1 
21; I 
Apta. |, = 2 
h + b 
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0.96, 0.94 y 0.93 son las leyes de tres aleaciones de oro que se fundirán para formar otra 
de 0.95 ley. Se utilizaron 260gr. de la 1? y el peso de la 2° es al dela 3? como 5es a 4. ¿Cuánto 
pesará la aleación final? 


Solución 


Como son 2 mezclas: 


0.96 0.01— 1 — 5x 
мұ" WC 

0.94 0.01—1 > (5x) 

0.96 0.02 — 2 — 8x datos 
D E 


0.93 0.01 — 1 > (4x) 
13x 250 ^x = 20 
W, = 5х + 5x + 8x + 4х = 22(20) 


Rpta. W, = 440gr. 


Se mezcla inicialmente plata de 0.99 de ley con aluminio en proporciones en peso de 2 es 
a 3. ¿Cuánto debe aumentarse respecto de la cantidad inicial el aluminio a fundir para 
obtener una ley, 5/7 ta ley inicial. 


Solución 


Sea x la proporción pedida: 


| = (0.99)(2) + (0)(3) -2 (0.99) 


2 


i = Ši = 2(ggg = (9:99) (2) + (0) (3x) 
T'Y 


2 +3x 
^ 5 
De aquí: 7 = 2+3х > „Жы 


5 
Rpta. Debe aumentarse 3 


Una sefiora deja donde un joyero su anillo de 16 kilates y le encarga que lo funda y le haga 
una pulsera de 18 kilates. El joyero hace sus cálculos y le responde que empleará 20 gr. de 
oro puro adicional. ; Cuánto pesa el anillo? 


10. 


11. 


Solución 


Sea x el peso del anillo. Podemos establecer: 
16 24 
(2) 1 a (2) 18 16x +20(24) 
ETE XI ә NN = 18 
х + 20 24 x + 20 
20(24 - 18) = (18- 16)х = х = 60gr. 
Rpta. 60 gr. 


¿Cuál es el peso específico de una aleación de oro con cobre de 19.3 y 9 de peso específico 
respectivamente, si la ley de la aleación es 0.76? 


Solución 
Pesos: 
W,21 0.76 
E ac 
Da 
№, э 0 0.24 
Р М+М _ 0.76 + 0.24 ж 1 DA 
"^ M+ 076 , 0.24 0.04 + 0.03 : 


19.3 9 


Rpta. Peso específico resultante P = 15.1 


Se funden 2 lingotes : el primero tiene 300 gr. de oro puro y de ley 0.375, el segundo de ley 
0.25. Hallar la cantidad de oro puro que hay en este último lingote si la ley del lingote 
resultante es de 0.35. 


Solución 


Primer lingote: 


- F 
fino puro : F = 300 gr. P= T 

ley i т, -— 300 . "S 
Peso total : eue = 0,375 = gr. 


Segundo lingote: 


ley = 0,250 x = 800 375 100 > 4 


fino puro = ? y 250 25 >1 
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12. 


E = Boo H > у = 2009г. peso total del 2? lingote 


-. Cantidad de fino puro del 2? lingote: 
F2 0,250x200 - 50 gramos 


Rpta. 50 gramos 


Se hace una aleación con 2 barras de plata de 18kg. y 0.820 de Ley y 12kg. y 0.720 de Ley. 
Encontrar la Ley de una tercera barra sabiendo que tiene 9 kgrs. de plata y que al ligarse 
con la aleación anterior da una barra de 0.675 de Ley. 


Solución 


En la primera aleación: 
Total de fino puro: 18(0,82) + 12(0,72) = 23,40 kg. 
Peso total: 18 + 12 = 30 kg. 


En la nueva aleación: 
Total fino puro: 23,40 + 9 = 32,40 kg. 
Peso total: 30 + x (x = peso total de la tercera barra) 


— 675(30 +x) = 32 400 


X 


18 kg. 


9 
. ley de la tercera barra: jacet 0,500 


Rpta. 0,500 


ALGUNOS PROBLEMAS SOBRE EL PRINCIPIO DE ARQUIMEDES 


Оһрзегуасїопе5 Previas | 
(327 8 


El principio de Arquímedes: Arquímedes fue uno de los más significativos 
físicos matemáticos de la antigúedad. Su famoso principio: “Un sólido 
sumergido en un fíquido recibe un empuje vertical hacia arriba igual al peso 
del volumen de líquido que desaloja”; no sólo permite explicar el porque de 
la flotabilidad de ciertos cuerpos, como buques construidos de materiales más 


densos que el agua, sino que su aplicación ha sido básica en todo el campo de 
la hidrostática. 

Utilizaremos en alguna medida este importante principio para resolver 
problemas. 


QUEE MR — Ü —À— 


13. 


14. 


El rey Hieron encargó una corona, entregando para tal objeto 10 libras de oro. 
Sospechando que en las 10 libras que pesaba la corona el artífice hubiese mezclado plata, 
encargó el análisis a Arquímedes, sin detenorarla. Esta sabía que el oro sumergido en agua 
pierde 0,052 libras de peso por cada libra, y cada libra de plata pierde 0,099; al sumergir la 
corona en agua vio que la disminución de peso era de 10 onzas, o sea una onza por libra, 
osea 1/16 = 0,0625, lo que reveló el fraude. 

¿Qué cantidad de oro y qué cantidad de plata contenian las 10 libras de la corona? 


Solución 


Las mismas fórmulas del problema inverso de aligación permiten resolver éste. Si x es la 
cantidad de plata y p = 0,099 el empuje del agua por unidad (que aquí es, como antes, el 
precio o la ley), el producto х. 0,099 es el empuje sufrido por la cantidad de plata; y si y es 
la cantidad de oro, es empuje que sufre es y. . 0.052; el empuje total es conocido e igual a 
0,0625; luego la resolución será como antes: 


y э 0,052 Я : 0,0365 x _ 00105 _ 105 
© 0,0365 365 
x 0,099 — УЫ, 0,0105 И 


Las cantidades de plata у de oro están, pues, en la razón de 105 a 365, o sea, simplificando, 
21 a 73; es decir, en 94 partes hay 73 de oro y 21 de plata; y como el peso de la corona era 
de 10 libras, las cantidades de oro y plata eran, respectivamente, 


_ 730 - 210 
7 94 we a 


que reducidas dan: 


Rpta. x= 7 libras y 12 *?/,, onzas, у= 2 libras y 3*/,, onzas 


Según Viturbe, la corona del rey de Siracusa, pesaba 7465 gramos y perdía al sumergirla 
en el agua 467 gramos. Se sabe que el oro pierde en el agua los 0,052 de su peso y que 
la plata pierde 0,095. Determinar las cantidades de oro y plata que contenía la corona. 


Solución 


Es una variante del problema anterior. 
948 7 
1000 e 


2 
W,, = peso del oro. Como se pierde 1000 Wo quedan 


W a = peso de la plata. Como se pierde 


iem үү peli? queda: 


95 
1000 
Podemos establecer: МУ, + ОИ. Rc (1) 


Peso de la corona sumergida: 7465 - 467 = 6998  ................... (2) 


948 y 905 
1000 oot 1000 рев 


ó también: 
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948 Wo + 905 Waa = 6 998 000 ............................. (3) 


plata 


De(1) y (3) se obtiene: 


42 
Rpta. W, - 5 63173 gramos 
aik 
Wia = 1833 43 gramos. 


15. De cuántos kilates es una sortija de oro y cobre que pesa 20 gramos y sumergida en agua 
destilada pesa 18,75 gramos. 
(Peso específico del oro: 19 y Peso específico del cobre: 9) 
Solución 
Por principio de Arquímides: "Pérdida de peso = Peso del volumen desalojado” 


- Pérdida de peso: 20 - 18,75 = 1,25 gramos = Peso del agua destilada desalojada. 


-. Volumen desalojado 1,25 cc. = Volumen de la sortija 


20 


Peso específico de la sortija — 125 = 16 


Relación de pesos еп la aleación 


X Oro 19 7 
ibd A Por cada 7 gramos de oro, 


10gr. 
EA Ue а existen 3 gramos de plata. i 


y cobre 9 


7 7 
-. ley = 0^ 0,700 en kilates: 136 x 24 - 16,8 


Rpta. 16,8 


‚РНОВГЕМА5{ PROPUESTOS 


Sobre aleación (con clave) 
1.  Sedesea obtener un lingote de 500 gramos de 0.999 de ley; para esto se mezclan de 500gr. 
de plata pura y 50gr. de metal de liga. ¿Cuántos gramos más de plata que de metal de liga 
se debe utlizar? 


a) 499 b) 495 c) 450 d) 490 e) 485 
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10. 


11. 


12. 


Se tiene una barra de plata de 0.85 de ley. ¿En qué relación en peso deben quitarse 
cantidades de plata y cobre de la barra para que la ley se conserve? 


а) 17/2  b)15 с) 2017 9) 152 е) 17/3 


Se fundió dos barras de ого de 12 y 20 kilates respectivamente. Obteniéndose 48 gramos 
de 15k. ¿Qué peso de metal corriente tenía la segunda barra? 


a) 5 gr. b) 3 gr. C) 12 gr. d) 2 gr. e) 1 gr. 
Se sabe que un gramo de oro cuesta S/.500 y el cobre S/.40, si una sortija de 16 gramos 
cuesta S/. 4,780, hallar de cuántos kilates es dicha sortija. 


a) 13.5k Ы) 18k c) 15k 9) 16.5k е) 16k 


Se mezclan 3 cantidades de oro de 18, 16 y 12 kilates obteniéndose una aleación de 15.2k., 
si se sabe que el oro de 16k. es el 40% de la mezcla, hallar en que relación se encuentran 
los pesos de oro de 18 y 12 kilates. 


а)4а5 b)6a5 c)3a2 d)2a1 e)1a1 
Hallar la relación aproximada de volümenes de oro y plata que entran en una aleación de 


ambos de 0.65 de ley respecto del oro, sabiendo que los pesos específicos del oro y de la 
plata son 19.3 y 10.5 respectivamente. 


a)2:3 b) 1:2 Chigi d)3:2 e)2:1 

Se fundió dos barras de oro de 12 y 20 kilates respectivamente. Obteniéndose 48 gramos 
de 15k. ¿Qué peso de metal corriente tenía la segunda barra? 

a) 5 gr. b) 3 gr. C) 12 gr. d) 2 gr. e) 1 gr. 

La ley de una aleación de plata y cobre es 0.7. Si el peso específico de la plata y el cobre es 
10.5 y 9 respectivamente. ¿Cuál es el peso especifico de la aleación? 

a) 10 b) 10.2 c) 10.3 d) 9.8 e) 9.7 


Se hace una vasija de oro de 16k. mezclando 50 grs. de oro de 12k. con 2 cantidades de oro 
de 15 y 20k., se sabe que la diferencia de pesos entre dichas cantidades es de 20 grs. Hallar 
el peso de la vasija sabiendo que es el menor posible. 


a)216.6 Ы) 100 с) 180 d) 150 е) 166.6 


Se mezclan З cantidades de plata de leyes 0.8, 0.35 y 0.95, obteniéndose una aleación de 
Ley 0.825, si el peso de plata de 0.95 representa el 50% de la aleación. Hallar en que relación 
se mezclaron las cantidades de plata de 0.7 y 0.35. 


aj3a2 b)4a1 c)7a2 d)5a3 е) 5а2 


Una aleación de plata de 0.8 de ley cuesta S/.102/gr. si se sabe que el gramo de níquel puro 
cuesta S/.30.00. Hallar cuanto cuesta el gramo de una aleación de plata de 0.9 de ley. 


a)S/111 b)S/114 с) 5/.120 d)S/.117  e)S/.118 


Una aleación pesa 72 grs. y contiene 5 partes de cobre por 3 partes de zinc. 
Con que peso de cobre se debe fundir para que la aleación resultante tenga 9 partes de zinc. 


a)3.6 gr.  b)45gr c)28gr а) 49г. e) 3 gr. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Una muestra de plata de 0.9 de ley se funde con 30gr. de plata pura y 100gr. de cobre puro 
obteniéndose plata de 0.75 de ley. ¿Cuánto pesaba la muestra original? 


а) 540 gr. b)450gr. c)420gr. а) 500 gr. е) 480 gr. 


Se tiene 3 aleaciones de oro de 36,45 y 39 gr.; contienen respectivamente 6, 5 y 13 gr. de 
oro puro. Si se cambia la tercera aleación por otra de igual peso pero que contiene 3 gr. más 
de oro puro. ¿En qué porcentaje habrá aumentado la ley de aleación luego de mezclar los 
3 lingotes? 


a) 25% b) 20% c) 10% d) 12.5% е) 17.5% 

Se tiene 118.5 gr. de una aleación de oro y plata. (con el oro como metal fino). Si las 
densidades del oro, la plata y aleación son como los nümeros: 11, 6 y 9. Hallar cuántos 
gramos de plata se emplearon en la aleación. 

a) 36.1 b) 40.1 c) 30.1 d) 31.6 e) 35.6 

Se alea un metal fino A con otro metal B. Si se sabe que los pesos específicos del 
metal A, dela aleación y del metal B son como 19, 16 y 12 respectivamente. ¿Cuántos gramos 
de metal fino A hay en una aleación de 560 gr.? 

a) 390 b) 350 c) 370 d) 350 e) 360 


Se alea oro de 19.3 de peso específico con plata de 10.5 de peso específico resultando una 
aleación de 17.9 de peso específico. ¿Qué ley tiene la aleación resultante? 


a) 0.911 b)0.907 с) 0.915 d) 0.905 е) 0.909 

Se hace un trofeo de 13.5k. mezclando 809г. де oro de 18k., con oro puro y cobre puro, 
siendo la diferencia entre estos dos ültimos de 20 gr. Hallar el peso de dicho trofeo si es el 
menor posible. 


a)200gr. b)480gr. c)440gr. а) 4009г. e) 160 gr. 


Capítulo 25 


INTRODUCCION A LA ESTADISTICA 


© CONCEPTOS BASICOS 


Breve definición de Estadística 
Estadística es la ciencia que nos proporcio- 
na un conjunto de métodos y procedimientos 
que permiten recopilar, clasificar, presentar y 
describir datos en forma adecuada para to- 
mar decisiones frente a la incertidumbre o 
predecir o afirmar algo acerca de la pobla- * 
ción a partir de los datos extraidos de la mis- 
ma. 


Población 

Es el conjunto mayor de personas u objetos 
acerca de los cuales deseamos obtener in- 
formación. 

Los elementos de este conjunto se denominan datos u observaciones. Aquellas observa- 
ciones que son medibles reciben el nombre de observaciones cuantitativas. Asi: la esta- 
tura y edad de las personas, vida útil de una bombilla de luz, distancias, etc. son observacio- 
nes Cuantitativas. Por el contrario, hay observaciones como: color de cabeilo o de ojos, 
sexo, estado civil, marca de productos, etc. que sólo pueden describirse mas no medirse. A 
este tipo de observaciones se denomina observaciones cualitativas. 


Una población es un conjunto de observaciones cuantitativas o cualitativas. 


La población puede ser infinita, siendo imposible tener una información completa sobre ella; 
también puede ser muy numerosa siendo difícil estudiar todos sus elementos. En estos 
casos es necesario recurrir a la muestra. 
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Muestra 
Es la parte representativa finita de una población. En términos matemáticos: Población es el 
universo de la teoría de conjuntos y muestra es un subconjunto finito propio de la población. 


Parámetro 

Cantidad numérica que describe alguna característica de toda la población, siendo necesa- 
rio, para determinar su valor, utilizar la información poblacional completa. À tráves de los 
parámetros se tomarán decisiones con certidumbre total. 


Estadígrafo 

Cantidad numérica que se obtiene a partir de los datos proporcionados por la muestra y 
describe alguna característica de la muestra. A través de las estadígrafos se tomarán deci- 
siones con un grado de incertidumbre (ya que la información obtenida no es de toda la 
población, sino de parte de ella). 


Población >> Parámetro 


Muestra > Estadígrafo 


Ramas de la Estadística 
A partir de la definición mencionada en el acápite inicial se deriva que son dos las ramas de 
la Estadística, estas son: 


Estadística Descriptiva.- Trata de la recopilación, clasificación, presentación y des- 
cripción de los datos obtenidos de una población o muestra. 


Estadística Inferencial.- Nos proporciona la teoría necesaria para realizar alguna 
afirmación acerca de la población o tomar decisiones generales a partir de los datos 
recogidos y estudiados. 


Técnicas de Muestreo 
Proceso que nos permite obtener una información completa de la población mediante la 
extracción de muestras representativas de dicha población. 


A partir de la información obtenida de los datos muestrales se afirma algo acerca de la 
población total o se toman decisiones generales confiables con ayuda de la Estadistica 
Inferencial. 


POBLACION 
Técnicas de Muestreo 


Estadística Inferencial 


8. Variables 
Variable es la representación matemática de los datos obtenidos a través de las técnicas de 
muestreo. Puede ser de dos tipos: continua y discreta. 


* Variable Continua: Cuando puede tomar cualquier valor real. Por ejemplo si la varia- 
ble representara la estatura de los estudiantes, tomará cualquier valor real entre Om y 
2,20 m. 


* Variable Discreta: Cuando toma valores de un conjunto contable (es decir numerable 
o finito). Por ejemplo nümero de alumnos aprobados en matemática de un determina- 
do salón de clases. 


(1) ORGANIZACIÓN Y REPRESENTACIÓN DE LOS DATOS 


1. Recopilación de Datos 
Los datos pueden recopilarse de dos maneras fundamentales: 


* Censo: Cuando se consideran todos los elementos de la población y se registran sus 
características. 


* Muestreo: Cuando se consideran algunos elementos, seleccionados de una pobla- 
ción. Si la recopilación de los elementos muestrales se efectúa al azar se dice que el 
muestreo es aleatorio y la muestra se denomina muestra aleatoria. 


La información total o parcial puede recopilarse mediante encues- 


tas o el registro de resultados de trabajos experimentales. 


2. Presentación de Datos 


Una vez recolectados los datos es necesario presentarlos en forma tal que se facilite su 
comprensión y su posterior análisis. Para tal fin se presentan en cuadros numéricos deno- 
minados Tablas de Frecuencia, estas tablas a su vez son representadas en gráficas (grá- 
fica de barras, histogramas, sectores circulares, ojivas, polígonos de frecuencia, etc.). 


Mediante un ejemplo proporcionaremos las definiciones más importantes, así como 
procedimientos para la organización y representación de datos. 


A continuación presentamos los calificativos obtenidos en el curso de Aritmética en el que 
se han evaluado 56 personas, siendo la escala de evaluación de O a 100. 
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a) 


b) 


Alcance (A): Es el intervalo definido por los datos de mayor y menor valor. En nuestro 
ejemplo: A [30,95] 
Intervalos de Clase (1) y Límites de Clase (1) 


Los intervalos de clase son grupos de datos que presentan relaciones comunes; 
mediante dicha agrupación se busca facilitar el análisis respectivo. 


Cada I, viene a ser una partición de A. Podemos graficar a los intervalos de la siguiente 
manera. 


1 2 3 
CQ —————— — QE ——— — —. Á,)). à ¡A 
E E "i Lk Lc 
l; * [ыа , PS дз, sx 


Los 1, son intervalos semiabiertos (abiertos por la derecha), pudiendo ser cerrado el 
intervalo l 


Los L, i = 1,2,3,...,k+1 se denominan Límites de Clase y se definen como el mayor y 
menor valor de cada intervalo de clase. 


Para determinar el valor de k(nümero de intervalos de clase) se recomienda utilizar la 


Regla de Sturges. 
k = 143,3 logn 


donde n es el número total de datos disponibles. En nuestro caso n = 56 


Por lo tanto: К = 1+3,3 10956 
= 1+3,3(1,478) 
= 1+5,8 

k = 6,8 


Esta fórmula nos da una idea de cuántos intervalos usar, pero еп la práctica el nümero 
de intervalcs que se utiliza es un poco mayor. Por esta razón redondearemos el valor 
encontrado al siguiente entero mayor: 


Km 


c) Ancho de Clase (№): Está determinado por la longitud de un intervalo de clase 


М = (I) = 1L, 7L, 


d) 


Se utiliza la siguiente relación: 


donde: £(A) = longitud del alcance 


k = número de intervalos de clase 


En nuestro caso: W= ———— = — = 943 


Redondearemos a 10. 


Frecuencia Absoluta (п,): Nos indica el número de datos contenidos еп cada clase. 
Tiene las siguientes propiedades: 
О €n sn 

k 


Уһ =n; п = frecuencia absoluta de Іа i-ésima clase. 
ii 


Elaboración de la Tabla de Frecuencia 


* 


Antes de realizar el desarrollo de la tabla, procedemos a determinar cada intervalo. Por 
ello observamos que: 


95 — 30 + 1 = 66 
KWS AMO" TOME => Exceso: 4 


Alcance inicial 
Alcance final 


Para buscar la simetría de la distribución de datos, debemos repartir este exceso a los dos 
extremos del alcance inicial, mitad para cada lado: 


9542297 
30—2-28 


Por lo tanto, los intervalos de clase serían: 


Intervalos de Clase 
[28 – 38) 


[38 – 48) 
[58 – 68) 
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* 


e) 


f) 


9) 


Ahora sí, procedemos a construir la tabla. 


Calificativos Nümero de calificativos por clase 
Intervalos de Clase (1;) Frecuencia Absoluta (n;) 
[28, 38) 2 


[эв мв) 
[ 48, 58) 


[ 88, 98) 


Marcas de Clase (X;): Son los puntos medios de los intervalos de clase 


L «4L 
y- TEASA 7 
2 
Por ejemplo: N = E + 98 = 63 


La marca de clase del cuarto intervalo de clase es 63. 


Frecuencia Relativa (h,): Se obtiene al dividir la frecuencia absoluta de clase entre el 
nümero total de datos. 


¿1=1,2,3/4,2k 


7 
j lo: = — =0,12 
Por ejemplo h; 56 0,125 
La frecuencia relativa del tercer intervalo de clase es 0,125. 
h, tiene las siguientes propiedades 


* — Oshs1, 1= 12,3... k 
k 


Уһ = 1 (la suma de las frecuencias relativas es igual a 1). 
i 


Frecuencia Relativa Porcentual (h;?6): Es la frecuencia relativa expresada en porcen- 
taje. Nos permite contestar preguntas del siguiente tipo: ¿Qué porcentaje de alumnos 
tiene calificativos entre 48 y 58? Respuesta: 12,5% 


4. 


h) 


j 


Frecuencia Absoluta Acumulada (№) 


Se define de la siguiente manera: 
1 
N, = Ул Pd21,2,8,..k ; ns Ni «n 
F 


Consiste en la suma de las frecuencias absolutas desde el primer intervalo hasta el 
intervalo indicado. Por ejemplo: 


N¿=D,+N2+N3+N, = 2+7+7+14 = 30 


Se lee: la frecuencia absoluta acumulada hasta la cuarta clase es 30. 


Frecuencia Relativa Acumulada (H,): 
Se define: 
н= Уһ o H-— ; is123..k 
ji 
Consiste en la suma de frecuencias relativas desde el primer intervalo de clase hasta 
el intervalo indicado, por ejemplo: 


H; =h; + h, + h, = 0,036 + 0,125 + 0,125 = 0,286 


Frecuencia Relativa Acumulada Porcentual (Н,%): Es la frecuencia relativa acumu- 
lada expresada en porcentaje. Nos permite responder preguntas del siguiente tipo. 
¿Qué porcentaje de alumnos han obtenido calificativos menores de 58? Respuesta: 
28,6% 


Tabla de Frecuencias 


Gráficas 


Las distribuciones de frecuencias pueden ser representadas gráficamente mediante: 
Histogramas, Polígonos de frecuencias, Ojivas y Diagramas escalonados. 
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Histogramas: son gráficos de barras (rectángulos), siendo las bases representadas 
por los intervalos de clase y las alturas por las frecuencias absolutas o relativas. 


28 38 48 58 68 78 88 98 I. 


*  Polígonos de Frecuencias.— Son poligonales construidas uniendo los puntos (X;,n;) o (X;,h;) 
mediante segmentos de recta, o uniendo los puntos medios de los «techos» de los гесіап- 
gulos del histograma. 


[зел] о [жел] 


33 43 53 63 73 83 93 X 


Diagrama Escalonado.- Son gráficas de barras о rectangulos cuyas bases representan 
los intervalos de clase y las alturas las frecuencias absolutas o relativas acumuladas. 


704 


5 
40 
| vs N| o 
30 
2 
10 


28 38 48 58 68 78 88 98 |, 


*  Ojivas: Son poligonales asociadas a distribuciones de frecuencias absolutas o relativas 
acumuladas, así: 


n, 

60 
50 

o 
40 
| vs H; 

30 
2 


28 38 48 58 68 78 88 98 |, 


5. Distribución de Frecuencias Cualitativas 
Las tablas de distribución de frecuencias y sus respectivas observaciones gráficas hasta 
ahora tratadas corresponden a observaciones que son medibles (observaciones cuantitati- 
vas). Cuando las observaciones no pueden ser medibles (cualitativas) no es posible deter- 
minar cuantitativamente el alcance; en este caso bastará indicar las distintas categorías o 
atributos y las frecuencias respectivas. 
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Ejemplo ilustrativo: En la Universidad del Saber hay 6000 alumnos matriculados para el 
ano 2000, de los cuales 1000 van a seguir ingeniería Civil; 1500, Medicina; Derecho, 2000; 
Contabilidad, 1000 y Economía.500. Realizar la tabla de frecuencias y graficar. 


En este caso, los campos de especialización de los estudiantes no pueden ser medidos; 
sólo pueden ser descritos a través de sus nombres y determinar el nümero de estudiantes 
que pertenecen a cada campo de especialización. 


Podemos elaborar nuestra tabla de frecuencias y sus respectivos gráficos de la siguiente 
manera. 


һ% 
16,7% 


0,250 25,0% 


0,333 33,396 


Una distribución cualitativa puede representarse gráficamente a través de un diagrama de 
barras o un gráfico de secciones circulares: 


DIAGRAMA DE BARRAS 


Ing. Civil 


Medicina 


Contabilidad 


Derecho 


Economía 


500 1000 1500 2000 


SECTORES CIRCULARES 


MEDICINA 
25% 


CONTABILIDAD 


(10) EJERCICIOS RESUELTOS 


1. Los siguientes datos constituyen las vidas útiles, en horas, de una muestra aleatoria de 60 
bombillas de luz de 100 watts: 


807 811 620 650 817 732 747 823 844 907 
660 753 1050 918 857 867 675 880 878 890 
881 872 869 841 847 833 829 827 822 811 
766 787 923 792 803 933 947 717 817 753 
1056 1076 958 970 776 828 831 781 1088 1082 
832 863 852 788 980 889 1030 897 755 891 


a) Constrúyase una distribución de frecuencias con anchos de clases iguales. 


b) Trácese el polígono de frecuencias sobre un Histograma de intervalos de clases vs 
frecuencias absolutas. 


с) Trácese la ojiva asociada a la función escalonada representando intervalos de clave vs 
frecuencias relativas acumuladas. 
Solución 
a) A = [620,1088] , £(A) = | 1088 — 6201 = 468 
k = 143.3 10960 = 6,868, podemos tomar: 
k=667 


468 


Sea k= 6, entonces W= =78 
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Intervalos Nümero 

de clase Conteo de bom- 

Vida ütil billas n; h% H;% 
en h: |, 

[620, 698 ) IHI 0,0667 0,0667 6,67% 


това) Гозан | oser] sem | cosmo 


[932, 1010) 0,0833 | 09000 | 833% | 90,00% 
0,1000 | 1,0000 | 1000% 100% 


oy 


HE | | 
Xa 


620 698 776 854 932 


Vida ütil en horas 


c) ni 


620 698 776 854 932 1010 1088 


Vida ütil en horas. 


708 


2. Los siguientes datos proporcionan el nümero de estudiantes del sexo femenino, por sec- 


ción, de una muestra aleatoria de 50 secciones de la Universidad del Saber. 


2 0 4 4 1 4 0 3 2 0 
0 1 1 1 0 1 2 4 0 1 
1 5 2 2 5 3 4 0 4 0 
0 0 3 0 1 4 2 1 2 0 
3 1 3 1 2 0 5 6 3 2 


a) Agrupe estos datos en una tabla de frecuencias. 


b) ¿Qué porcentaje de secciones no tienen estudiantes del sexo femenino? 
¿Qué porcentaje de secciones cuentan con 1 ó 2 alumnas? 


c) Disene una gráfica de sectores circulares y dibuje el histograma. 


Solución 
a) TABLA 
b) i) El 26% de secciones no tienen estudiantes del sexo femenino, y 


ii) El 40% de las secciones cuentan con 1 o 2 alumnas. 


c) 
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(№) EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. 
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De los siguientes enunciados, ¿cuál probablemente exija el empleo de la Estadística Des- 


criptiva y cuál de la Estadística Inferencial. 


a) En un campeonato de fútbol se desea establecer el promedio de goles de los equipos 
participantes (goal average). 


b) Un profesor emplea diferentes métodos con cada uno de los dos cursos a su cargo. Al 
final del desarrollo del curso, compara las calificaciones obtenidas por sus alumnos 
con el fin de establecer cuál método es más eficiente. 


c) Un médico estudia la relación entre el consumo de cigarrillo y las enfermedades del 
corazón. 


d) Un economista registra el crecimiento de la población en un área determinada. 


e) Un postulante examina la distribución de calificaciones de un examen de admisión a 
una Universidad para calcular el número de compañeros que obtuvieron una califica- 


ción inferior a la suya. 


Las vías útiles en horas de 40 bombillas eléctricas de 100 watts son: 


807 
660 
881 
923 
776 


811 
753 
872 
792 
828 


620 
1050 
869 
803 
832 


650 
918 
841 
933 
863 


817 
857 
847 
1056 
852 


732 
867 
833 
1076 
788 


747 
675 
766 
958 
980 


823 
880 
787 
970 
889 


a) Construya las siguientes tablas de frecuencias: 
I) |; vs n, (Tabla de frecuencias absolutas) 
П) I, vs Н; (Tabla de frecuencias relativas acumuladas) 
Ш) X; vs h; 


b) Disene las gráficas correspondientes. 


3. Los siguientes datos son las velocidades (en km/h) de 40 carros que pasaron por un punto 
de control de velocidad: 


60 30 31 60 
35 20 40 54 
40 55 45 60 
30 40 46 105 
80 35 28 60 
70 60 31 65 
65 80 25 70 
40 75 43 85 
65 72 46 62 
100 55 50 63 


Clasifique estos datos convenientemente, y: 
a) Muestre el histograma y el polígono de frecuencias correspondiente. 
b) Disene la función escalonada y la ojiva respectiva. 


C) Los carros con velocidades mayores a 80 km/h, son multados por exceso de velocidad. 
¿Qué porcentaje serán multados? 


4. La siguiente distribución muestra el peso en gramos de 30 paquetes de un determinado 


producto. 
10-15,5 |14,5-19,5 | 19,5-24,5 | 24,5-29,5 | 29,5—35 


a) Trazar una ojiva 

b) ¿Cuántos paquetes tienen pesos comprendidos entre 12 y 16 gramos? 
с) ¿Cuántos paquetes tienen por lo menos 24,5 gramos? 

d) ¿Cuántos paquetes tienen a lo sumo 29,5 gramos? 


5— La siguiente distribución muestra las frecuencias relativas de 200 alumnos. 


я 


a) Muestre los límites inferiores de Іа 2da у 4ta clases. 
b) ¿Qué tanto por ciento de los estudiantes tienen edades entre 18 y 26 años? 
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